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Note  über  Gleichungen. 

Von 

Herrn   Simon    Spitzer, 

Afts'ul.  Tm&PrivatdoR.  der  llathctnntik  nni  k.  k.  |»olyterhnitnlicD  Iimtitutr 

zu    Wien. 


Wenn    eme  Function  (p(x)  so  beschaffen  ist,   das«  alle  ihre 
■geraden  Diffierentialquotienten 

(p'(x)        q>"'ix)        q>^\x)  .... 

i*  einen  bestimmten  Werth  von  x,  den  wir  u  nennen  ^vollen,  v«r- 

A^inden,  so  ist  die  Function  ^(^r)  eine  Function  von  x'^-\nx\-b 

io  a= — 2a   und   b  willköhrlich   ist),    wodurch,    wenn   q>('r)=zO 

ird,  sich  diese  Gleichung  durch  Substitution  von  x^ -{•  ax  i- b:rz^ 

i  eine  Gleichung  halb  so  hohen  Grades  reducirt. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  höchst  einfach ;  setzt  man  nümlich 


€1  .  a 


q>(x) = 9(—  ^  +  a:  ^-  .^  ) 

li  entwickelt  letzteres  nach  Taylor 's  Reihe,  ^'f'ö  ^^'^  ZuwachM 
I  -n  ansehend,  so  hat  man: 

)c(;r)=  y(— |)  +  (^  +  J;9'(-f)  +2!(^  +  f  )*9''(-^)  f ...- » 
da  nacdi  der  Voraussetzung  die  uti geraden  Differentialquotienteo 

dich  g^icli  Kall  sind : 

I 


4  SffmöM  spitzer:    yote  über  Gteidmagen. 

■*^f^  '^*9  "^4  •  •  •  • 

md  die  «ngeraden  toh 

A|         A3        JI.5 .... 

sämmtlieli  für  einen  bestimmten  Werth  von  x  versoh^inden :  findet 
dies«  statt,  so  hat  die  lineare  Differentialgieichnng  laater  parti- 
ciliare  Integrale  Ton  der  genannten  Form. 

1. 

Beginnen    wir  Torerst   mit   einer  Differentialgleiclimig  erster 
Ordnong.    Sei 

£e  TOfgelegte  Differentialgieichnng,   nnd  setzen  wir 

(2)  3f=^(ara+ajr  +  6), 

so  ist 

nd  folgiicfa  geht  die  Diffierentialgleichnng  (1)  über  in: 


Sind  non  JK^  nnd  X^i^-^^o)  Fanctionen  Ton  rrH^^-f^  so  folgt 
808  (3)  wirklich  (^(j^-\-QX-\-b)  als  Function  von  j;--|>iLr-|-6,  nnd 
somit  hat  dann  jf  die  in  (2)  yoransgesetzte  Form. 

Daaiitalso  die  Differentialgleich.  (1)  das  Integral  ^=7(j:'-f  cur-f6) 
habe,  genügt  es,  dass  X^  nnd  A^clr-l-a)  Functiooeo  sind  tod 
sfl-i-ax-t-b;  non  ist  JT^  eine  Fonction  hievon^  wenn 

flir  j:=: — 5-  Terschwindeo,    ond  Xi{2jc-t-a),  wenn 

[Z,  (2»  +  «)]'        [X,  (2x  +  «)]-        [ Ji  (är  +  a)]  '^. . . . 

flb  drss— 0°  Tvrachwinden.    Kon  ist: 

[X^CLt  +  a)]'  =(ir  +  a)jr/  +2.T,, 
[jr,  (2x  +  a)r =(2j:  +  a)  J,«  +  2 . 3  J,», 


Simon  Spii%er:   Note  über  Gleickun§€m.  6 

Fffr  ;r=  — Q   gehen  dieselben  über  in: 

2Jri        2.3X1''        2.5Jri^^.... 
und  werden  Null,  wenn 

sind.     Wenn  daher  die  geraden  Differeqtialquotienten  von  Xi  und 
die  ungeraden  Differentialquotienten  von  Aq  für  den   bestimmten 

Werth  jr=— ^  verschwinden ,  so  ist  das  Integral  der  Differential- 
Belebung  (I)  von  der  Form: 

y  =  tp(x^  +  fl<£P + &)• 

II. 

Gehen  wir  jetzt  zur  Differentialgleichung 

(5)  X^"  •{- X^y' ^r  X^y=Q 

tter.    Aus 

y  =  9(jr*  +  aar  +  6) 
Mgen : 

y  =(2a?  +  a)  g)' (d?2+aa:+6), 

Did  setzt  man  diese  Werthe  in  die  vorgelegte  Gleichung  (5)«  so 
fhält  man: 

ier  geordnet: 

(6)         2^(2a;+a)«g>"+[2Jra-hAi(2a:+a)]ip'+jro9=0. 

i  nun  wieder  jeder  der  Coefücienten  von  q>^  tp'  und  tp"  eine 
nction  von  x"^ -{- ax -\r  b  y  so  ergibt  sich  ^  als  Function  von 
-f  or  -f-  6  9  ^as  mit  der  vorausgesetzten  Form  übereinstimmt, 
mit  der  CoefBcient  von  q>"  eine  Function   ist  von  x'^ -{- aw  ■{■  b^ 

Ken  die    tingeraden  Differentialquotienten  von  X^  für  xzzi — -^ 

ichwinden,  denn  der  andere  Factor  des  Coefficienten  von  tp", 
dich  (2a; -|~^)^»    ^^  ^^  ^i^^  ®^°^  Function  von  ar^-f-ox-f  6,  da 

(ar  +  a)»= 4  (ar«  +  ar  +  6)  +  (a^— 46). 


nc- 


-■  --•»■  „^ 


«•:  .• 


^^    ace 


.t^- 


■^-..-.-'     1 


■Km      - '      n«      nr    :.:  i;PWe»ilIlMl 


^     7/ 


-  V 


"^        .tAm^y.        >•»! 


y  =(ar+a)  q>'  (j?>+flar+6), 
^=  (2ar+fl)*g)''(ar*+iu:+6)  +  2^'  (j:«+ar+6), 
y^==(-2a:+ii)«9«'(j?»+a:r+6)  +  6(2jr+a)9''(arHar+^). 
Keifte  Werthe,  in  die  Differeotialgleichung  (9)  eiogef&hrt,   gebeo: 

+  Ai(2a:  +  ii)9)'  +  Ao9)=0, 
lier  geordnet: 

JTg  (2a;  +  a)»9*' +  [6A,  r2ar  +  a)  +  Jf«(2jr  +  «)«]  9*^ 
+  [2X.+ J^i  (2a:+a)]  gj'  +  X^q>={i. 

D«  ento  CoefBcient   ist   eine    Function    von  'X^'{-ax-\-b,   wenn 

Ji(i7-)-A)efi  ist;    weil  der  weggelassene  Factor  (2a; -fo)^»    ^ie 

f(/e  /hiber  gezeigt ,  eine  Function  von  x^-{-ax-{-b  ist.    X^t^-y-a) 

a 
aber  eine  Function  von  ar*  +  ar+6,  wenn  für  ar  =  — s" 

(  wie  dies«  aus  den  Gleichungen  (4)  folgt ,  wenn  man  in  den- 
ra  überall  X^  statt  Xi  einfuhrt. 

Die  ungeraden  Differentialquotienten  des  zweiten  Coefficien- 

Ib  sind : 

[6J3(2x+a)+2i(2a;+a)«]'  =  6[Z3(2a:+a)]'  +  [Aa(2a:+a)«]', 
[6Jr3(2ar  f  a)+Jli(2jr+a)«]'^  =-  6[A3(2ar+a)]«'  +  [^^(20:+«)«]^ 
[6ir,(2a-+  a)+ J[;,(ir+a)2]  r= 6[  Jir3(2a:+a)]  ^+  [  Aa(2a:+a)«]  ^ 


1  denen  jeder  aus  zwei  Theilen  zusammengesetzt  ist;  der  erste 
lU  wird  Null,  weil 

A,=0       X^"={i       X^Jy=0.... 

I,  und  diese  Bedingungen,  wie  eben  gesagt  wurde,  hinreichen 
Verschwinden  der  ersten  Theile ;  der  zweite  Theil  eines  jeden 
des  wird  gleich  Null,  wenn 

.  Die  ungeraden  Differentialquotienten  des  dritten  CoefBcien- 
lesteben  abermals  aus  zwei  Theilen,  von  denen  die  ersten 
m  der  eben  aufgeschriebenen  Gleichungen  verschwinden,  und 
ivelten  dann»  wenn 


•9»/»-^  ■\  t    f    •     ^-^ 


.»i^fiu 


nt4 


■!*•  -.»f"#»»i  .»-;^^    ,.      .      ;  ^r 


flu* 


-,*« 


-*^        «••* 


^i-*fi 


■s»»*' *•■'»' rt  *»-" 


-11.— »■■3.        < 


_J^^*if»n*»      -^Tt^m      ><^'t.»-:^*»        r^'-".  ■  - 


im     .w-       -_      -         _      -    - 


■aa»  w  *  ""■  "  M 
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**  »*»• 


i     .•' 


ff 


I  !• 
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^  a   *         _ 
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!»■ 


..?-  ..<L 
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'■'■  r-u-  'rn^^--     ./.-rn    "p  'i»»^  — -i:.-!i  V^-r::: 
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—  M 


■♦;|f  »»ft*«^/»«  .nrf      J-'^J      !*^        •    .•■•^". 


>.  — ;  -  f  *  ... 
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a      • 
lar  jr=: — s"  verschwinden,  wenn 

werden.  Denkt  man  sich  nun  den  Werth  von  y  nnd  die  Werthe 
fon  y,  y,  y^,....  in  die  Differentialgleichung  (10)  eingeföhrt  und 
dann  nach  den  Differentialquotienten  von  q>  geordnet,  so  erhält 
mao  als  erstes  Glied,  das  mit  dem  Factor  <p(")  behaftet  ist: 

Das  zweite  Glied  der  Differentialgleichung,  welches  g)(»-*)  zum 
Factor  hat,  besteht  im  Allgemeinen  aus  zwei  Theilen,  den  einen 
liefert  y»),  den  andern  y("--i);   sie  sind: 

beide  noch  mit  constanten  Factoren  multiplicirt,  deren  Werth  ßir 
uns  hier  ohne  Interesse  ist;  eben  so  besteht  das  dritte  Glied  der 
Differentialgleichung,  welches  g^C"— ^)  zum  Factor  hat,  im  Allge- 
neioen  aus  drei  Theileu ;  dieselben  sind  nach  Auslassung  der  con- 
Staaten  Factoren : 

nnd  80  das  vierte  Glied  aus  den  vier  Theilen: 
l«(2a:+a)»-6  X-iC^ar+a)»^«  Xn-i{1x-\-a)^^  A'„-3(2a:+a)«-» 

Q«  8.  £;  hiebei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  ^-{-a  in  der  Dif- 
ferentialgleichung nie  zu  einer  negativen  Potenz  erhoben  erschein 
Den  kann.  Falls  daher  irgend  eines  der  auf  eben  angeführte 
Weise  gebildeten  Glieder  Theile  hat,  wo  ^-[-a  zu  einer  nega- 
ti?en  Potenz  erhoben  vorkäme,  so  müsste  dieses  ganz  weggelas- 
sen werden. 

Betrachten  wir  nun  jedes  einzelne  Glied  separat. 

Die  ungeraden  Differentialquotienten  von  Xn(^-\-tiy^  sindNoH, 
wenn  entweder 

oder  wenn 

Xn^Q  Xn"^Q  ^„^^  =  0.... 

für  j?=— ^  ist;    ersteres  tritt  ein  für  gerade,  letzteres  für  unge- 
rade lt. 
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Die  angeraden  Differentialqnotienten  der  Glieder,  welche  di 
Factor  g^C"— i)  besitzen,  bestehen  im  Allgemeinen  ans  zwei  The 
len;  der  erste  Theil,  welcher  ein  ungerader  Differentialqootie 
Ton  Xn(^x-{-aY~^  \siy  wird  onter  denselben  Umständen  Null,  a 
es  das  erste  Glied  Ja(2j:-|-a)"  wird,  weil  n  ond  n — ^2  zo  gleich 
Zeit  gerade  und  ungerade  sind;  der  andere  Theil  aber  wird  Nn 
genau  unter  den  entgegengesetzten  Umständen,  nämlich  for  e 
gerades  ii,  wenn 


ist,  ond  für  ein  ungerades  n,  wenn 

Xn-\' = 0      Xu-i"  =0        i-i  ^=Q .... 

isL  Von  den  drei  Theilen,  ans  welchen  der  Coefficient  von  9(*~ 
besteht,  sind  die  beiden  ersten  Theile  Null,  unter  denselben  üi 
ständen,  welche  die  Coefficienten  von  9"'  und  g>i^-^)  yerschini 
den  machen;  was  den  letzten  Theil  anbelangt,  so  ist  dieser  fl 
gerade  u  Null,  wenn 

sind,  oder  wenn  n  ungerade  ist,   für 

X^2=0        JT— 2''=0        Xi-o^r=o.... 

n.  s.  f.    u.  s.  f. 

Wenn  daher  die   geraden    Differentialquotienten,   den   nolltl 
mit  einseschlossen,   tou 

Umf  ^^S  "^^^  •  •  •  • 

und  die  ungeraden  von 

■Jla  "^^  '^^4  •  •  •  • 

sämmtlich  fär  «= — '^  rersch winden,  so  hat  die  Differentialgh 
dmng  der  nten  Ordnung  lauter  particuläre  Integrale  von  der  Fon 

Man  kann  diesen  Satz  kürzer  auch  so  aussprechen: 
Sind 

Xq    X^    J4....    und    2x\a    5Jr  +  a    2x  +  a''" 

Functionen  Ton  a^'\-ax  +  b,  so  sind  die  particulären  Integrale  ^ 
linearen  Difierentialgleichang 
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TOD  der  Form 

y  =  ^o:*  +  aa:  +  6), 

Sollte  der  Fall  sein,  dass  die  geraden  DilFereotialqaotienten  von 

die  oDgeraden  von 

JLl         A3         JK.5 .... 

filr  x=— Q  verschwinden,  so  wird,  wenn  man  in  der 

[tB|[fjbtMii  Differentialgleichung  y=:g)(x^  +  ax-t-b)  setzt,  dieselbe 

inrch  2a: -fa  abkiirzbar  sein  (denn  Xq  X^  X^.,..  sind  oh* 

fareh  ^x-i-a  theilbar  und  Xi  X^  X^,...   haben  respective 

Adbran  y'  y^  y^^—-»  welche  auch  durch  2a:+a  theilbar  sind), 

&  so  entstehende  Gleichung  Coefficienten  haben,   die  einen 

erlauben  auf  das  Vorhandensein   lauter  particulärer  Inte- 

TOD  der  angenommenen  Form. 

Ifcbmen  wir  als  Beispiele  folgende  Differentialgleichungen  vor: 

y^  +  A^xy"  +  A^x^y'  +  ^30;»^  =  0. 

Ihn  e<'kennt  bald,  dass 

y  =  tpipfl) 

Form  sSmmtlicher  particulärer  Integrale  ist.    Die  Substitution 
Ausdruckes  gibt,  wenn  man  zugleich  a:^=  £  setzt: 

Hq>'^  +  (4^iS  +  12)g)"  +,  r2^25  +  2^1)  q>'  +  ^sS^^  =  0, 

diese    lässt  sich   nach  Petzval's   Methode  integriren.    Ich 
rke  zugleich,    dass    die  vorgelegte  Gleichung  ein   specieller 
i folgender  allgemeinen  von  Petzval  betrachteten  ist: 

daraus  hervorgeht,  wenn  man: 


I 


Jo=Äo=C'o=-^i  =  ^=-^2=0   und  m=2 


>         y^  +  4(^+«)/  +  A^{x-{-a)hj'  +^3(a:+a)»3(=0. 

(BlaimÜiche  particoläre   Integrale  dieser  Differentialgleichong 
\  von  der  Form 
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y=g)[(ar  +  a)«]. 

Substituirt  man  diesen  Ansdnick  und  setzt  (a;-f- 0)^=^9  ^o  ^^ ha 
man  wieder  genau  dieselbe  Gleichung  wie  oben,  nämlich: 

S&p«' +  (4JiS  + 12)  9'' +  (2^a^  +  2  J,)  g>' +  ^3  Jg>  =  0. 

Die  beiden  Gleichungen  von  ganz  allgemeiner  Ordnungszahl 

y<»)  +  A^xy^^-^)  +  ^2^2y(»-2)  +  ....+  An-ioc^-hf'  +  Aj^^y  =  0 

und 

....  +  An-i  {x + a)»-i  y'  +  ^„  (a:+a)"y = 

haben  lauter  particulSre  Integrale  von  der  Form 

y  =  q>{x'^)   und  y=^[{x  +  a)^] ; 

substituirt  man  statt  y  respective  q){x^)  und  9>[(a: +«)*],  zu  gle 

eher  Zeit  a:*=S  oder  (a;-pa)2=J  annehmend,  so  erhält  man  Gle 

chungen  vom  nten  Grade,  deren  Coefiicienten  sämmtlich  vom  Grad 
I 

^  oder  — ö'  sind,  je  nachdem  nämlich  n  gerade    oder  ungerad 

ist.    Man    kann  dann    leicht   die  Integration    dieser  Gleichunge 
nten  Grades  abhängig  machen  von  der  Integration  einer  Gleichun 

vom  Grade  ö"  <>dcr  — ly— ,  deren  Coefficienten  aber  vom  nten  Grad 
sind. 

•  I 

V. 

• 

Es  ist  nicht  schwer,  diese  Untersuchungen  weiter  fortzufuhre 
und  auszudehnen  auf  Gleichungen,  deren  sämmtliche  particuläi 
Integrale  von  der  Form  iy  =  <p(a:3  +  aar^  +  6a:  +  c)  oder  allgemei 
von  der  Form  y=.q>{u)  sind,  wo  u-=:t\>{x)  ist,  unter  ip(a;)  eine  b< 
kannte,  gegebene  Function  von  x  verstanden.  Man  hat  nämlic 
aus  y  =  q){u) : 

y'  =u'(p\u), 

y"=zu'\"{u)^-u"q>'(u). 


Die  Differentialgleichungen  (1),  (5)  und  (9)  gehen  durch  Eu 
fährung  von  y=:q>(u)  über  in  folgende  andere:^ 
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X^u'^q>'"(u)^-{ZX^u'u"  +  X^u'^)  ^"(u) 

+  {X^v!"  +  X^u" + X^u')  q>'(u)  +  Xog>(u)  =0. 

Erstere  wird  ein  particuläres  lutegral  von  der  Form  yz=:q>(u) 
baben^  wienn  Xiu!  und  Xq  Functionen  von  u  sind;  die  Gleichung 
(5)  hat  zwei  particuläre  Integrale  von  der  Form  y:=z(p(u),  wenn 
Xgu'^,  Xc^u" ■\- XiU  und  Xq  Functionen  von  u  sind;  eben  so  hat 
die  Gleichung  (9)  drei  particuläre  Integrale  von  der  genannten 
Form,  wenn  X2^'^,  ZX^u' u" -\- X^u'^ ,  X^u'" ■{- X^u" •{■  Xiu'  und  Xq 
Functionen  von  u  sind,  u.s.  f.  u.  s.  f. 


Erweiterung  eines   Satzes  vom  Schwerpunkte. 

Von 

Herrn   Dr.  H.  Burhenne^ 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  höheren  Gewerhschnle  in  Cassel. 


Bekannt  ist  die  folgende  Eigenschaft  des  Schwerpunktes: 
Sind  gleichschwere  Punkte  Ai,  ^2>  -^s»*»*  gegeben,  und  bedeutet 
B  den  Schwerpunkt  dieses  Systems,  so  ist  die  Summe  aus  den 
Quadraten  der  Abstände,  das  ist 

(A,ß)^  +  (A^B)^  +  (A^B)^+,.., 

ein  Minimum,  in  Bezug  auf  die  festen  Punkte  A  und  den  verän- 
derlichen Punkt  B,  Es  ist  auch  bekannt,  dass,  wenn  hier  die 
Linien  AiB,  A^B.,  A^B,,,..  nach  Grösse  und  Richtung  Kräfte, 
▼orstellen»  diese  sich  im  Punkte  B  das  Gleichgewicht  halten. ' 
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Das  Gleichgewicht  ist  nur  ein  besonderer  Faü  am  Parallelo- 
gramme der  Kräfte,  nämlich  wenn  die  Resultirende  gleich  Null 
wird.  Man  hat  die  Eigenschaften  des  Schwerpunktes  bereits  in 
das  geometrische  Gebiet  gezogen.  Aber  dieselbe  Beachtung  ver- 
dient die  Zusammensetzung  von  Linien,  wie  sie  mittelst  des  Pa- 
rallelogrammes  oder  Parallelepipedes  der  Kräfte  geschieht.  Da- 
durch wird  man  aufmerksam  gemacht,  einen  allgemeineren  Satz 
zu  bilden,  der  jenen  vom  Schwerpunkte  in  sich  begreift.  Dieser 
Satz  ist  folgender: 

Es  seien  n  Punkte  Ai,  A^»  A^^.^.An  im  Räume  gegeben. 
Wählt  man  nun  einen  Punkt  C,  und  bildet  aus  den  sämmtlichen 
Linien  AyC,  A^C^  A^C,.,..AnC,  wie  bei  der  Zusammensetzung  dei 
Kräfte,  die  resultirende  Linie  CD,   so  ist 

(A^D)^  +  (A^D)^+(A^D)^+...,  +  (^„D)2~(CZ)P 

ein  Minimum ,  in  Bezug  auf  die  festen  Punkte  A,  das  feste  C  und 
das  veränderliche  D.  —  In  dem  besonderen  Falle,  wo  CD  zu 
Null  wird,  ist  C  der  Schwerpunkt  des  Systems  und  unser  Satz 
geht  in  jenen  vom  Schwerpunkte  über. 

Der  Beweis  des  Satzes  ist  folgender:  Wir  betrachten  einen 
beliebigen  Punkt  E  im  Räume,  verbinden  denselben  mit  den  Punk- 
ten A  und  dem  C,  und  untersuchen  das  Vorzeichen  der  Differenz 

[HAE^  -  CE^]  -  [2AD^  -  CD^l 

Da  hier 

SAE^  =  2(AD^  +  ED^  -2AD.ED.  cos  ADE) 

Qod 

UEC^  =  Z{CD^  +  DE^-^ICD .  DE. cos  CDE) 

ist,  so  verwandelt  sich  jene  Differenz  in 

(n— 1)  DE^^2DE[Z{AD. cos  ADE)  -  CD. cos  CDE}. 

Nun  ist  CD  die  Resultirende  aller  CA^  also  sind  sämmf liehe 
CA  mit  dem  entgegengesetzten  CD  im  Gleichgewichte ,  so  dassj 
indem  man  alle  Kräfte  in  die  Richtung  DE  zerlegt, 

Z{AD  .cos  ADE)--CD.cosCDE=^9 

sein  mnss.    Folglich  wird  jene  Differenz  zu 

(II—  1)       DE^y 

ist  also  immer  positiv.  Demnach  ist^  wo  auch  der  Punkt  E  liegen  mag, 
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lubeiHt: 


SAD'  -  CD*  <  SAE*—  CE». 


SAD'— CD' 


U  dn  Hinimam,  was  zu  erweisen  war.      ^ 

Mio  sieht  leicht,  dass  auch  der  amgekehrte  Satz  gilt:  Wenn 
ehPtakt  />  zu  n-hl  festen  Punkten  Ai,  A^,  A^^....An,  C  so 
ligt,  dass 

ZAO^-CD^ 


'  fb Krimnm  wird,   so  ist  CD  die  Resultirende  aus  den  Linien 

\        Dil  liiereinfachste  Anwendung  findet  unser  Satz  beim  Paral- 
kkgrmmt.     Sind  die  vier  Eckpunkte  eines  Paralleiogramiiies  der 
lli|tMdi  Xr,  Ä,  iV,  P,  so  ist  NM^^NP^^Lm  kleiner  als 
W'^PQ^'^LQ^,    wo  auch  der  Punkt  Q  liegen  mag.    Umge* 
Urt:   Wenn  ein  Punkt  N  zu  drei  festen  Punkten  L,  31^  P  so 
Ittdass  NM^+NP^'-Lm  ein  Minimum  wird,  so  sind  i,  üf, 
P  die  aufeinander  folgenden  Ecken  eines  Parallelogrammes.  — 
loderes  Beispiel  ist  folgendes:    Wenn  an  einem  (recht-  oder 
inkligen)  Parallelepipede  LR  ein  Eckdurchmesser  ist,  von 
die  drei  Kantenlinien  LI^,  LN,    LP  ausgehen,    so  ist 
•+ÄiV»  +  ÄP«  — Äi«  ein  Minimum,    fflr  die  festen  Punkte 
M,  iV,    P  und  den   veränderlichen  Punkt  R.     Umgekehrt: 
et  dieses  Minimum  Statt,  so  ist  LR  der  Eckdurchmesser  des 
die  KaDtenlinien  LJU,  LN,  LP  bestimmteo  Parallelepipedes 


16        MÜH  er:    fermü§emet^rum§  der  cardemtscken  F^fnuei. 


Yerallgemeiiienuig  der   cardanischen   FormeL 

Tod 

Herrn  Schulrath  Dr.  J.  H.  T.  Müller 


Bei  der  AaweodviM?  der  cardanischen  Formel  wird 
Keil  Tnnui^esetit,  dass  die  aUsemeine  kidHsche  Gleichung 

«x»+&jt*  +  cj:+rf=0 

Toriwr  anf  die  Foim 

■ut  fchfendei  iiweifen  Gliede  gebraciit  seL    Darnach  hat  man 

nm  Ar 

.=v.-l+v((iy+e)> 

und  hieraus  ^näHck  ^  e^^v*^-  v^  ^«  fin<l<*w. 

Da  <lor  Kall,  fJaw*  lUo  |r<^hono  ««mrHieohr  KlAirhin«:  i 
ständig  iat,  «N>hr  <rvA  vorkomm«.  »o  \\<sf^\  da»^  l^<^jifrtnWiS  nahe, 
eardanLicIie  F<mRM4  n«  WM«Ht««lalhm « 


nnd 


V 
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dass  die  Werthe  voo  x  aus  a,  6,  c,  d  oomUteN 
bar  hergestellt  werden, 

w  wie  die  Hoffnung,  hieraus  eine  Erleichterung  filr  die  Rechnung 
n  gewinnen. 

Aach  ist  die  Kenntniss  der   unmittelbaren  Abhängigkeit  des' 
f  TOD  a,  6,  c,  d  schon  an  und  fOr  sich  interessant. 

Dies  zu  untersuchen,  was,  so  viel  der  Einsender  weiss,  bis- 
hrBoch  nicht  geschehen*),   ist  der  Gegenstand  dieses  kleinen 

1  Änbaties. 

Werden  anstatt  p  und  g  die  oben  angegebenen  Werthe  eln- 
pietzt,  so  ist  zunächst: 

\V  A3/  ""  4.272. a«  +       27«. a« 

_  108a«6»rf-27ag6ac»-486a»6crf+729a^rf«+106a»c» 

""  4.27^7^«  :" 

U  Ausscheidung  des  gemeinschaftlichen  Factors  27a*  im  Zäh- 
lt vd  nach  gehuriger  Reduction  erhält  man: 

/y  \*      /;>  \  •      27a«cP—  b^c^  +  iac^  +  46»d~  ISabcd 
!      VV   ■*■  W  ■"  4.27. a* 

nr  Zähler  dieses  Bruches  lässt  sich  in 

+  ib*d  +  iabcd  \  /  +ibd(b*  +  ac) 
+  4ac»  +  iabcd  (  _  )  +  4iic(c*+  bd) 
—  b^^  +  abcd  \       ]  -bc{bc--ad) 


+  ma^d^-^abcd  '        •  +27ad(ad-6c) 


Ito  in 


46d(&«+ac)  +  4ac(c«  +  6d)  +  (arf— 6c)  (27arf+6c) 

iwandeln. 

Da  in  diesem  Ausdrucke  die  Symmetrie  namentlich  durch  den 
ktor  27  gestört  ist,  so  wird  man  auf  den  Versuch  geführt»  der 
tmdgleichungy    unbeschadet    ihrer   Allgemeinheit,    eine  andere 


*)  Ich  hitte  die  Abhandlangen  im  ArchiT  Tbl.  XI.  Nr.  XXXIII. 
S4&.  —  Tbl.  XII.  Nr.  XII.  S.  166.  —  Tbl.  XVI.  Kr.  VI.  S.  68. 
Tergleichen.  G* 

WUIUI.  S 
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IV>ni  n  geben ,  wornach  sie  dem  entwickelten  Kubus  eines  B 
Boms  Shniich  wird.    Es  sei  also  die  Gleichung 

gegeben«  so  dass 

a»  b,  Cf  d  'in   «,  3ß,  3y,  d 
fiWrgobt. 

Dann  wird>  naeb  Wegwerfiing  des  gemeinscbaftiichen  Factors  V 

/yV      /pV     g^— 6a/?ya-f4ofy»+4<3»g— 3j3«y« 

(«V--2a/?y«+/5*y*)  +  4(07»  + /?»d-- «|5y^— /5Y) 
"^ 2rS* ^'y 

(I)'  *  (!)•= '"  -»'•-^-^"'"-=35.  (,, 

Dieser  Wertb  ist  völlig  symmetriscb  und  erscbeint  naeb  ei|M 
sebr  ieicbt  verständlicben  Gesetze  gebildet. 

Entwickelt  man  femer 

y      26»-9fl6c+27aM 
J-  2.3>.a5 

so  erglebt  sieb  naeb  einer  leicbten  Zusammenziebung,  so  bald 
gemeinscbaftlicbe  Factor  !27  auch  hier  ausgeschieden  worden: 

g  _a(ad^ßy)^2ß(ay--ß^ 

«■- sr;? ® 

Man  erbttit  demnach  aus  der  gegebenen  vollständi«; 
gen  kubischen  Gleichung: 

«Kr»  +  3/J««  +  3/05 +  d  =  0 

rar 


'1    j     a(«*-|»y)-a|i(ayj8»),4/M-/?y)«~4(«y-p«)(/?d^y«)j   ' 


wo   dt«  obor«  Vori*loh«n   fflr  n  und  da«  untere 
tllt. 

«'s  -?  I«  +  «-J 

11 


••■  - J  -4(«f ••)  M<(M-r)V'3 ; 
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a^=-^  -  i(,i+„)-i£(,i-„)V3. 

In  u  ond  v  ist,  wenn  man  von  der  3  absieht, 

1)  in  a,  ß,  y,  öl    aö-^ßy  der  Unterschied  der  Producta  der 
äussern  und  innern  Coeffieienten ; 

2)  in   -9*  '^'  «s    J^     ^  der  Unterschied  des  Products  der 
Süssem  Coeflicienten  und  des  Quadrats  des  mittlem ; 

wornach  sich  das  Gesetz  der  Bildung  von  u  und  v  sogar  leicbi 
mit  Worten  wiedergeben  lässt. 

Setzt  man  o=l  und  ß  =  0,   so  ergiebt  sich,  was  zur  Probe 
der  Rechnung  dienen  kann,  sofort 

in  Uebereinstimmung  mit  der  cardanischen  Formel. 

Gebraucht  man  bei  der  Berechnung  vollständiger  numerischer 
GleicbuDgen  des  dritten  Grades  die  Aggregationslogarith- 
men, wie  sie  der  Einsender  dieses  in  seinen  ,, Vierstelligen 
Tafeln,  Halle  1844 '*  zur  Erleichtemng  umgestaltet  hat,  so  ist 
die  Anwendung' der  obigen  Formel,  zumal  sich  sowohl  ad—ßy, 
als  auch  ay  —  ß^  zweimal  benutzen  lässt,  im  Allgemeinen  leichter 
und  gieichf&rmiger,  als  wenn  erst  die  Transformation  der  gege- 
benen Gleichung  vorgenommen  wird«  Auch  lässt  sich  dem  Aus- 
drucke noch  leicht  eine  für  die  Rechnung  bequemere  Form  geben 

Hat  die  gegebene  Gleichung  drei  reelle  Wurzeln,  ist  also 

(««  -  iSy)«- 4(ay-/ja)  05«- y»)<  0, 
80  glebt  die  Rechnung,   wenn  whr 

«(«*  -  ßy)  — 2i5  (ay  —  ß^ 


2a» 


=A 


und 


V 


(ad-^ßy)^  ~4(«y  ~^)  (ßö  ^  y^) 


setzen,  wo  A  und  B  reelle  Zahlen  sind: 

u=:y(A  +  iB);  f)z=zV(A^iB). 


2* 
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Sei 

A-\'iB=  Q  (cos  g)  -f  t  fs  9), 

so  ist  anch 

A — iB=Q(co8<p — tfs^)), 

folglich  in  bekannter  Weise 

u=^Q^ {cos l<p-i-ital<p) ;  v=q  (co»l(p  —  irslq)); 

JB 

also,  für  Q  =  yiA^  +  B^),  tg(p  =  j' 

ß         i 
X*  =— -  +  2$^cos;g), 

x"  Q      ^  ^ 

^1//  =  -  ^  -  2^^  (icos  J9>±4 V3.  fs 49); 

oder,  wegen  |=:cqs60o,    iv3=fs60O: 

^l=-f-2/^cos(60OT»' 

Die  Rechnung  bietet  also  auch  für  diesen  Fall  keine  grSss^ 
Ten  Schviierigkeiten ,  als  bei  der  gewöhnlichen  Annahme,  dass  dai 
Eweite  Glied  der  kubischen  Gleichung  fehlt. 

Aus  diesen  Gründen,  und  weil  die  Herleitung  unserer  FormeJ 
lehrreich  ist  und  nicht  viel  Zeit  kostet ^  besonders  wenn  man  auf 
den  Beweggrund  zur  Annahme  der  Form 

> 

aar» + 3/5ar«  +  3ya: + d  =0 

verzichtet,    erscheint    mir    deren    Aufnahme    in    den    Unterricht 
zweckmässig. 

Auch  wird  sie  bei  der  Auflösung  der  biquadratischep 
Gleichungen  von  Nutzen  sein,  wobei  man  bekanntlich  immer  auf 
eine  vollständige  kubische  Gleichung  zurückkommt. 
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IV. 

biitie  zu  meinen  Arbeiten  über  höhere  Gleichungen. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 

Mit  nd  Friratdoc.  der  Mathematik   am  k.  k.  pol^techoUchea 

Jnxtitute    zu    Wien. 


Ml  habe  in  drei  kleinen  Abhandlungen,  die  in  den  Sitzungs- 

der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien 

iwar  im  Februar-  und  October-Uefte  des  Jahrgangs  1851  und 

MSrshefte  des  Jahrgangs  1852  abgedruckt  erschienen,   unter 

iiedenen   Titeln   Zusätze    zu    meinen    Arbeiten    über   höhere 

sboogen  *)  geliefert,  und  erlaube  mir  nun,  einen  Aufsatz  äho- 

Art  hier  zu  veruffentÜchen. 

Der  erste  Theil  desselben  ist  eine  blosse  Umarbeitung;    ich 

mich  nämlich   bemuht,    die   theils  von   mir**),    theils   von 

r.  Ettingshausen  gefundenen  Eigenschaften  der  Haupt-  und 

JDgirten  Curven  ans  Einem  Gesichtspunkte  zu  betrachten,   um 

;h  unsere  gemeinschaftlichen  Arbeiten  zu  einem  Ganzen  zu 

imelzen.     Die   dabei   ange^vandten   IVIethoden   zeichnen  sich 

den  früheren,    von  mir  gebrauchten,    durch   Körze  vortheil- 

aus. 

Der  zweite  Theil  dieser  Arbeit  scheint  mir  von  grosserer 
Icbtigkeit.  Ich  stellte  mir  die  Aufgabe,  die  Asymptoten  der  ho- 
ntaien  Projection  der  genannten  Curven  aufzufinden,  und  sodann 


*)  Siehe:  Allgemeine  Auflotnng^  der  Zahlengleichangen 
ileiner  oder  mehreren  Unbekannten. 

**)  Siehe:  Sitsangtberichte  der  kaiserlichen  Akademie 
pWiaaenschaften  sa  Wien,  im  Julihefte  de«  Jahrg.  1850. 
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die  Gleichinigen  dieser  horizootalen  ProjectioQ  nach  absteigenden 
Potenzen  der  unabhängig  Variablen  zn  entwi^eln.  Ich  benotzte 
hieza  das»  von  mir  schon  so  oft  mit  Vortheil  angewandte  Hor- 
n er' sehe  Verfahren,  das  sich,  wie  ich  bemerkt  habe,  in  sehr 
▼ielen  Fällen  eben  so  znr  soccessiven  Berechnung  der  einzelnen 
Glieder  einer  Reihe  eignet,  wie  es  sich  bekanntlich  zur  socccs- 
siven  Berechnung  der  einzelnen  Ziffern  der  Wurzeln  einer  Zahlen- 
gjeichnng  als  brauchbar  erweist. 

Damit  nun  das  hier  Dargebotene  mogüchst  klar  vnd  verständ- 
lich werde,  muss  ich  mir  erlauben,  den  Weg  anzudeuten ,  wie  ieh 
xn  den  Linien «  von  denen  hier  die  Rede  sein  soll,  und  zu  ihrtat 
Cnelehnngen  gelangt  bin.  Meine  Absicht  war,  die  bekannten,  ans 
dem  Newton' sehen  Princip  ausgehenden  Methoden,  welche  zur 
Berechnung  der  reellen  Wurzeln  huherer  Gleichungen  dienten,  auf 
die  Berechnung  der  imaginären  Wurzeln  zu  fibertragen.  Offenbar 
mnsste  ich  zuerst  die  Grenzen  derselben  bestimmen  und  da  Ter- 
fuhr  ich  so:  Ich  gab  dem  u  in  der  zur  AunSsung  Torgel^toi 
Gleichung 

nicht  blec»  wie  Descartes  reelle  Wertbe  allein,   sondern  aneh 

Imaginäre,  wie  x+yV  — 1,  und  zwar  solche,  weiche,  in  g^n)  stntt 
m  gesetzt,  dasselbe  reell  machen ;  alsdann  betrachtete  ieh  diese  m 
und  y  als  Abscisse  und  Ordinate,   und  das  Resultat  ihrer  Sn^ 

stitntion,  nämlich  g)(x+y  V  — I),  als  dritte  Coordinate  %  einer  Curre» 
deren  Gleichung  man  so  schreiben  konnte: 

a)  «  =  9<«)» 

wo  tf  =:jr-f-yV^l  und  z  reell  ist  So  oft  man  für  zwei,  dea  m 
beigelegte,   ein   und  demselben    Aste   dieser    Cnrre   angehurige 

Wertbe  «i+ftV— 1  und  c^+ft|V^ — l  entgegengesetzt  bezeich- 
nete %  findet,  kann  man  auf  das  Vorhandensein  wenigstens  Einer, 

zwischen  «i+A  V  — 1  und  c^+/?2  V  — 1  Uzenden  Wurzel  schfiessen« 

Die  auf  diese  Weise  aus  der  Gleichung  (1)  herroigehendm 
Gurren  stehen  mit  der  Function  ^(tt)  in  einem  EÜnklange,  der 
durch  die  bisher  übliche  Constructionsweise  nicht  erreicht  ward. 
Ich  (uhre  nur,  um  schnell  ein  Beispiel  zu  haben,  die  höchsten 
und  tiefsten  Punkte  der  durch 

x  =  9>(«) 
repräsentirten  Curven  an,  filr  welche,  wie  ich  gezeigt. 
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seht  miifls.  Die  hnagiaSreti  Wuneln  dieser  Gleichung  (fidls 
mir»  io  9(ti)  sol»stituirt,  eis  reelles  Resultat  liefern)  entsprechen  int 
Allgemeinen ,  gerade  so  wie  die  reellen  Wurzeln  derselben»  h5eb* 
sten  nnd  tiefsten  Punkten;  wird  aber  för  einen  Werth  ven  n  x  ein 
Maximum,  so  wird  för  denselben  Werth  Ton  u  t  aneh  em  Mini 
mnm;  so  ist  z.  B.  wenn  eine*  (reelle)  Zahl  2a  in  zwei  solche  Theüe 
getheilt  werden  soll,  dass  ihr  (reelles)  Produkt  ein  Maximum  oder 
Minimum  werde,  diese  Zahl  in  gleiche  Theile  zu  Iheilen;  das 
Produkt  a*  dieser  Theile  ist  ein  Maximum  im  Vergleich  zu  dten 
reellen  Zahlen  a-f  d  und  a — d;    ein  Minimum  hingegen  im  Ver^ 

gleich  zu  den  imaginären  Zahlen  a+dV — 1,    a — dV  — I,  in  die 
sich  2a  zerlegen  lässt. 

Wir  wollen  jetzt  die»  auf  die  eben  erwähnte  Weise  ans  der 
Gleichung  %=:.q>{vi)  hervorgehenden  Gurven  in  näheren  Betracht 
zidien,  und  der  Einfachheit  unserer  Untersuchungen  wegen  fik 
f)(i()  folgende  Form  voraussetzen; 

q>{u)  =  M«  +  ^1  li»-l  +  A^V^-^  + ....  +  An-^lU+An, 

onter  Ai,  A^  ....  An-is  An  beliebige  Zahlen  verstanden.  Wir  den* 
keo  uns  u  als  Horizontal-!  z  als  Huhencoordinate,  so  nämlich,  dass, 
irenn  wir  von  einem  Punkte  sprechen,  dessen  Coordinaten  u  und 
{sind,  dadurch  ein  Punkt  gemeint  wird,  dessen  Coordinaten  nach 
der  gewöhnlichen  Sprechweise  x,  y^  z  sind. 

Suchen  wir  nun  die  Durchschnitte  der  aus  z=iq>(u)  hervor- 
gehenden  Curven  mit  Horizontal-Ebenen.  Ist  z=zh  die  Gleichung 
einer  solchen,  so  ist  für  den  Durchschnitt  derselben  mit  den  Cur- 
ven q>(u)  =  h,  nnd  hieraus  folgen,  weil  <p(u)  vom  nten  Grade  ist, 
n  Werthe  von  u ;  sind  diese 


«1 


+  AV^,  «a  +  i^aV-l,    «s  +  AV^ 


80  schneidet  die  Ebene  z=A  das  Curvensystem  in  it  Punkten,  die 
folgende  Coordinaten  haben: 


W — «1 

f  a: — 0^ 

;  X — 0% 

»=A 

j  y=ßt 

j  y=Äi 

Z=zh 

'   2=A 

'  zzzh 

und  hieraus  sieht  man,   weil  h  ganz  beliebig  ist,    dass  jede  Ho- 
"zoDtal-Ebene  dieses  Curvensystem  in  n  Punkten  schneidet. 

Betrachten  wir  nun  einen  einzelnen  Curvenzweig  des  Systems 
(Tat  L  Fig.  1.).  Die  Ebene  xy  schneidet  ihn  in  drei  Punkten  a,  ö 
aod  c.    Wird  die  Ebene  xg  aufwärts  gesdioben,  sa  schneidet  sie 
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stets  diesen  Zweig  in  drei  Punkten;  gelangt  die  Ebene  nach  dem 
höchsten  Punkte  m,  so  findet  hier  eine  BerGhrung  statt,  oder, 
was  dasselbe  ist,  ein  Schneiden  in  zwei  unendlich  nahen  Punk- 
ten. Wird  die  Ebene  noch  weiter  hinaufgieriickt ,  so  verschwin- 
den zwei  Durchschnittspunkte  mit  dieser  Curve;  da  aber  jede  Ho- 
rizontal-Ebene in  gleichviel  Punkten  das  System  der  Curven 
schneidet,  so  müssen  statt  der  verloren  gegangenen  zwei  neue 
Durchsi'hnittspunkte  erscheinen,  die  von  einem  Curvenzweige  her- 
rühren, dessen  beide  Aeste  von  m  nach  aufwärts  sich  erstrecken. 
Ganz  eben  solche  Betrachtungen  lassen  sich  vornehmen,  wenn  man 
die  Ebene  nach  abwärts  bewegt;  vom  tiefsten  Punkte  n  tritt  «in 
neuer  Curvenzweig  aus,  dessen  beide  Aeste  nach  abwärts  sich 
senken.  IVlan  konnte  dem  einwenden,  dass  die  neuen  Curven- 
zwei^re  ja  nicht  genuthigt  seien,  gerade  von  tu  und  n  auszugehen; 
es  genügt  ja,  wenn  sie  überhaupt  von  einem  Punkte  ausgehen, 
der  dieselbe  Höhe  hat  als  diese.  Wir  wollen  daher  die  höchsten 
und  tiefsten  Punkte  von  z=g)(fi)  ein  wenig  näher  In  Betracht 
ziehen,  und  bloss  der  Einfachheit  wegen  voraussetzen,  dass  die 
CoeflQcienten  von  9(11)  reelle  Zahlen  sind. 

Schreibt  man  in  z=^ip{u)  statt  u  seinen  Werth  x  -fyV  — -X 
60  erhält  man: 

(1)  x=g^(a:+y\^=ä), 

und  wenn  man  den  Theil  rechts   der  Gleichung  nach  Taylor's 
Reihe  entwickelt: 

oder  geordnet: 

und  wenn  man  berücksichtigt,   dass  x  und  y  so  zu  wählen  sind, 
dass  z  reell  wird,  zerlallt  diese  Gleichung  in  folgende  zwei: 

y  l()p'(a:)  ^|-j<(a:)+....l=0; 

oder,  weil  die  letzte  derselben  als  Produkt  zweier  Factoren  Null 
wird,  wenn  «s  der  eine  oder  der  andere  Factor  wird,  in: 
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it^wCx)  (  i=g)(x)-|-,9'V)+ ...      . 

<^         -n  ^*M  . 

*~  (9'(;r)-||v"(x)+....=0 

und  das  sind  die  aas  2=^(11)  hervorgehendenj  durch  die  Goordi* 
Daten  x^  y,  z  ausgedrückten  Gleichungen  unserer  Curven. 

Den  Gleichungen  (3)  entspricht  die  von  Descartes  betrach- 
tete, die  ich  Hauptcurve  nennen  will;  das  andere 'System  der 
GIcichangen  entspricht  Curven,  die  gegen  die  Ebene  an  symme« 
trisch  gebaut  sind,  diese  will  ich  conjugirte  nennen.  Jene  reel- 
len Werthe  von  x  und  y,  welche  in  (3)  oder  (4)  substituirt,  z=0 

geben,   mächen  dann   offenbar  ^(^r  +  yV^— 1)  zu  Null  und  fuhren 

somit  auf  eine  Wurzel'  x  +^  V  — l  der  Gleichung  (p(u)=0. 

Die  Hauptcurve,  d.  i.  die  Curve  (3),  hat  im  Allgemeinen  höchste 
und  tiefste  Punkte,  deren  Abscissen  der  Gleichung  (p'(x)=iO  ge- 
nügen. Sei  nun  Xi  die  Abscisse  eiiies  solchen  Punktes,  so  hat 
man  als  Coordinaten  desselben: 

Diese  Coordinaten  genügen  aber  auch  den  Gleichungen  (4),  denn 
setzt  man  in  ihnen  statt  x,y,  2  respective  die  Werthe  Xi, 0,  g>(xi) 
und  beachtet  man  zugleich,  dass  9'(^i)=0  ist,  so  erhält  man  die 
Identitäten : 

9(^1)  =  9^(^i>» 
0  =  0; 

woraus  man  sieht,  dkss  die  höchsten  und  tiefsten  Punkte  der 
Hauptcurve,  oder  vielmehr,  dass  jene  Punkte  der  Hauptcurve, 
iteren  Tangente  horizontal  läuft,  Punkte  sind,  die  auch  den  con- 
jugirten  CJurven  angehören. 

Ein  geometrisches  Bild  diene  zur  weiteren  Ver^nschaulichung. 
Sei  ABC  (Taf.  I.  Fig.  2.)  ein  Theil  des  Bildes  de^  Hauptcurve 
einer  Gleichung  nten  Grades.  Eine  horizontal  durch  iHiV  gehende 
Ebene  schneidet  de;n,  in  der  Figur  sichtbar  gemachten  Theil  der 
Hauptcurve  in  4  Punkten;  rückt  diese  Horizontal-Ebene  weiter  nach 
abwärts,  so  schneidet  sie  ebenfalls  diesen  Theil  der  Hauptcurve 
in  4  Punkten,  und  wird  diess  überhaupt  so  lange  thun,  bis  die  Ebene 
so  weit  herabgeruckt  ist,  dass  sie  durch  den  tiefsten  Punkt  ß 
geht,  in  welcher  Lage  zwei  Punkte  unendlich  nahe  zusammenge- 
rückt erscheinen.    Ein  weitleres  Senken  der  Ebene  nach  abwärts 
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macht»  dass  die  llanptciiiTe  bloss  io  2  Punkten  geschnitten  wird ; 
dadurch  gingen  zwei  Schnittpnnicte  rerloren,  wenn  nicht  eben  aas 
dem  tiefsten  Punkte  B  die  conjugirten  Cunren  aus  beiden  Seiten 
der  Ebene  xz  heraustreten  wurden  und  nach  abwärts  sich  senk- 
ten. Ganz  aus  demselben  Grunde  erheben  sich  aus  den  höchsten 
Ponlrten  A  und  C  Cunren ,  die  nach  aufwärts  steigen. 


Wenn  daher  die  Hanptcunre  einen  tiefsten  Punkt  hat,  der 
ober  der  ory- Ebene,  oder  einen  höchsten  Punkt,  der  unter  der 
dry-Elbene  liegt,  so  kann  man  gewiss  wenigstens  auf  Ein  Paar 
conjugirter  imaginärer  Wurzeln  der  Gleichung  9>(tc)=0  schtiessen; 
ich  sage  wenigstens,  denn  die  conjugirte  Corre  konnte  ja  ein- 
oder  mehreremal  in  ihrem  Laufe  aus  einem  Steigen  in  ein  Senken 
oder  aus  einem  Senken  in  ein  Steigen  umkehren  und  da  zu  meh- 
reren Durchschnitten  mit  der  ;ir^- Ebene  Veranlassung  geben. 

Fragen  wir  jetzt  ganz  allgemein  nach  den  Coordinaten  der 
höchsten  und  tiefsten  Punkte  der  aus  z=9(v)  heryorgehenden 
Curven,  deren  Gleichungen  folgende  sind: 

(2)  :  .       ^ 

yl<p'(^)  ~|j9^(^)+f?<p''(x)-....)=0. 

Um  diese  zu  finden,  hat  man  aus  der  letzten  dieser  Glei- 
chungen y  zu  suchen,  hemacb  diesen  Werth  in  die  erste  der 
beiden  Gleichungen  zu  substituiren,  so  dass  z  als  reine  Function 
▼on  X  dasteht,  dann  wird  für  die  höchsten  und  tiefsten  Punkte, 
oder  überhaupt   für  alle  Punkte  der  Curren,    an   die   horizontale 

dz 
Tangenten  gezogen  werden  können,    -j-  =0  sein  müssen. 

Es  ist  sehr  leicht  einzusehen,  dass  die  Gleichungen  (2)  si 
in  folgender  Form  wiedergeben  lassen: 


(5) 


die  f&r 


X 


+3fV — 1=«  und  X — y\f — l=i 


(ibergehen  in: 

(8) 
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Denkt  mao  sich  aus  der  unteren  CHeichueg  y  gefunden,  hernach 
fiess  in  die  obere  Gleichung  substituirt,  dann  differenzirt,  so  er* 
Utaan; 


(?) 

Sin  ist: 


dx' 


dx 


das 


dx 


mij^cd: 


d^ 


gv^a- 


®    £=!ii<p'(«)(i+g\^-i)+y<.)a- 

Um  k  abhängig  von  ~^,   welches  gefunden  wird  durch 
nobtiiB  der  Gleichung 

«Im  gibt: 

9>'(«)  a + i\^=i)-<p' w  (1 -^  v^) = 0 

•4er 


dx 


dx 


da:""9'(i«)+g)'(i?)'^""^* 


[^  bt  daher,    wenn  man  diesen  Werth  in   (8)  substituirt,  nach 
Ifenaehten  Reductionen: 


**t 


Uit 


man 


^her 


dz  _  ^q>'(u)q>'(p) 
cLr~"9)'(i«)+9'(i?)' 


<p'(i«)  =  g>'(^+y\^=i)  =  P+  e\^-l. 


q,'{v)=q>'{x  -y  V*— 1)= P—  Q  V^ 


dt      P^+Q^ 


Ar""       P     ' 
B9dl  wird  «ar  P=0,    Q=0,   also  fllr 

9y'(«)s:0  und  9'(«)8sa 
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Gibt  es  also  eioeo  Piwkt  der  Cmre  :  =  ^af),  fSat  weiden 
^(ic)=0  ist    (es   ist  nämlich   immer  mogticb,    dass  die  ans  der 

Gleichung  9'(tf)  =  0  gefundenen  Werthe,  woTon  oner  «r+^V— 1 
sein  mag,  gar  nicht  zu  einem  Punkte  der  Corre  fuhren«  deren 
Gleichung  i-=ztp{u)  ist,  oder,  mit  anderen  Worten,  es  ist  ml^lieh, 

dass,  wenn  man  in  q){u)  statt  tc  cL-\-ßW  — l  setzt,  ^a+/JV — 1) 
imaginär  werde),  so  wird  man,  um  heurtheilen  zu  können,  ob 
dieser  Punkt  wirklich  ein  höchster  oder  tiefster  ist,  s^ne  beiden 
nächstgelegenen  Punkte  in  der  Curve  betrachten  müssen ;  sind  sie 
beide  huber,  so  ist  er  ein  tiefster,  sind  sie  aber  beide  tiefer,  so 
ist  er  ein  höchster  Punkt 

Sind  also  Xj  y,  z  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Cnnre 
f  =  97(11),  för  welchen  g)'(ii)=0  ist;  femer  x+z/x,  y-^-Jy,  z-i-^t 
die  Coordinaten  eines  in  der  Nähe  desselben  liegenden  Punktes, 
so  geni^en  sie  offenbar  als  Punkte  der  Curve  (5)  folgenden  Glei-' 
chungen : 

==4[9(x +/ix+3^  V^- 1 +/iy  V'^)+9(x+ /ix— y  V^^~z/y  V^^)], 

0=g>(x+/ix+yV^+/i^V— 1)— g)(x+/ix-yV^^~z/yV^); 
die  für 

fibergehen  in: 
(Ö) 


f  z-\-  /1z=\[q>{u-\r  ^u 
L  0=  9 (m  +  /iti)  —  (p(v 


welche,  nach  Taylor 's  Reihe  entwickelt,  sich  so  stellen: 
0  =  [g>{u)  -  ip(v)]  +  [(p\u) ,  /lu  —  (p'iv) .  Jv] 


Berücksichtigt  man  die  Gleichungen  (6),  die  fSr  jeden  Pu0^^"y 
der  Curve  gelten,  von  denen  wir  jetzt  sprechen,  und  die  GE  ^^* 
chungen  9'(m)=0,  g>'(r)=0,  die  für  jene  Punkte  gelten,  _^ 
welche  horizontale  Tangenten  gezogen  werden  können  und 
welche  die  jetzige  Untersuchung  eigentlich  angestellt  wird, 
bat  man  statt  der  zwei  aus  (9)  gezogenen  Gleichungen  folgern 
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ie,  wenn  man  wieder  statt  u,  r,  du  und  Jv  ihre  Werthe  eifi- 
ttrt,  fibergehen  In : 

A=j  jg|[9'"(x+y\^=l)(-rfjr+^yV^=I)» 


Stixt  man  in  denselben  Jx^=coB(p.Mf   Jy^ezn\uq>,  J$,   bo 

A=i  W  (x  +  yV^)  (cos  2^  +  V^  sin  2g)) 

+  9"  (x  ^yST^)  (cos  2^  -  V^  sin  2g>)]  ^*«+..... 

0=l[9"(ar+yV^)(cos29+V^^sin29) 

—  9"  (ar — y  V^)  (cos  2gj  —  V^  sin  2^)]  ^i«+...., 

sich  für  fortwährend  kleiner  werdende  Jx  und  Jy  ohne  Ende 
senden  Gleichungen  nähern: 

=  i  [9"  (a:  +  y  ^==0 )  (cos  29  +  V^  sin  2g)) 

+  g)"(ar— y  V^l)(cos29—  V^sin2g))]&« 

f=:     g)"(a:  +  yV— i)(cos2g>+V^sin2g)) 

I  —  g)"(a:-yV^I^)(cos2g)  — V'IIlsin2g>); 

Mrai 

^  d2=4g)"(ar+yV*^)(cos2g)  +  V-lsin2g))i/i«, 

(10)  ^^"(x+y^r=A)^<p''(x^yV^)   ^-^ 

^^    g>"(^  +  y^^^)  +  g>"(^-»^-l)' 

Aus  der  letzten  Gleichung  erhält  man  fär  €p,  welches  der 
ir  der  Sache  nach  nur  Werthe  Ton  0^  bis  360^  haben  kaua, 
Werthe;    ist  der  kleinste  von  ihnen  a,  so  sind  alle  der  letx- 
Gteichung  genfigenden: 


i 
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«,    «+900,    «+180^,    «  +  270». 

Setzt  man  jetzt  für  g>  in  die  erste  der  Gleichungen  (10)  a  ode 
a-flSO^y  60  erhält  man  ein  mit  einem  bestimmten  Zeichen  begab 
tes  dz;  also  sind  die  beiden,  nächst  x,  y,  z  sich  befindenden 
•faumder  entgegengesetzt  liegenden  Punkte«  deren  Coordinaten 

jp-fcosa.dls,    y-|-sina.cb,    z-^-^z 
«nd 

x+€os(«  +  1800).&,    y  +  sin(a+1800).&,    «+& 
^d^  IQ  gleicher  Zeit  hSher  oder  tiefer,  als  der,  dessen  Coordinatei 

■ 

and.  Setzt  man  femer  für  ^  in  die  erste  der  GleichmigeD  (lfl| 
a-t-90^  oder  «  +  270^,  so  erhält  man  wieder  Ein,  mit  einem  be^ 
stnamt^i,  dem  vorbeigehenden  gerade  entgegengesetzten  Zeidiea 
begabtes  ds;   denn  früher  hatte  man: 

-     &=l(cos2«+V^^8Üi2«)9"(x+5V^=I)uW«,  .' 

md  jetzt  ist:  I 

&=i[cos(2«r+180«>)+ V^^sin  (2«+18(K0]q>"(x+y  V^).&» 

i 

War  der  Ponkt,  dessen  beide  Nachbar^i  die  Horizontal-CoordiDatea 

x-|-coscr.ib,    y-\-WiVLa.ds 
mnd 

x+eosia+lSV^.ds,   y+sm(a+l80^,ds 

hatt«i,  ein  höchster  oder  tiefster,  so  ist  derselbe  Pnnkt,  dessen 
beide  micbstget^^enen  die  Horizontal -Coordinaten 

jr4-cos(«+9V»).ib,  g-t^mla+W^.eb 
md 

haben»  respective  ein  tiefeter  oder  h(kbster. 

Hat  man  alim  die  l^axima-  und  Minima* Werdie  mi«  Fncfion 
is=:9(ir)  au  b^«llimmen|  an  bilde  man  die  Cileicbiing  9'(ai)=4) 
sndie  ihre  Wnraeln.    iSeltNi  die  reellen 

tH»    ^»    ^1    •4»»»»» 
mid  dBe  tma()nllftn 

oi+ftV^,  ii+ÄV-i»  i^^iiiV'-a,  H+^v'^-. 


Ik»  life  anB  «dl  iF"(a)«  «ihslitwTO  n  dcnMÜM: 


I)  Ce  Wcffibe  tcb  %,  a^,  •,,  ««»•••*  «nd  «»twraclie  Jm 
läAm  des  RccolUtiL  Je  aadideiii  dieses  positiT  oder  aefn^tir 
■t,  kü  Jk  Banptcwre  tielste  «der  buckste,  hiDfeefteo  die  dMielbt 
mfaecht  «telMde  eonjogirte  Carve  respecthre  buckste  oder 
fiAtePtokte; 


i)  jene  toh  den  imaginireB  Werthea  a-f /SV  —  1»  wek^be,  in 
f=:f(«)  sUtt  V  sabstitniit»  s  reell  mmckee«  An  diesen  Punktei^ 
ifkhee  die  Coerdinaten 

nboMB»  findet  muck  ein  Uarckschneiden  iweler  Cunrenivreige 
n&ei  ifcbtem  Winkel  statt;  einer  von  ibnen  bat  daselbst  sein 
I,  der  andere  sein  MiDlmum. 


1  Wmi  daber,  am  nnsere  letxt  gezeichnete  Fignr  belsubebal* 
I  ki,  foeenjugirte  Carvenzweig,  der  sich  daselbst  ahwfirts  senkte» 
'  n  irgendwo  wieder  erhebt  und  dadurch  zu  einem  tiefttten  Punkte 
\  khgs  gibt»   so  würde  gleich  von  da  sich  eine  andere  Curve,  die 

väve  senkrecht  durchschneidend»  nach  abwärts  senken »  um  einen 

iidkteD  Punkt  berbeizuftihreD. 

Die  hier  gemachten  Schlässe  sind  unstatthaft»    wenn 

9"(;c+y  V^)=0,  also  auch  ip"(x'^y^^)z=0 
k]iHsak  gehen  die  beiden  aus  (9)  entwickelten  Gleichungen  (iber  In: 

iti 


k = j  I  jj  [( J:c+z/y  V^)»  v/'(x  +  y  V^) 


+  (z/dT-^y  V"-l)»<(«-yV"-I) J  +  ....| , 

llbmi,  auf  dieselbe  Weise,  wie  die  frfiliereD,   ihnen  analo- 
i>  behandelt,  zu: 
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Aus  der  letzten  Gleichon^  erhalt  man  för  ^  folgende  seelis 
(zD  drei  sich  iwter  gleichen  Winkeln  schneidenden  Geraden. fuh- 
rende) Werthe: 

ff,    ff+60«>,    a+l20ö,    «+180«,    ff+240<>,    a  +  300». 

Setzt  man  für  q>  in  die  erste  der  Gleichungen  (11)  die  beiden,  ib 
Beziehung  auf  den  Punkt  M  einander  gegenüberstehenden  Punkte 
der  Cunre,  entsprechenden  Wertbe  a  und  «  +  180^,  oder  «  +  60® 
und  «  +  240®,  oder  «  +  120®  und  «  +  300«,  so  erhalt  man  in  jedem 
Falle  dz  einmal  positiv  und  ein  andermal  negativ,  also  hat  keine 
der  drei,  sich  im  Punkte  x»  y^  z  unter  gleichen  Winkeln  schnei- 
denden Carren  daselbst  einen  höchsten  oder  tiefsten  Punkt,  son- 
dern alle  drei  haben  daselbst  einen  Wendepunkt. 

Die  hier  gemachten  Schlüsse  sind  wieder  unstatthaft,  wena 

qr(x^y\r^)=0,  also  auch  <p*(:r— yV^=l)  =  0 

ist.  Durch  eine  ähnliche,  wie  die  eben  gemachte  Analyse  über-' 
zeugt  man  sich  in  diesem  Falle  von  dem  Vorhandensein  von  vier^ 
unter  gleichen  Winkeln  sich  schneidenden  Curvenzweigen ,  wovon 
zwei  in  j:,  y,  z  ihren  höchsten  und  die  zwei  andern,  in  ihrer  Ho- 
rizontalprojection  zwischen  ihnen  liegenden,  ihren  tiefsten  Punkt 
haben. 

Und  endlich  ganz  allgemein :   Bestehen  für  i^end  einen  Punkt 
X,  y,  2  unserer  zu  untersuchenden  Curven  die  Gleichungen: 

(p'  Cr  +  y  V"^)=9'  (:r-y  V^=1)=0, 
<p"(^  +  3^V^l)=g>"(^-yV^:^l)  =  0, 


g,ti»-i)(;r+yV^-1)=g>(«-i)(x-yV^==l)=0; 

80  findet  eine  Vereinigung  von  m  Curvenzweigen  unter  gleichen 
Winkeln  statt,  die,  falls  m  gerade  ist,  da  zumTheil  ihre  höchsten, 
zum  Theil  ihre  tiefsten  Punkte,  £älls  aber  tn  ungerade  ist,  da  lau- 
ter Wendepunkte  haben. 

Wir  gehen  jetzt  weiter  zur  Bestimmung  der   Asymptotenf  an 
die  horizontale  Projection  dieser  Curven,  deren  Gleichung 

ist.    Sei 

3f=:cMr+6 
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*  jkt 


die   Crl^lrang  einer    Asymptote,    so   miiss  sich    die  dargelegte 
GleiebuDg  auf  die  Form 

gebracht  denken  lassen.    Ans  ihr  ergeben  sich  die  Gleicbungeo: 

lim2.=i,, 

X 

\\VEk{y — ax)  =  ö, 

lim  (a:;y  —  aa;*  —  6a:)  =:  a , 


wo  das  Zeichen  limes  sich  auf  fort  und  fort  wachsende  1/Verthe 
▼on  X  bezieht    Um  a  zu  bestimmen»  braucht  man  in  der  Gleichung 

*  y 

der  Curven  nur  ^=a,   d.  h.  jr=cijr,   zu  setzen,  und  die  Grenze 

sc 

SU  suchen,  gegen  welche  a  beim  uoendlicben  Wachsen  von  x 
cooTergirt  Hat  man  a  gefunden,  so  ergibt  sich  6,  wenn  man  in 
der  Gleichung  der  Curve 

y  =  ax+b 

setzt  und  die  Grenze  sucht,  gegen  welche  6  för  beständig  waiA- 
sende  x  sich  nähert  Jedem  System  reeller  Werthe  von  a  und  6 
entspricht  alsdann  eine  Asymptote.  Setzt  man  daher  in  der  vor- 
gelegten Gleichung,  die  sich  auch  so  schreiben  lässt: 

fß'=,ax9    so  erhält  man: 

q>{X'\^axy/ — l)=9(a: — axW — 1), 
und  wenn 

ist  (wo  sämmtliche  CoefBcieoten  A  reell  sind): 
(j:+aarV^)H^,(a:+aar%^=T)«-H...+^i.-i(ar+aarV^)+^^ 


(j>-HrxV'--l)«+yli(a:— cur  V^=^)"~i +....+ ^,_i(ar— aar  V^ 
Dividirt  man  beiderseits  durch  ar",  so  ist: 

(1  +  a^T'^Ä)'  +  ^(1  +  aV-i)»-H....-[-  ^f  (1  +  «\^^)= 

(l_aV-T)-+^(l-aV^:^)-i+....+^a-aV^). 
Thdl  XYII.  s 


34  Sfiiiz^er;  ^iisät%e  %u  meinen  Arbeiten  üöer  höhere  Gleichungen, 

lind  die^  Gl^ichiing  nähert  sich  für  wachsende  x  ohne  Ende  da 
Gleichung  *       ' 

(1  +  aST^Y  =  (l  -  a  V^)», 

welcher,    weil  sie  vom  nten  Grade  ist,    n  Werthe  genügen,   un 
diese  sind: 

1800  ^   ^  180«  ^   ,      ,,  180« 

«=0«    a  =  tg-^,  a  =  tg2.  -^,....^=:tg(n-l).-^  ; 

denn,  setzt  man  in  ihr 

180« 

o  =  te  m  .  -^ — 
"  n 

so  erhält  tnan  dre  identische  Gleichung: 


' .   ^ 


{l+tg«..-^.'S^:=l)»=:(l-tsm.^.\^-l)-,        *. 

weil  hieraus 

180«  .  .r—^  .        180«,        ,  180«     ^r—:.  ,      1^\ 

(cos?ff  •— ^ \-  V  -—1  sinm. )«  =  (coswi. V  — Isinm. ) 

^  n  n  ^  71  n 

oder  endlich 

cosm.  1809+ V^sini».180«  =  casw.  180«—  V  — 1  sin  m .  180^r  * 
hervorgeht.  ., 

Setzt  man  jetzt  in  der  Gleichung- 

<p(x  +  y  V— 1)  =  (p(a:  ^ySTZIl) 
yz=zax  -{-by    so  erhält  man: 

oder  entwickelt: 
q>{x^-axyr^)'{-b'^f^\(p'{x^-axV'^)-^^^^^ 

:__  Iß  

fpix-uxW- 1)— 6V-l.g>'(^— oorV^-l)— 2j9"(a:— aa*  V— 1)+.... 
und  da  ^ 

9  (m)=m«  +  .4,M«-*  {^A^ni^'-^-k-. ...-{■  An, 
q>'  (ii)=WMn-i  +  Ai  (//  -  1)  M«-2  +  i^aCn— 2)  ««-»^  .... , 
9''(t«)=M(w-I)M«-*H^i(w  -  l)(w-2)M«-H^2(«-2)(n-3)ii«~*+... 

u.    s*    w. 
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ift,  80  Ferwandelt  sich  obige  Gleichung  in: 

+  M2— 6(n-lMi  V^  —  ^n(n-l)]  (x  ~  na:  V"^)«-H.... 

Ron  ist  a  so  gevrählt  worden,  dass 

(or  +  aar  V^^)«  =  (a:—  aa:  V~^)» 

«t;naD  kann  daher  beiderseits  das  erste  Glied  weglassen;    divi- 
'    tanan  dann  noch  durch  a:**—^,  so  erhält  man: 

+i[^  +  ^C«  -  IM,  V-l-|-«(n  -  I)](l  +  «^-1)—*+....= 


•  l^^inV— 1)  (1  -  a\^-l)«-i 

+j[^-*(n-l)4V=I~^«(ii-l)](l-a\^^)-^+.,- 

diess  nähert  sich  für  ohne  Ende  wachsende  Werthe  von  x 
ktond  fort  der  Gleichung: 

(4  \bn>r^)  (l + a  V^T)"-! = (A^-^tmyT-i)  (1— a  V^)«-» 

*fer,  wenn  man  beiderseits  mit  (1+aV  — 1)(1 — aV — 1)  malHpll» 
jtirtiind  dabei  berücksichtigt«  dass 


(1  +  aV^— !)•=(! —a  V^)* 
ivt: 

.    (Ji+6nV^)(l-aV^)=(4-*n\ni)(l+aV^), 
voraus  folgt: 


ke  Gleichung  dei#Asymptoten  ist  daher: 


•         1800.^,           I8O0 
^=:a?tsiit. 1 tglfl« > 


3' 
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wo  ifi  die  Werthm 

Vy  Xy  Af  Vy      ....      M"  ■       J 

hat.     Alle  jt   Asymptoten  i<iehneideii    sich    dnker   in   deai   eineB 
Pimkte,    dessen  Coordinaten 

x=-^. ,=0 
sind.    Ist  n  gerade,  so  geht  die  Gleichnng  jener  Asymptote,    für 


d&e  m  =  c^  ist,  nämlich 


Idber  in 


»=(*+^)tg90». 


n 


Da  die  allgemeiBe  CHeichnng  der  Asymptoten 

ISOP     Ai^      18»» 

5  =  xtgm.  — +  -tgm.— 

ist,  so  iSsst  sich  die  Gleichnnfr 

in  Reihen  verwandeln  Ton  der  Form 

■nd  diese  sind  för  grosse  Werthe  ron  x  gewiss  convergent  Man 
konnte  nun  die  Zahlen  a,  j?,  y,— •  genau  so  finden«  wie  wir  a 
nnd  ö  gefonden  haben,  allein  beqnemer  scheint  es  zo  sein,  den 
Weg  einzuschlagen,  den  wir  gegangen  sind  bei  der  B^echnang 
der  Wurzeln  der  Gleichungen ;  die  einzelnen  Ziffern  derselben  sind 
äquivalent  den  einzelnen  Gliedern  dieser  Reihe,  und  so  wie  bei 
der  .Auflösung  der  Gleichungen  die  successive  Berechnung  der 
einzelnen  Ziffern  vor  sich  gebt,  genau  so  geht  hier  die  succcssive 
Berechnung  der  einzelnen  Glieder  der  Reihe  vor  sich. 

Zum  bessern  Verständniss  diene  folgendes  Beispiel: 

9(m)=U*+9ii«— jBii+5.      ^ 
Die  Gleichung 

9(a:+yV^^)— ^o:— yV— 1)=0 
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^ht  10  diesem  Falle  über  in: 

(1)  y(2ar»  +  9jr  — 3— 2a;y«)  =  0. 

(KeGleiehaog  der  A83rmptoteD  ist,  da  man  il|:=0,  fi^4  hat: 

nd  da  m  die  Werthe  0,  1,  2,  3  annimmt: 

y=0,    y=ar,    a:=0,    y  =  — a:. 

Ue  erste  Gleichung  y=0  leistet  der  Gleichung  (1)  identisch 
GeDof^e,  es  sind  daher  die  mit  a,  /?,  j'»—*  bezeichneten  Grössen 
B  diesem  Falle  sämmtlich  gleich  Null.  Die  zweite  Gleichung 
pz  entspricht  einer  Curve,  deren  Gleichung 

v^yiod  die  sich  vollständig  aus  (1)  berechnen  lässt,  da  aus  der- 
Nftea  folgt: 


1 


od  sich  hier  auf  gewöhnliche  Art  leicht  die  Wurzel  ziehen  iSsst ; 
ioD  wir  schlagen  doch  den  vorhin  angedeuteten  Weg  ein,  weil 
ID  jedem  Falle  passt,  wie  hoch  auch  immer  der  Grad  der  Glei- 
(1)  ist    Ordnet  man  daher  die  Gleichung 


(2)  2ar»+9ar— 3— 2a:y«=0 

M  fallenden  Potenzen  von  y^  und  bildet  dann  mittelst  des  Hor- 
pt' sehen  Verfahrens  eine  neue  Gleichung,  deren  Wurzeln  um  x 
mer  sind,  als  die  Wurzeln  y  der  Gleichung  (2),  so  hat  man 
^  vorgehend : 

—2a:  0  2a:»  +  9ar-3 

—Ar  —2a:«  9ar— 3* 

—2a:  —4a:«* 

'^  Gleichung  ^ 

%  — 2a:.iy«  — 4a:*:y  +  öa:  — 3  =  0. 

dche  die  Auflösung  hat: 

^     ß     y 
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Vernachlässigt  man  jetzt  in  (3)   für  einen  Augenblick  die 
(ond  höheren)  Potenzen  von  y,   so  geht  sie  über  in: 

-4a:V  +  9a:— 3  =  0, 

woraus 

^^ 3_ 

folgt;    es  ist  somit 

9 

Bildet  man  nun  wieder  eine  neue  Gleichung,    deren  Wurzeln  om 

0 

j-  kleiner  sind,  als  die  Wurzein  y  von  (3),  so  bat  man  nacb  der- 
selben Vorgangsweise: 

-2a:  —4ar«  9a:— 3 

9  81 

—2a:  -4a:*— 9* 

Die  Gleichung 

81 
(4)  -2a;iy*-(4a:*+9)^-3-g^  =  0 

bat  daher  die  Auflösung 

ß        Y 

Vernacblfissigt  man  in  (4)  für  einen  Augenblick  das  Glied  mit  y^, 
so  erhält  man  genähert  : 

81 

-(4a:a  +  9)y-3-g^=0. 

woraus 

»    __Jj£_ 3^ 

hervorgeht.    Es  ist  daher  ß  =  —  j,  und  man  bat  weiter: 

"*•  81 

—2a:  -4a:« -9  —3—^ 

ox 

o  .  ^     n  .  3  81   .27       9   ^ 

-2*  -4^«-9+2-  -8i  +  4-i->-8J> 

-2a:  —ix» -9+-* 

'  X 
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Durch  Division    des  letzten   Gliedes  durch   das    vorletzte  erhält 
81         .      .  ,  81  , 

Die  Gleichung  (2),  der  einß  Asymptote  ^  =  j?  entspricht,  lässt 
sich  daher  in  folgender  Form  stellen: 

md  da  aus  (2)  fUr  y  zwei  gleich  grosse ,  einander  entgegengesetzte 
Werthe  folgen ,  so  ist  die  Gleichung  der  Curve,  deren  Asymp- 
tote jf= —  X  ist: 


9 


81 


Dei  Asymptote  a:=0  entspricht  eine  Curve,  deren  Gleichung 
m  der  Form  is^: 

Um  A»  Bi   C,....    zu  bestimmen,    hat   man  die   Gleichung 
y+9j:  — 3 — 2a:^*=0  statt  nach  y  nach  x  zu  ordnen,  man  er- 

ttda: 


;  P) 


2ar«  +  :r(9— 2^«)— 3=0. 


Oa  fär  sehr   grosse  y  o:  sehr   klein  ist ,    kann  man   statt  dieser 
CieichoDg  nahezu  setzen: 


i\L 


.r<9~2^«)— 3=0, 


3^ A. 


«ist  somit   -4  =  — K- 

Nach  der  frühern  Weise  vorgehend,    bat  man: 


2 

2 
2 


0 
3 

? 
6- 

9  . 


27 


z«r  Wutn^»    ^^iisivetht'  nwff  thuk  meder-  näfaenmE^Bwe«»,  die 

60^  ist  dalier  A:? — ^;  maea  ßiMletdanr  watvaeof  ^( 
^  n.  9;  ^.     Bj»  fbigtr  sonilr  ans  (2^ : 


%*   V^   %* 

Jltm  du»  MIen  reifen  wrr,  dss»  die:  6les€liiiii^  (I)  vnsr  LinieB 
{fftfWHBttrf,  dwen  (Sleiciliiiif^BV  sind: 


3^ 27      343 

^^=^    %^     ^     %*"*^ 

CStfns  dbetwo  lä«it  ach  allgemein  (Me  GRescsinmg 

<jr(ar-f  jV^  =<F(^— 2F*"^ 

ww  jadEsir  qii(ar) ,  mit  Aaimabme  de»  ssckan  varfiin  qnf  ahnten  Falbn^ 

ß 


*^^^  +  i+^  +  i+- 
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Werden  diese  Werthe  in 

substitairt,    was  sich  wieder  leicht  durch  Anwendung  desselben 
Verfahrens  successive  bewerkstelligen  lässt,  so  erhält  man: 

wo  jedes  H){x)  (wenn  n  gerade  ist,    mit  Ausnahme  eines  einzigen 
Falles)  die  Form  annimmt: 

la&bnn  daher  im  Allgemeinen  statt  der    aus  z  =  9(tt)  hervor- 
I  t^den  Gleichungen  folgende  Systeme  von  Gleichungen  schreiben : 


I  3=  g)i  ix)        Sy= 9>2(^)        f  y =98(-^)  f  y  =  ^n{x) 


■d  (fiese  entsprechenden  n,  ays  z=9(t{)  hervorgehenden  Curven. 

Ganz  auf  dieselbe  Weise,  nur  bei  weitem  einfacher,  iSsst 
Maas  der  Gleichung: 

9'(^)-|5<(a:)  +|J«p^(a:)-....  =  0 
yioForm  von  Reihen  der  Gestalt: 

;  y*=^«^*+^i^+^o+^  +  ^+^  +  .  • 

üeiteo. 

Es  ist  klar,  dass  man  diese  £ntwickelungsweise  einer  Func- 
im  in  Reihen  sehr  verallgemeinern  kann;  wir  erlauben  uns  viel- 
Iricht  ein  andermal  darauf  zurückzukommen.  Zum  Schlüsse  machen 
lir  nur  noch  eine  Bemerkung  über  die  Curven,  die  aus  der  Gleichung 

9(z,  ie):=0 

Knrorgeben,  wenn  man  auch  hier,   analog  der  frühem  Vorgangs- 

veise,  tf=a:  +  yV — 1  setzt  und  t  als  reell  ansieht.  Da,  wo  bei 
Inn  gewohnlichen  Constructionsverfahren  ein  singulärer  Punkt 
iftreten  würde,  erscheint  hier  im  Allgemeinen  derselbe  Punkt 
leichsam  als  Durchschnitt  einer  conjugirten  Curve  mit  der  xi- 
iene;  so  Ist  z.  B.  nach  der  gewöhnlichen  Constructionsweise, 
vnn  tf  und  %  die  Abscisse  und  Ordinate  bezeichnen, 

z*=tt«(u«— l) 
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£e  GMAmm^  ttmer  €«rre,  tmd  «=0.  :=0  iimä  £e  C 
eines  ACTlifif  Pvmktes  deoAemi   waA  nuere»  T 
liegen  zcffaBi  «ie  ia: 


mmd  aas  Aescs  gekcii  hcrror  M^cmde  ^rei  Systeme  roo  C3cicfcMgca: 

r  *  =  •  i 9  =  0 


(3)     ■ 


4  :*=.r»— *= 


ans  der  Gleichnss  (Iji  herrotsebcade  C«rre  ficgt  n  der 
Ebese  jfx  mmd  schneidet  fie  Ebcae  ^=  n  den  Plakle,  dcMcm 
Coordiaateo  xi=0,  jf^O«  x=0  sind;  die  aas  (2)  hcrTOffgeheadle 
Cvrre,  £e  mit  der  aof  sewwhnliclic  Weise  coastrairteB  idcn* 
üsck  ist,  liegt  io  der  jrz-Ebeae,  ihrer  GleicfcMg  leiste»  die  C»- 
ordinaten  desselben  Punktes  Genaue:  i  iiillii  h  fitit  dm  "^j  wiii  (1) 
aof  nacbfolgende  Gleichongen : 


{ 


denen  Cor  gar  keine  reellen  Coenfinaten  x ,  5.  :  eBtB|iroc^ea  wkd. 
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V. 

Zur   Theorie   der   imaginären  Grossen. 

Von 

Herrn  Dr.  H.  Burhenncj 

Lthnr  der  Mathematik  an  der  höheren  Gewerbschule  in  Caasel. 


^     b  ist  bekannt,    dass    man  schon  seit  längerer  Zeit  versacbt 
hl,  aoch  den  imaginären  Grössen  eine  reelle   und  anschauliche 

UeotoDg  zu  geben,  indem  man  V^— 1  auf  die  seitliche  (d.  i.  zur 
)Niä?en  und  negativen  senkrechte)  Richtung  bezog.  In  der 
leieren  Zeit  ist  diese  Construction  des  Imaginären  in  mehreren 
Werken  ausführlich  entwickelt,  so  dass  sich  bereits  eine  beson- 
ne Literatur  über  diesen  Gegenstand  gebildet  bat 

h  den  bis  jetzt  darüber  erschienenen  Schriften  ist  nicht  ge- 
sägt, dass  die  geometrische  Auslegung  des  Imaginären  etwas 
Rcoes  oder  einen  wesentlichen  Nutzen  bei  der  Behandlung  von 
Aufgaben  zu  leisten  im  Stande  ist.  Daraus  würde,  wenn  auch 
lieht  auf  die  Schwäche,  doch  auf  die  Unfruchtbarkeit  der  neuen 
Aeorie  zu  scbliessen  sein.  —  Es  ist  nun  auffallend,  dass  in  den 
^thematischen  Werken  nirgends  der  einzige  Fall  zur  Sprache 
|ibrdcht  ist,  wo  die  Interpretation  des  Imaginären  wirklich  zu 
etwas  Neuem,  nämlich  zu  einer  wichtigen  physikalischen  Ent< 
teckoDg  geführt  hat.  Fresnel,  welchem  die  Undulationstheorie 
i(  grosse  Fortschritte  verdankt,  suchte  seine  1821  bekannt  ge- 
übten Formeln  für  die  Polarisation  des  Lichtes  durch  Reflexion, 
^  den  folgenden  Jahren  auch  auf  diejenigen  Fälle,  besonders  bei 
in  Reflexionen  des  Lichtes  im  Innern  der  Körper  anzuwenden, 
»0  diese  Formeln  imaginär  werden.  Dies  beurtheilte  Fresnel 
iif  folgende  Weise:  „In  verschiedenen  geometrischen  Fällen 
itigt  das  Vorkommen  einer  imaginären  Grösse  eine  Veränderung 

*Mi  90  Graden  in  der  Lage  der  Linie  an,  deren  Länge  mit  V^— 1 


i 
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Miii6pßcirt  ist,  weshalb  es  wahrseliehiiich  ist,  dass  aneb  hier  die 


MoltipfieatioD  mit  V  — 1  anzeigt,  dass  die  Phase  der  Tibratioii 
um  90  Grade  Terändert  wird.^  Nämlich  in  dem  Falle,  wo  man 
f&r  die  Tibratioos- Intensität  des  reflectirten  Lichtes  den  imaginä- 
ren Aosdmcfc  a+^V  — 1  erhält,  wird  angenommen,  dass  dieselbe 
▼oo  zwei  Wellensystemen  herrührt,  die  sich  im  Gange  nm  eine 
Viertel 'ündolation  unterscheiden  ond  die  Vibrations- Intensitäten 
a  und  b  besitzen.  Dnrcfa  diese  Auslegung  des  Imaginären  wurde 
Fresnel  in  den  8tand  gesetzt,  die  Erscheinungen  der  sogenannten 
eireoiaren  Polarisation  des  Lichtes  Toranszusagen ,  und  seine  Erwar- 
tungen sind  sodann  durch  Experimente  ToUkommen  bestät^  worden. 

Dessenungeachtet  hat  nach  mein«' Ansicht  die  erwähnte  Con- 
stmetion  der  imaginären  Grossen  keine  wesentliche  Bedeutung 
ond  steht  nicht  auf  gleicher  Stufe  mit  der  bekannten  geometrischen 
Deutung  der  negativen  Grossen ,  welche  Behauptung  ich  durch  die 
folgenden  Bemerkungen  zu  unterstützen  suche. 

Man  construirt  x-\-y\f — 1  durch  den  Kadiusrector,  dessen 
Endpunkt  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y  hat.    Mit  andern 

Worten:  Es  wird  x  +  y  V — 1  auf  die  Form  ^.e^V^  gebracht 
und  durch  den  Modulus  q  unter  dem  Winkel  tp  (in  Bezug  auf  die 
positire  Richtung)  dargestellt  Aber  eben  darin,  dass  man  dabei 
X  und  jr  als  rechtwinklige  Coordinaten  betrachtet,  liegt  etwas 
Willkuhrliches.  Man  konnte  auch  eine  andere  Function  zweier 
reellen  Grossen  x  und  y  wählen.  Will  man  die  neue  Theorie 
darauf  stutzen,  dass  in  einem  Kreise  der  Radius  die  mittlere 
Proportionale  zwischen  dem  -{-r  und  —  r  des  senkrechten  Durch- 
messers ist,  so  dehnt  man,  was  auch  schon  Andere  gerügt  haben, 
einen  Satz,  der  für  absolute  Linienlängen  siit  and  bewiesen  wird, 
ohne  Berechtigung  auf  Linien  aus,  deren  [lu-htungen  durch  Vor- 
zeichen unterschieden  werden. 

Dass  die  positiven  und  negatiren  Zahlen  des  Calculs  eine 
reelle  Bedeutung  an  den  nach  gerad  entgegengesetzten  Riebtungen 
constmirten  Grossen  gefunden  haben,  ist  offenbar  darin  begründet, 
dass  der  Gegensatz  zwischen  den  beiden  Richtungen  derselben 
Linie  dem  Gegensatze  zwischen  Addition  und  Subtraction  der 
Zahlen  entsprechend  ist  Aber  es  zeigt  sich  bei  den  Rechnungs- 
operationen kein  Gegensatz,  der  einer  seitlichen  (oder  senkrechten) 
Richtung  analog  wäre.  Auch  würde  eine  solche  Beziehung  sogleich 
etwas  Unbestimmtes  enthalten.  Nämlich  es  gebort  zwar  zu 
jeder  Richtung  eine  einzige  bestimmte,  die  ihr  gerad  entgegen* 
gesetzt  ist,  aber  zu  jeder  Richtung  gehören  unzählige  senkrechte 
Richtungen,  eine  Ebene  voll. 


I 


I 
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Die  reelle  Auslegung  des  Imaginären  ist  unvertrfiglieh  mit 
einer  andern^  bei  alleu  Mathematikern  üblichen  Darstelinngswelse. 
Z.  B.  Man  betrachtet  bekanntlich  die  Hyperbel  als  eine  Ellipse, 
deren  zweite  Axe  imagin«Hr  igrt;  aber  dies  hat  mit  jener  Construction 
gar  nichts  zu  schaffen  und  iässt  sich  nur  im  analytischen  Sinne 
deuten«  Bei  der  Hyperbel  ist  die  Richtung  der  Queraze  reell, 
aber  ihre  Länge  ist  imaginär.  Ueberhaupt  sind  bei  der  Hyperbel 
die  Richtungen  zweier  conjugirten  Durchmesser  reell,  aber  die 
Länge  des  einen  ist  imaginär.  Wie  stimmt  dies  mit  jener  Theorie? 
Wie  konnte  man  die  imaginären  Grössen^  weiche  in  der  allgemeinen 
Theorie  der  Kegelschnitte  vorkommen,  auf  eine  einfache  Weise 
doreh  Construction  interpretiren  ? 

Bei  der  Construction  des  Imagin«äreu  giebt  man  der  Zahlenreihe 
gleicbsam  eine  zweite  Dimension.  Aber  der  Begriff  der  Zahl 
bedarf  nicht  des  Raumes,  sondern  gründet  sich  auf  die  Vorstellung 
der  Zeit.  Nämlich  durch  die  Wiederholung  der  Eins  ergiebt  sich 
die  natürliche  Zahl ,  und  Wiederholung  geschieht  in  der  Zeit.  Die 
Zmt  hat  nur  Eine  Dimension  (mit  zwei  einander  entgegengesetzten 
Riehtimgen) ,   ebenso  die  Zahlenreihe. 

Wendet  man  jene  Construction  auf  eine  Wnrzelgrosse  des 
A^en  Grades  an,  so  erscheinen  die  n  verschiedenen  Werthe  der 
Wurzel  als  dieselben  Längen,  nur  in  verschiedenen  Richtungen. 
Dies  ist  ein  bequemes  Bild,  welches  die  Auffassung  der  betreffenden 
Formeln  erleichtert  Aber  es  bietet  sich  kein  solch  einfaches 
Bild  dar  för  die  unzähligen  Werthe  eines  Logarithmus.  Davon 
liegt  der  Grund  natürlich  darin,  dass  bei  der  nten  Wurzel  aus 
einer  Grosse  alle  n  Werthe  denselben  Modulus  haben,  was  bei 
den  unzähligen  Werthen  eines  Logarithmus  nicht  der  Fall  ist. 

Bekanntlich  zeigen  in  der  Analysis  die  Formeln  fär  die 
Kreisfunctionen ,  welche  aus  der  Entwicklung  von  e^V-^  hervor- 
gehen, eine  durchgreifende  Analogie  mit  den  Formeln  f3r  die 
hyperbolischen  Functionen,  welche  aus  der  Entwickeiung  von  e* 
hervorgehen.  Dagegen  bei  der  Construction  der  imaginären  Gros- 
sen zeigt  sich  dies  nicht  mehr,  indem  e^^—^  die  Einheit  unter 
dem  Winkel  x  bedeutet,  während  in  e*  der  Exponent  mit  der 
Richtung  gar  nichts  zu  schaffen  hat. 

Wollte  man  die  gebräuchliche  Construction  einer  Gleichung 
mit  zwei  Variabein  mittelst  einer  Curve,  und  jene  graphische  Dar* 
Stellung  des  Im^inären  nebeneinander  anwenden,  so  würde 
nothwendig  Verwirrung  entstehen. 

Wenn   die  Construction    des   Imi^nSren   in  manchen  Fälleo 
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gefechtfertfgt  erscheint,  so  ist  dies  mehr  zufällig  und^ durch 
besondere  Umstände  des  Problems  bedingt,  so  dass  sich  keine 
allgemeine  Regel  daraus  machen  lässt. 

Z.  B.  Für  eine  Ellipse  seien  a  und  b  die  Halbaxen  und  c  die 
Excentricität.  Jenachdem  nun  a>  6  oder  a  <6,  hat  man  die  Glei- 
chung c^^za^^b^  oder  c^z=zb^—a^\  im  ersten  Falle  ist  c  ai|f 
der  Halbaxe  a,  und  im  zweiten  Falle  auf  der  dazu  senkrechten 
Halbaxe  b  abzutragen ;  im  ersten  Falle'  ist  das  c  in  der  zweiten 
Gleichung  9  im  zweiten  Falle  das  c  in  der  ersten  Gleichung  ima- 
ginär. Hier  besteht  der  Cebergang  von  der  einen  Gleichung  zur 
andern  in  einer  Drehung  um  einen  Quadranten.  Freilich  steht 
nun  das  imaginäre  c  der  einen  Gleichung  senkrecht  auf  dem  reel- 
len c  der  andern  Gleichung,    so  dass  hier  der  imaginäre  Factor 

V — 1  die  Rolle  eines  Zeichens  der  Perpendicularität  spielen  mnas. 
Aber  dies  liegt  in  den  besondern  Bedingungen  des  Gegenstandes. 

Wir  wählen  noch  eine  sehr  einfache  Aufgabe:  Eine  gerade 
Linie  AB  =  a  vom  Ursprünge  A  in .  der  Richtung  der  positiven  x 
ist  gegeben.  Es  wird  in  dieser  Linie  ein  Punkt  C  von  solcher 
Lage  gesucht,  dass  die  Proportion 

ABiAC=^AC:BC 

stattfindet.  Es  sei  AC=^x.  Soll  nun  der  Punkt  C  von  B  aus 
in  der  Richtung  nach  A  liegen,  so  hat  man  die  Gleichung 

(1)  ^a  +  aor— oa  =  0, 
welche  die  beiden  reellen  Wurzeln 

a;=|(-l+V'5), 

:r  =  J(-l-.V*5) 

liefert,  wodurch  zwei  Lagen  für  C  bestimmt  werden.  Soll  der 
Punkt  C  von  B  aus  nach  der  dem  BA  •  entgegengesetzten  Rich- 
tung liegen,  so  hat  man  die  Gleichung 

(2)  a;2-.aa:  +  o«=:0, 
welche  zwei  imaginäre  Wurzeln 
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iefert,, worans  folgt,  dass  ein  solcher  Punkt  in  der  Verlängerung 
ira  AB  nicht  existirt.  Wenn  man  nun  aber  diese  imaginSren 
Wertbe  nach  der  oben  angegebenen  Weise  construirt,  so  erhält 
lu  zwei  Punkte,  den  einen  reclit^t,  den  anderen  links  von  AB, 
m  welchen  jeder  mit  den  Punkten  A  und  ii  ein  gleichseitiges 
Dreieck  bildet,  und  folglich  der  vorgeschriebenen  Proportion 
ij?:JC=  ^C:  ^C  Genüge  leistet,  sobald  man  davon  ab- 
gebt, dass  der. Punkt  C  in  die  Linie  AB  oder  ihre  Verlängerung 
Uen  soll.  Aber  lässt  man  von  dieser  Forderung  nach ,  so  giebt 
fSDDendlich  viele  Punkte  in  der  Ebene  xy ,  welche  der  ange- 
(dkeoen  Proportion  entsprechen,  und  in  einer  der  Gleichung  vom 
Mbd  Grade 

aphigen  Curve  liegen.  Dass  jene  Auslegung  der  beiden  ima- 
prfm  Wurzeln  auf  zwei  einzelne  der  unzähligen  Lösungen  des 
i^pminer  aafgefassten  Problemes  hindeutet,  beruht  auf  der  be- 
leWern  Beschaffenheit  der  Gleichung  (3).  Nämlich  setzt  man 
hfaer  Gleichang  ,^=0,  so  zerfällt  sie  in  die  beiden  Gleichungen 
Djind  (2)  des  zweiten  Grades;  setzt  man  darin  xz=i\a,  so  giebt 

Vjf^^li^VS,  wodurch  jene  beiden  gleichseitigen  Dreiecke  in 
fUMtrischer  Lage  entstehen. 

Tersucht  man  demnach  bei  der  Anwendung  des  Calculs  den 
[binären  Ausdrücken ,  auf  die  man  bei  der  Losung  eines  Pro- 
les  gefuhrt  wird,  eine  geometrische  Bedeutung  zu  geben,  so 
man  sich  immer  noch  auf  anderem  Wege  versichern,  ob 
i,  begünstigt  durch  die  specifischen  Dmstände  des  Problems, 
Wahrheit  getroffen  hat 

Zorn  Schlosse  sei  noch  bemerkt,  dass  ich,  überzeugt  von  der 
rierigkeit,    über  den  fraglichen  Gegenstand  bestimmter  zu  or- 
Men,  diesen  Aufsatz  nicht  mit  dem  Gedanken,  etwas  Neoes  so 

Ky  sondern  mit  dem  Wunsche  veröffentliche.    Andere  za  be- 
iden Discussionen  zu  veranlassen. 


k 
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VI. 

1 

Zur  Theorie  der  Kräftepaare.  ;, 


Von 

Herrn  Essen ^ 

Lehrer  am  Gyranasiam  zu  Star^ard. 


■a 


1)  In  Bezug  auf  die  herkömmlichen  Definitionen  des 
paars  u.  s.  w.  gelten  für  die    vorliegende   Abhandlaog    die 
stehenden  Modificationen : 

Ich  nenne  die  Verbindungslinie  eines  beliebigen  Punktes j 
der  Richtung  der  einen  Kraft  des  Paars  mit  einem  ebenfalls^ 
liebig  gewählten  Punkte  in  der  Richtung  der  andern  einen 
Das  Product  der  Kraft  des  Paars  in  einen  solchen  Arm  hl 
das  zu  diesem  Arm  gehörige  Moment.  Steht  der  Arm 
recht  auf  der  Richtung  der  Kräfte,  so  soll  das  zugehörige  Mol 
das  rechtwinklige  Moment  oder  das  Moment  schlechthin  heissoä 
Bildet  also  die  Kraft  P  des  Paars  mit  irgend  einem  Arm  p  diu 
Winkel  (p,  so  ist  Pp  das  zugehörige,  Pp sin q>  das  rechtwinkl^ 
Moment  In  dem  besonderen  Falle,  dass  (;p=0  oder  =^n  wiiJl] 
also  Pps\h<p=:0,  liegen  beide  Kräfte  in  derselben  Geraden' infl 
heben  daher  einander  auf.  ''• 

2)  Aus  der  Lehre  von  den  Paaren,  wie  sie  sich  bei  Po  in« 
sot  findet,   wird  Folgendes  vorausgesetzt: 

I.  Zwei  Paare  in  derselben  oder  in  parallelen  Ebenen  sind 
gleichgeltend,  wenn  sie  gleiches  (rechtwinkliges)  Moment  und 
gleichen  Sinn  haben. 

II.  Beliebig  viele  Paare  in  derselben  oder  in  parallelen  Ehe 
nen  sind  einem  einzigen  gleichgeltend,  dessen  Ebeneden  Ebenei 
der  gegebenen  Paare,  parallel  ist,  und  dessen  Moment  gleich  is 
dem  Ceberschuss  der  Momenteusumme  aller  der  Paare,  weldM 
in  dem  einen  Sinne  wirken,  über  die  Momentensamme  derjenigen 
welche  den  entgegengesetzten  Sinn  haben. 
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DI.  Kr&ftepaare  in  derselben  oder  in  parallelen  Ebenen  stehen 
■  Gleichgewicht 5  wenn  die  MomentenAumnie  der  rechtsdrehen- 
ieo  derjenigen  der  linkedrehendeo  gleich  ist. 

3)  Ans  Mo.  I.  des  vorigen  Paragraphen  folgt  sogleich:  Statt 
i^d  eines  Paares,  kann  man  ein  anderes  anbringen ,  dessen 
ballte  denen  des  ersteren  parallel  sind,  indem  man  diesen  Kräf- 
tei  eine  solche  Grosse  und  Lage  giebt,  dass  bei  parallelen  oder 
h  dieselbe  Gerade  fallenden  Armen  das  zugehörige  Moment  des 
dnen  Paares  dem  des  anderen  gleich  wird  und  beide  Paare  gleichen 
Sdd  haben. 

Weiter  ergiebt  sich:  Jede  Anzahl  von  Paaren^  deren  Arme 
pirallel  sind  oder  in  dieselbe  Gerade  fallen,  können  in  eins  ver- 
nndeit  werden,  indem  man  zuerst  alle  Paare  so  verlegt  und  ver- 
(ndeTt,  dass  sie  an  einem  und  demselben  Arme  wirken,  und  so- 
laoD  alle  durch  denselben  Punkt  gehende  Kräfte  in  eine  Re* 
nltante  vereinigt.  Am  bequemsten  wird  es  sein,  die  Länge  des 
|HMiosamen  Armes  gleich  Eins  zu  nehmen. 

''  4)  Sind  zwei  Paare  gegeben  und  die  KrSfte  des  einen  denen 
jbindem  parallel,  so  lassen  sich  dieselben  durch  eine  sehr  ein- 
Üte  Construction  in  ein  resultirendes  Paar  zusammensetzen. 
|tt  xieht  zu  jedem  Paar  einen  beliebigen  Arm,  verlegt  sodann 
eine  dieser  Paare  nach  3)  so,  dass  die  beiden  Arme  in  A 
Endpunkten  zusammenstossen,  deren  Kräfte  nach  derselben 
itang  hin  wirken,  und  trägt  von  A  aus  auf  jeden  Arm  das  za- 
iDrige  Moment  auf.  Sind  AB  und  AC  die  erhaltenen  Längen, 
ergänze  man  zum  Parallelogramm  und  ziehe  die  Diagonale  il/>. 
in  kann  der  Arm  des  resultirenden  Paares  beliebig  auf  der 
len  AD  oder  ihr  parallel  gewählt  werden;  die  Kräfte  dessel- 
mSssen  den  gegebenen  Kräften  parallel  sein  und  eine  solche 
»e  haben,  dass  das  Moment,  welches  zum  gewählten  Arm 
IbUrt,  gleich  AD  wird.  Dabei  wird  diejenige  Kraft,  welche  in 
inog  auf  den  Arm  auf  derselben  Seite  liegt,  wie  der  Punkt  A  in 
feMicht  auf  die  Diagonale ,  mit  den  Kräften  an  A  nach  derselben 
^/üt  hin  wirken  müssen. 

"'Beweis.  Denn  man  kann  mittelst  Anwendung  von  3)  das 
t^AB  wirkende  Paar,  nachdem  man  die  Kräfte  beider  Paare 
(rieh  Eins  gemacht  hat,  an  den  Arm  CD  verlegen.  Dadorcb 
im  kommen  nach  C  zwei  gleiche,  entgegengesetzte  Kräfte,  die 
jtader  aufheben.  Somit  bleibt  ein  einziges  Paar,  dessen  Arm 
g.  zngehoriges  Moment  die  Diagonale  AD  darstellt.  Sind  die 
fefte  eines  der  gegebenen  Paare  denen  des  andern  schon  gleich, 
(kann  man  sogleich «  ohne  dass  man  die  Kräfte  gleich  Eins  machl; 


\ 

i 
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wm  beiieiNfreD  Armen  «in  ParaUelofframin  constnnraD.  Die  Klüfte 
deff  remltfreiidei]  Paaren  müssen  dann,  wenn  sie  an  iiIoti  fiai- 
pubkten  der  Diaeouale  angebracht  werden ,  den  geprebenen  KilC* 
teil  gleicli  seiii. 

5;  l.'nitrekehrt :  Ist  ein  Paar  seseben .  AD  ein  Ann  deaaelbea 
irad  AhDC  ein  ParalletosTamni .  so  wirc)  Nichtts  geändert, 
ntan  jed<f  der  «fesebeiieu  Kräfte  zweimal  setzt,  dann  aber 
den  iii  D  ausn^iieiiden  KrSfte,  ohne  ihre  Richtuiisr  zu  imdenL^-aB 
die  Punkte  B  und  C  Tertheiit. 

6y  Sind  drei  Paare  gegeben,  deren  Kräfte  sämmtlich  parallel 
sind  und  deren  Arme  sc»  in  die  Kanten  eine^  Körperrvinkels  gelegt 
sind,  das£>  am  Scheitel  desselben  alle  Kräfte  nach  derselben  fieite 
VI  irken ,  so  kann  man ,  um  ein  resnltircndes  Paar  zu  erhalten .  anf 
jene  Kanten  die  Momente  der  bezüglichen  Paare,  i^ eiche  zu  dsa 
gegebenen  Armen  geboren,  auftragen  und  aus  den  auigetrageiMR 
Lfingcm  ein  Paralleiepipedum  constmiren.  Wird  nämlich  ein  be- 
liebiger Arm  parallel  mit  der  l>ia<ronale  desselben  genommen,  as 
bestimmt  diese  Diagonale  das  zugehörige  Aloment  des  resultim- 
daii  PaarK.  Die  Construction  vereiuiacht  sich  auch  hier  wledei^ 
wenn  die  drei  componireuden  Paare  mit  gleichen  Kräften  gc^ 
ben  sind. 

1)  Ist  umgekehrt  ein  Paar  am  Ann  AE  gegeben  und  snid  itt, 
ACt  AD  die  Kanten  eines  Parallelepiperlums,  weiches  AE  aar 
Diagonale  hat,  so  viird  Kichts  geändert^  wenn  man  jede  der  ge- 
gebenen Kräfte  dreimal  setzt,  sodann  aber  die  drei  gleichen 
in  £  an  die  Punkte*  B .  C  und  D  vertheih. 


8)  Ist  eine  Kraft  P  am  Angriffspunkte  A  gegeben,  so 
man  offenbar,  ohne  etvi-as  zu  ändern,  diese  Kraft  sich  selbst  pa- 
rallel nach  einem  beliebigen  Punkte  £  verlegen,  wenn  man  daaa 
noch  die  pegebeue  Kraft  iviederum  lierstelil  und  sie  durch  eine 
andere,  in  B  angreifende  zu  einem  Paare  ergänzt. 


9)  Sind  irgend  welche  Kräfte  an  einem  festen  System 
ben,  die  sich  um  bestimmte  Angriffs] »unkte  willkürlich  drehen  I 
aeo,  dabei  aber  der  Bedingung  unterworfen  sind,  immer  dieselbe 
Stellnng  gegen  einander  zu  behalten.,  ao  läast  sich  diese  Bedia- 
gnng  noch  auf  folgende»  anschaulichere  "Weise  hinstellen: 

Man  führt  ausser  einem  Systeme  im  Korper  fester  Azen  OX^ 
O V,  OZ  noch  ein  zweites  Äxensystem  OX^ ,  OTj.  OZi  ea, 
welches  Wliebig  um  O  drehbar  ist,  ohne  dass  jedoch  dieNeigoiC 
dfteaer  Azen  gegen  einander  verändert  werden  darf.  Alsdann  eetii 
BMB  GmC,  daaa,  weni  eine  Knft  an  Anfang  mit  OJ^,  OF|,  IU( 
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kiiiglich  die  Winkel  a,  ß,  y  bildet,  diese  Kraft  sich  bei  jegli- 
cher Verstellung  dieses  Axensystems  zugleich  so  um  ihren  An- 
grftpnokt  drehen  solle,  dass  die  genannten  Winkel  unveränderlich 
dieselben  bleiben. 

Nnn  lässt  sich  jede  Kraft  P  an  ihrem  Angriffspunkt  31 ,  des- 
'  MD  auf  die  im  Kurper  festen  Azen  bezogenen  Koordinaten  wir 
doreb  x,yf  z  bezeichnen,  in  drei  Komponenten,  bezüglich  parallel 
■it  0^1 ,  O  Fl ,  OZi  zerlegen ,  die  der  Reihe  nach  durch  X,  F. 
Z  bezeichnet  werden  sollen.  Sodann  kann  man  zuerst  die  Kom- 
(ODente  X  nach  O  verlegen,  indem  man  am  Arm  031  ein  Paar 
Bit  dem  dazu  gehurigen  Moment  X,  OM  hinzutreten  lässt.  Dieses 
Paar  Ifisst  sich  nach  7)  in  drei  Paare  zerlegen,  deren  Arme 
OA,  OB,  OC  bezfiglich  auf  OX,  OY,  OZ  liegen  und  Kanten 
ebes  Parallelepipedums  sind,  welches  OM  zur  Diagonale  hat 
DiM  werden  die  Haasszahlen  dieser  Arme,  abgesehen  vom  Vor- 
vicbea,  den  Koordinaten werthen  x^y^z  entsprechen.  Setzt  man 
mfett: 

L  dass  beispielsweise  die  Komponente  X  positiv  oder  nega- 
Iv  genommen  werden  soll,  jenachdem  sie  nach  der  Seite  OXx 
^iiiDach  der  entgegengesetzten  Seite  wirkt; 

D.  dass  einem  Paare,  wenn  sowohl  sein  Arm  OA^  als  auch 
le  in  ^  wirkende  Kraft  X  nach  der  positiven  Seite  bezüglich 
Itod  OX  und  OXx  liegen,  oder  wenn  es  gleichen  Sinn  mit  einem 
I liehen  Paare  hat,  ein  positives,  sonst  aber  ein  negatives  Moment 
lakMomen  solle; 

i     80  wird  man  finden,   dass  alsdann  das  Moment  sowohl  mit  X 
vk  mit  X  jedesmal  zugleich  sein  Zeichen  wechsele.    Die  bezOg« 

idwD  Momente  der  drei  in  Rede  stehenden  Paare  sind  daher  in 

jrieB  Falle  der  Reihe  nach 

Xx,    Xf/i    Xz, 

Ebenso  giebt  die  Komponente  F  in   M  zuerst  eine  Kraft  F 
h  0  und  sodann  drei  Paare  mit  den  Momenten 

Fo:,    Fy,     Fi. 

Endlich  erhält  man  aus  der  Komponente  Z  eine  Kraft  Z  in  O 
Mdiei  Paare  mit  den  bezuglichen  Momenten 


Zx,    Zy,    Zz. 

Verfährt  man  auf  gleiche  Weise  mit  allen  gegebenen  Kräften, 
■ikatnan»  wenn  man  in  O  alle  Kräfte  gleicher  Richtung  su- 
■Mmsnfflist,  daselbst  die  drei  Kräfte 

4* 


9S  S99€f^    "Xwt  TJtHurtg  fter  Srtifiep&af^^ 


oad  warn  maa  all«  Paare,  der^i  Kräfte  pynM^  aimL  und 
Anne  2nigieicfa  anf  einer  imd  derselbeD  Axe  liegea»  nafilL  3^ 
▼cremigt,  nacfadem  man  Forfaer  allen  den  Arm  Ein»  gegeben  Yat, 
9»  ffMStt  DUB  Demi  Paare  mit  den  bezndicfaeK  jffimmrteBr  ^ 


ZTjt,  X¥y,  XYzi 
ZZr,    ZZif,   ZZz, 

E»  iat  aber  offenbar  Crleicheevrieht  TorhaBdeSy  wenn  alle  aan 
jmfcaltihrte  Sunwcn  dämmt  den  drei  vorbergebenden  ^^,  £¥,  £X 
der  JMi  gleicb  önd;    und  da  diese  Aiudradce  in  ^ebts  sidi 
dem,    wie  man  ancb   das  Azensystem  O^.    QYi^   OS^ 
da»  mi  Korper  feste  Az^nyatem  ateil—  mag»,    am  imiaA 
ggwUhi    bei   jeder    Stdlong    dess^ben    statt.      Ihum  nnm 
die  anseesprocbene  Bedingang  aotbwendig  erioUt  sein  mmm, 
mit  Gleiebgewicbt    h^  jeder  Stellung   vorhanden   sei,    gebt 
folgender  Bettacbtnng  hervor: 


Man  verwandele  je  drei  Paare,  deren  Arme  anf 
liegen,  wie  z.  B.  diejenigen,  deren  Momente  beznglieh  .SJLr,  J^Tae, 
£2x  sindj  nach.  J)  in  ein  eiuzigesw  Ezistiren  nun  alle  drei 
afiglieben  resoltirendai  Paare,  so  kann  es  geschehen, 

L  dass  die  Kräfte  afler  drei  resnitirenden  Paare  einander 
rallel  sind,  in  welchem  Falle  sich  dieselben  nach  6) 
in  ein  einziges  Paar  zusammensetzen  lassen,  ^ieenen  wir  nan 
OR  den  Arm  dieses  letzten  residtirendeB  Paarea>  nnd  denkca  wk 
den  Pimkt  O  des  festen  Svstemes  aof  miveranderlielie  Weise 
festigt,  so  werden  alle  Kralle  anwirksam  bis  anf  die  ia  M 
fende  Kraft  Diese  aber  wird  nur  in  dem  einen  Ansnahmslalle 
▼emiehtet,   dass  sie  in  die  Grerade  012  lallt. 

n«  Ferner  kann  es  sich  ereignen,  dass  die  Kräfte  der  drei 
resnitirenden  Paare  zwar  nicht  unter  einander,  aber  doch  sammf- 
Reh  einer  mit  dem  Azensysteme  Ojr^,  OYi,  OZx  lest  verbandenen 
Ebene  parallel  sind.  Dann  kann  man  in  dieser  Ebene  zwei  neoe 
Azen  O CT  and  OV  annehmen,  die  ihre  Stellung  gegen  die  ge- 
eenoten  Azen  niemals  verändern  dürfen,  and  darauf  fie  Kräfte 
der  drei  Paare  nach  (tiesen  neuen  Axen  zerlesen.  Dadnrcli  er- 
hält  man  sechs  Paare,  von  denen  $ich  je  drei  nach  6)  in  eins 
verwandeln  lassen.  Somit  sind  also  nur  noch  zwei  Paare  vorbaa- 
des,  deren  Kräfte  nicht  parallel  sein  werden.  Sind  nnn  OR  nnd 
ÖS  die  Arme  dieser  beidoi  Pure,   so  wsd,  wenn 
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Pnokte  0  und  R  fest  denkt,  die  in  iS  angreifende  Kraft  nur  dann 
reniiciitet,  wenn  sie  ausnahmsweise  in  die  Ebene  ROS  ßlUt; 
«HUt  wird  sie  das  System  um  OR  drehen. 

IIL  Finden  aber  weder  die  Voraussetzungen  von  No.  I.  noch 
die  vtfD  No.  II.  statt»  so  denke  man  sich  die  im  Körper  feste  Aza 
Ol  uDbeweglich  und  das  Axensystem  OX^ ,  O  F| ,  OZi^  so  ge- 
stellt, dass  die  Kraft  des  an  OF  wirkenden  Paars  in  die  Ebene 
IF&Ut.  Dann  wird,  da  alle  flbrigeu  Kräfte  unwirksam  gewor- 
den sind  und  also  keinen  Widerstand  entgegensetzen  können ,  die 
an  OZ  wirkende  Kraft  das  System  um  OX  drehen ,  wenn  sie 
BJcht,  was  sich  immer  vermeiden  lässt,  m  der  Ebene  XX  oder 
lofder  Geraden  OZ  liegen  sollte. 

Demnach  wird  das  Gleichgewicht  auch  dann  nicht  für  jede 
Stettung  der  Kräfte  vorhanden  sein  können,  wenn  man  sich  den 
KSiperganz  frei  denkt. 

Eben  so  wenig  wird  dies  der  Fall  sein,  wenn  von  den  drei 
.  iSgSehen  resultirenden  Paaren  bezüglich  an  OA',  OYy  OZ  bloss 
■ioder  endlich  bloss  ein  einziges  existiren  sollte,  wie  dies  s<i- 
|M  aus  Nr.  I.  und  Nr.  II.  des  vorhergehenden  Falles  einleuch- 
id  Damit  aber  keins  dieser  Paare  vorhanden  sei,  dürfen  keine 
bponenten  dazu  existiren;    man  muss  also  haben: 

ZXx=ZXyz=zZXz 
=:2Yx^2Vy=SYz 
^SZx—SZy  =  ZZz:=:0. 

Dass  aber  auch  keine  der  Kräfte  SX^  £¥,  2Z  existiren  darf, 
,ph  daraus  hervor,  dass  man  sonst  immer  eine  Resultante  aus 
'keo zusammensetzen  könnte,  die  durch  Nichts  aufgehoben  würde. 

Sind  alle  gegebenen  Kräfte  parallel,  so  gestaltet  sich  die 
S^  viel  einfacher.  Man  verlegt  sodann  ohne  Weiteres  jede 
^  P  nach  O  und  zerlegt  das  hinzutretende  Paar  am  Arm 
Olf  in  drei  Paare 

Px,    Py,    P%. 

^  sind  zum  Gleichgewicht  bei  jeder  Stellung  der  Kräfte  offen- 
'*' oothwendig  und  hinreichend  die  Gleichungen 

^P  =  0,    -SP^  =  0,    ZPy  =  Q,    2Pi=zO; 

^^n  beachten  ist,  dass  man  die  Maasszahlen  der  Kräfte  pQ- 
"^oder.sfgativ  zu  nehmen  bat,  jenacbdem  sie  nach  der  einen. 


i 
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▼orfeer  nach  WifflÜlr  gewShfteii  Seite  oder  nach  der  cntgcgeBge- 
aetztea  wirken. 


10)  Jetzt  sollen  die  Bedingungen  auBgemittelt  werden,  welche 
erflfflt  sein  mösaen,  damit  die  Kräfte  ninr  för  gewiaBe  Slefln- 
geOy  Dfdkt  melir  för  jtdm  mSglkhe,  an  €Hcidhgewi<^  seien. 

Wir  denke»  ans  beide  Axensysteme  recktwinkfig  nnd  woDes 
jeM  dieienigen  Sieilnngen  des  einen  g^en  das  andoe  ins  A^e 
lassen,  welche  nittglieh  sind,  wen»  OZ  ubA  OZi  anwamamfat- 
IsB.  Im.  allen  diesen  Stellnngen  verschwindet  znnaehst  das  Paar 
JBZs,  weil  seine  Kräfte  in  die  lÜchteng  seines  AnaMs  failcs; 
ftmer  bleiben  Tier  Paare,   nämlich 


hestSndig  in  der  Ebene  ITF,   and  lassen  ^ch  daher  nach  9)  IL 
m  ein  einziges  Yerwandeln,  dessen  rechtwinkfiges  Monent  sein  wird: 

iadwi  man  dordb  ^  den  reränderiichen  Wmkel  Ä^OJL  beaeiclincl. 

Dazn  kommen  noch  vier  Paare,  deren  Moinenle  der  Keft« 
nach  sind 

ZÄ2,    ZTz,    ZZx,    £Zy. 

Nnn  lässt  sich  nach  Anleiümg  Yon  9)  leicht  beweisen ,.  dass 
nicht  bei  jeder  anter  gegenwärtiger  Beschränkung  mugfichen  Stel- 
inng  Gleichgewicht  vorhanden  sein  kann,  wenn  nicht  dae  bezi^ 
Beben  Momente  aller  fönf  Paare  einzeln  gleich  Nnll  sind.  IHe 
Gfdchoi^ 

zerfällt  aber  sogleich  wegen  der  Veränderlichkeit  des  Winkels  ^ 
in  die  beiden  folgenden : 


Sodann  mfissen  aber  aosser  den  Gleichungen 

SÄz=2Fz=z£Zx=z£Zy=0, 

wie  man  leicht  sieht,  die  folgenden  erfüllt  sein: 

2X=ZT=2Z=^0, 

11)  Jetzt  bleibt  noch  übrig,   die  Bedingungen  des  Gleicfag< 
wiehts  f&r  eine  einzige,    ganz   bestimmte  Stellong  aaszumitteln  ^^ 
Am  besten  Ihnt  man  alsdann,  die  Azen  OXi ,  OF| ,  02^  beafig-^ 
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ick  mit  OKy  OY,  OZ  zusammenzulegen»  während  diese  jede 
teliebige  Neigung  zu  einander  haben  können.  Jetzt  Ferschwlnden 
aber  TOD  den    neun   Paarmomenten    in  0)  an   und   für  sich  drei, 

ilBlich 

üXx,    SYy,    EZz, 

ireil  die  Kräfte  dieser  Paare  in  die  Richtung  ihres  Armes  fallen. 
Vm  den  fibrigen  sechs  Paaren  fallen  je  zwei  in  eine  Ebene  and 
kOnneo  daher  nach  3)  in  ein  einziges  zusammengefasst  werden. 
Die  reebtwinkligen  Momente  dA*  drei  resnltirenden  Paare  werden 
daaii  der  Reihe  nach  sein : 

±9\u{XOY).Z{yX^xT)  in  der  Ebene  XY, 
±s\i^{XOZ)Z{xZ-^zX)  „  „  „  XX, 
±sm(YOZ)Z{zY^yZ)         „     ,.        „         YZ. 

Dan  kommen  dann  in  O  die  drei  Kräfte 

2X,    2Y,    ZZ. 

hkX  9^ex.  leicht  zu  zeigen,  dass«  wenn  Gleichgewicht  vor- 
hMteo  sein  soll,  jedes  einzelne  der  drei  vorstehenden  Momente 
M  jede  einzelne  der  genannten  drei  Kräfte  gleich  Null  sein  mfisse. 
^  wäre  z.  B.  das  Moment  ^HmXOY.{yX — xY)  nicht  gleich 
M»  so  würden,  wenn  man  sich  die  Aze  OZ  fest  dächte,  alle 
Ingen  Kräfte  vernichtet  bis  auf  das  Paar,  dem  das  genanate 
iMMnt  zukommt.  Dieses  Paar  aber  würde  das  System  mn  di« 
In  OZ  drehen,  folglich  könnte  nicht  Gleichgewicht  sein«  Zur 
Erfindung  des  Gleichgewichts  sind  also  nothwendig  und  hin- 
^Bidiend  die  Gleichungen 

2X=2Y=2Z=:0, 

2(yX-^wY)  =  SixZ'-'zX)  =  -S(»F— yZ)=0. 


I:' 


I 

i 


Vw 


BemeiB  mC  Mdbc 


i.  Z.    SM  ABC  nd  m&e  zirei  rcc&brnUse  DrciMb 
den  rieditoik  Wnkefo  C  »a  r  jmc&  £e  Winkel  A 
gleiefc^    ji^  md   die  aas  ^-f^  vb«!  «r    ciDcrscits    mmd 
mm  isA  nni  AC  ^tkMtUu  Rccktedke  fecfcfdcick. 

D«rr  Mbaimte  Bew  eis  fokst  so^leick  aoii  Betncfctms  t^b  Taf.L 
Vh^  9,  Hifx  MuA  die  beiden  Dreiecke  so  io  einaiider  gelegt,  dass 
a  m  A,  ai  in  die  Riebtiin?  AC,  ac  In  die  Riektwie  AB  gc^Uea 
itft;  Jiodann  nind  J^C  ond  6c  bezü^lick  nm  CD=fl6  ud  im 
ed=Aß  ▼erläofert,  die  Rechtecke  JC1>£  ond  Jnrfe  eonstivt 
tmd  f!^Y%tM  die  fffilfsfinien  ßE  imd  be  gezogen.  Man  erkea«! 
•ogleich  die  Congntenz  der  Dreiecke  ÄßE  nnd  .16e. 

1^  4.  Haben  zwei  Parallelogramme  .-ll^  und  ad  glefehe  Fll- 
dkmif  und  ist  Winkel  A=:a,  so  ist  ancb  das  ans  zwei  znsammee* 
stssstoden  Seiten  dem  einen  Aß  nnd  AC  gebildete  Rechteck  dem 
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R«ditMb:iaiÄ»'Zwei  zamimnenstofiseDclM  Seilen  des  .andeni  €tb 
und  >a^i»  HiaUdit  aöf  die  Ffätelie  gleich;  v\   -. 

B eweis.    Man  ziehe  in  Taf.  1.  Fig.  4.  und  Fig.'Srdie  ISuIien  CP^ 
und  c/.    Danii  ist  d)9r  VoräiissetziiDg  nach 

1)  Recfateclc  abXcf=  Rechtecli:  ABxCF; 
sodann  ist  nach  dem  vorigen  Satze 

2)  Rechteck  ^Cxc/=:  Rechteck  OCX  CF. 

Nun  seien  in  Taf.  I.  Fig.  6.  A'F  und  a'f  zwei  in  C  sich  recht- 
winkfig  schneidende  Linien,  und  dabei: 

A'C  =  AC,  CP^CF; 

so  dass  also  >on'C  aus  jedes  Mal  zwei  Selten  eines  und  des- 
selben Dreiecks  auf  dieselbe  Gerade  aufgetragen  sind.  Gonstruirt 
man  nun  das  Rechteck  JKML  so,  dass  seine  Seiten  bezüglich 
mit  A'F*  und  a'f  parallel  .iiirlerden ,  so  moss  wegen  der  in  der 
Gleichung  2)  ausgesprochenen  Gleichheit  der  Rechtecke  A'f  und 
o'jP  die  Diagonale  JM  nach  §.  2«  durch  C  gehen.  Macht  man 
nun  noch 

PB'  =  AB, 

.  •  • ,  ,         •    •      .   '  i  s  r  ■  *       '  .'■/,•  ■ ;  ■ 

•■4;      •','.  ■    /:■     m:.  '■  fb'     =S    abf  , 

SO  dass  also  in  J^  und  f  Grundlinie  und  Huhe  zuerst  des  etüfcn 
und  sodann  des  andern  der  gegebenen  Parallelogramme  zusäm-' 
menstotoen;*^t8o  wird  die/  Diagonale  JIfZV  des  Parallelogramms 
b^'MB^'N  ebenfalls  durch  C/i  'gehen.  Es  fallen  dahec  die  beiden, 
Dlagooalen  MJ. .  und  MN  zusammen.  Nun  aber  ^iod  die  Recht- 
ecke a'N  und  A'N  gleich,  als  Ergänzungen  im  Paralielograqun; 
folelich  ist  auch   . 

Rechteck  JVC  +  Rechteck  a'N  =  Rechteck  NC  +  Rechteck  A'N^\ 


was  zu  beweisen  war. 

'j'tt^/^Eiä-Mefi' die'  Winkel  des  Dreiecks 'ili?e  denen  des 
DMI^As^  '^^J94([rbezm;licb  gleich,   so  ist  Recbfeek  ACi<BfO 


i'.     "t'-i''     ■;.■;■        .-11  •     \''       >      •  .  •  •       ■  tni  -...! 

: ;  / .  ;P.e  w  e  1 9^ ,  /  ps  SQi^u  ^dio  hf^tden  gegebenen  Dreiecke  so  neben 
einander  gelegt,  wie  es  Taf.  I.  Fig«  7.  zeigt,  so  dass  der  .P&nkt  ^^ 
in  B  liegt  und  A'B'  in  die  Verlängerung  von  AB  fallt.  Constrii- 
irt  man  nun  das  Parallelogramm  ^^l^B'JB  so,  dass  seine  Seiten 


« 


liftdnMk  At.»cM-C= 


■I  l^ncäiflB. 


jMMBt  imie^rli;  Cüffsratk  dar ,  mit  Sih*  l^eisnms  zmu  fiarizini 
90Pühh0r  Pniikt 


409..   in  'feuen  «in  ft^ur^or  untsr  «dkmuem 


JHw  JfiHilM?  4iirdi  O  moft  Ctsafle  OX  yiM»lWI  mar 
Im  >IJF;^  «04  «g  «ci  der  Wnikot 


WmM  4er  C^mAbb  FF^  «tn  i>^ 

4m^    tM  mm  m^  mid^m  W«^  OH  t 
4mM  ^  i4M  Xtti»  4er  AmIafiM  bcni  frrfn  Fd,  m 
tm  4h  LAi«r  4w  Webern  OD: 

OB^fwmmm. 
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Nimmt  man  ferner  die  conntante Länge  OBz=:o  an,  so  findet  man 
flir  OD  den  zweiten  Anadmck: 

Demnach  ergibt  sich  zwischen  den  Tariabeln  t  nnd  a  die  Gleichung: 

I     .   : 

V      -fc     .  osincp  ,    .     , 

^  sin  (9)  — «)  .    X 

Bevor  wir  diese  Gleichung  weiter  betrachten ,  wollen  wir  den 
in  der  kOrzesten  Zeit  zurOckgelegtien  geradlinigen  Weg  von  YV 
nach  O  finden;  zu  diesem  Zwecke  hat  man  den  Werth  von  a  za 
bestimmen,  fGr  den  t  ein  Minimum  sein  wird. 

Differenzirt  man  zu  diesem  Zwecke  obige  Gleichung,  so  er- 
hSlt  man:  " 

Bt o8\nq>co8((p — er)  —  <^cosasin*(9 — a) 

8«  2tg8\na8\fi^(q>^a) 


-r 


Setzt  man  dieses  erste  DiffeVenzialverhältniss  =0,  so  erhält  man: 

■  • .  • 

osinqpcosCg)— cf)  — <*yqos«sin*(g) — a)  =  Q. 


I  •  1-  ■ 


■V      .       ^  o  sin  CO  .  «    ^        .  . 

Da  aber  i^ass-^ — ■■ — r— 7 \  ist»   so  findet  sich: 

^      Sinasin(9)— «)     ■ 

sing>coscrsin((p — a) 

sin  w  cos  (op  —  a)  = r 

y       y^       ^  sin« 


sin  (2a — g>)  =  0. 

Alwls»; 

Demnach  würde  der  kürzeste  geradlinige  Weg  von  YF  nach 
0  derjenige  sein,  der  zum  Horizont  eine  halb  so  grosse  Neigung 
&at,  als  die  Linie  YV  selbst. 

Macht  man  also  BD^^BO^  ^o  ist  DO  der  in  der  kürzesten 
^t  ziii:ü^(gelegte  Weg  von  YV  nach  O.  , 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  den  Weg  OC,  wai  den!  der- 
Körper  in  der  kürzesten  Zeit  von  O  zurück  nach  YV  gelangt; 
^  muss  ftir  ihn  OB=:BC  8«in. 

Betrachten  wir  jetzt  weiter  die  obige  Gleichung: 
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fasin  a  =  -;; — ^ — \ — r,. 
^  Bin  (7-^«) 


nod  drficken  wir  die  FimctioD  t  Ton  deün  Winkel  o  geometrisch 
aas 5  indem  t  and  a  als  SpiralcoordinateD  betrachtet  werden ,    so 

haben  wir. in  obiger  Gleiqhung  die  Qieichung  einer  krummen  Linie. 

■  .  i  •-■ -1  ' .     .  •  ■  i.»  ■  ■      ■  ■  -.-      ... 

Die  Länge  o  werde  ausgedrückt  durch  die  oben  näher  be> 
trachtete  kürzeste  Fallzeit  a  von  TV  nach  O  auf  der  Geraden 
OD.    Es  ist: 

0/>.sin^ 

Ä      ■  ".  .■■:-;  -«i 

O  =    ■  9 

Sing» 


||.|>,          .f     T 

-|    ■? 

f                    '          It-.     . 

und  da: 

T-  .      ■     ■    ■     1  .  ■     •■  •»■« 


OZ>  =  a^  sin?. 


so  ist: 


a*-7  sm«2 


sm9 
Damach  ergibt  sich  also  die  Gleichung  der  Linie: 


■ 

a*sin^ 

^9> 
2 

f*sina— 

'sin(g>- 

4t 

-«) 

Aus  dieser  Gleichung  sieht 

man: 

1)  dass  für  «=0  sowohl  als  für  a=g>  <=q  ^Jt,  d.  h.  für  die 

unter  dem  Winkel  <p  zum  Horizont  geneigte,  so  wie  fär  die  hori- 
zontale Verbindung  zwischen  O  und  YV  werden  die  Leitstrahlen 
OX  und  O  F  (Taf.  I.  Fig.  9.)  Asymptoten  der  Linie. 

Drückt  man  jetzt  die  Polarcoordinaten  durch  Parallelcoordioa- 
t6o  aus,  so  ist  für  das  rechtwinklige  System  XOTi 

.        ...  „  ar=tcosix; 

und  wenn  mau  diese  Werthe  in  der  obigen  Gleichung  substitoire/ 
so  erhält  man: 

d%iin*^ 


I  •    -» 


u'-:  .  . 


Kiiten:    Eine  Au/^e  cm  der  Meehmtlt, 


<tt 


Bezieht    man    ferner    die    Linie    auf    ein     rechtwinkeliges 
%plim  XiOTxf    dessen  Abscissenacbse   mit    OJT  den  WinkM 

f  Uldet  und  dessen  Anfangspunkt  ebenfalls  O  ist,  so  erhält  man, 
wen  nto  fQr  x  und  y  die  Wertbe 


.« . 


y=yiC0Scj  +  OTiSin^, 

li (kr Gleichung  2)  substiiairt  und  zugleich  die  lodices  fortläi  ... 
3f*cos5-+2a:^8inö  cos^+a:*sin*-^— arycQS*-^^  tungq) 
-rsin  ^  cos  j  tang  q>-\-y*  sio  j  cos  „  tang  9  -f  ^sin*  -h-  tang  <p 


■•....    ^•.!_«-<P 


+ -  =  0. 

COS  9 

Ibe  Gleichung  vereinfacht  sich  zunSehst  in : 


^q>        sin*9 


q>       sin  ^9) 


a"  sin  ^ 


y»(cos^  +  ö ^)+ar«(sin«-^  —  ^ ^^)+ 

^  ^       2       2  cos  9' '      ^       2       2  cos  9        cosg> 

iid  gibt  bei  gehuriger  Reduction : 


=  0. 


X 


-~+l=0. 


a»tanga|      "*  . 

k3^Dit  Linie   ist  also  eine  Hyperbel,    deren  Halbaohseo  o  .und 

■ 

^•^  sind,  oder  in  der  Pigur  AO  und  AB. 

Zar  Aufstellung  der  Asymptotengleichung   würde    man  iq  der 
lg  mit  Spiralcoordinaten 

,iysin9=s<sina  ; » 


a?sitt9=:#siB(9—- ft)     .  / 

Dann  verwandelt  sich  die  Gleichung  In 


ü: 


Xfß. 


■1  r 

•am  9^ 


•  ■ .«, 


M.'.. 


4t 


•nimj 


. — -'*— : 


ibiMie:  jitiu  «Mttt.    "MS»!  UM»   jm«  rhaluMi 


T«     i 


14 


"^^^imafiii  pn-T^^-if -«i«^^T 


-«w  «  4Uf  jtiuMMMi  HtaÜM:  ~rai>  -I' 


TT- 


■;x   ^"  A^^#^ 


«H  4iMI  t^;  «Htf    -Cj^^rOi^-  <i«- 


>Ä^,: :=.*..  ^aw^i 


«Minstott   '•HfHntfKÜi  .^fiuiV^a«  liMBsi!.    3«a    "eadiiii^PB 

4iflii^.  :Mif  4mm  ^.  HSnsmr.  m>  ihr 
^|t#»ffW4»ir.   jyMi^;^:^»    ^«9iiif«ti  laeäi 


BT^K  04 


ÜäfßfAm  ft^  MÜH  IV«Mrus4ffit  fai^^ 
1^  mmm  ümm  m^U  4m  WA  iit 


C^i 


oc 
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Nehmen  wir  zuerst  an,  dass  die  Gerade  TV  zum  Horizont 
die  Neigung  ÄAY=:g>  habe  und  dass  der  Punkt  O  in  der  Ebene 
des  Winkels  XAY  liege.  Man  ziehe  dann  durch  O  die  Gerade 
L  senkrecht  auf  die  Horizontale  AX  und  beschreibe  zwei  Kreise 
M  und  N,  deren  Mittelpunkte  in  L  liegen  und  welche  durch  O 
gehen  nnd  YV  berühren.  Die  so  beschriebenen  Kreise  werden 
YF  in  C  und  D  berühren,  und  die  ßerührungssehnen 

OD   und    OC 

siad..4ie  zwei  geradlinigen  Wege,  die  in  der  kürzesten  Zeit  von 
YV  nach  O  und  von  O  nach  YV  fuhren,  .und  zwar  sind  diese 
kürzesten  Zeiten  bekanntlich  gleich  den  Zeiten,  in  den  die  verti- 
kalen Durchmesser  der  beiden  Kreise  M  und  JN  beim  freien  Falle 
durchlaufen  werden. 

Nimmt  man  dagegen  an,  dass  der  Punkt  O  nicht  in  der 
Ebene  des  Winkels  XAY  liegt,  so  ziehe  man  durch  O  die  Ver- 
tikale L  zum  Horizont  und  beschreibe  die  zwei  Kugeln  M  und  N, 
deren  Mittelpunkte  in  L  liegen  und  welche  durch  O  gehen  und 
Sut  Gerade  YV  berühren.  Diese  Kugeln' werden  nun  aber  YV 
U  jD  und  C  berühren,  und  die  Sehnen 


■.»i'. 


r? 


r-n 


OD  nnd    OC 


9 

llilberi' auch  hier  die  zwei  geradlinigen  Wege,  die  in  der  kürzesten 
fifrt  von  YV  nach  O  und  von  O  iiach  YV  führen,  und  zwar 
iHiJd' diese  kürzesten  Zeiten  gleich  den  Zelten,  in  weichen  die  Ter* 
nklc^  bürchmesser  der  Kugeln  M  und  /V  beim  'freien  Falle  m- 
HkI^^I^  werden. 
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üeber  die  knneate  Line  zwiadien  xwei  ftnkteB 

FiScke   UBiI  über  ^ 
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des    Herausgeber. 
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Die  An&abe  too  der  kvaestm.  Linie  Awiii4.hci  zwei 
asf  einer  beliebisen  Fläche  gdbiirt  hekanadicb  in  «ine  Gebiet 
Variationjsrecfaniins  and  bat  <fie  Geomeor  viel&cb  bescballigt.  Die 
AnfUjennc  dieser  Aaisabe  dnreb  «üe  ¥ariaiion«recbnaDe  nnteifiegt 
keiner  Scbwierisfceit  and  kann  in  meiner  Spblraidiscben  Tri- 
gene^aetrie.  Berlin.  iäSl  4  Sl  IL  ntübeejckcn  wa:dB 
kttk  nur  aber  iHBer  tekrteich  and  interciroat  aaawJiieia» 

ilfteb  Hl  die  VnrinäeDjsrechnang  ^ebwmide  \itf'yiheii 
die  Vanadonsrecbnnng,  Uo«a  dnccb  ifie  gjtwiibBlichn 
▼on  GruS9ten  and  Kleinsten ,  wie  dieselbe  in  der  DiSenuitiab^chi- 
nnng  Torsetraeen  wird ,  zn  iu^en  *} ,  weil  man  dadnrcfc  vftna 
neue  aicbt  aninteregiranle  Angaben  aber  die  Maxima  and 
geföbrt  wird,  and  weil  solche  Aofliisiuisen  für  Aofinscr 
beste  Torbereitnn«  anf  das  Stadiom  der  eisen dicben  Variatioiie- 
reefamiDi^  Ttk  Aein  iMibeinen.  Wierza  kommt  Im  vuriie-renden  FaUe 
nerh»  dsAM  die  könente  I^ie  eine  sehr  sros^e  praktische  Wid- 
tigfcsft  fflr  sktb  rn  AwtfmeJk  2v  nehmen  berechtig  ist,  wcfl  de 
stnerlei  ist  mit  A^  Cnrve,  weleh^  anf  einer  kmnimen  FUkhe  daich 
ge^diUfseh^  /^perstWmea  ^ez^en  wird  and  deshalb  auch  den  Na- 
men 4^  %0t^MiiMhen  C.mne  Mhrt    Bei  Verlesan^en  aber  höheie 

«>  lf#  0,  s«#Ji  SN»is«  Amltimmg  der  Asfi^abc  tim  der  Brachjste* 
«hfASS  *<^*4  4M  fsrSsCfMMreehsMig  im  ArcbiT,  ThL  TIL,  S.  S0& 
nss  Ahstleh«  As/MMSg  dsr  Aalgabe  Tsn  dem  Körper  dea  kki 
friJwiin>l>i  «'•»ds  tdb  Kl  efaMM  der  fsigeaden  Hefis  mirthsnen 
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GeodXsie  wird  man  nun  zwar  immer  die  beiden  ersten  Theile  der 

ngenannten  höheren  Analysis,  nSmIich  die  Differential-  und  Inte- 

gnIrechnuDg»    vorauszusetzen    berechtigt   und  genCthigt  sein;    ob 

Bin  aber  bei  allen  Zuhörern  in  solchen   Vorlesungen   auch  eine 

Uoreicbende  Bekanntschaft  mit  dem   dritten  Theile ,    nHmlich  mit 

ler Variationsrechnung 9    wird  voraussetzen  können,  lasse  ich  da- 

lio  gestellt   sein»    bemerke    aber,    dass  ich   durch  die  Erfahrung 

»ften  von  dem  Gegentheil  überzeugt  worden  bin,  und  glaube  da- 

kr,  Lehrern  der  hnhercn  Geodäsie   auf  Dniversitfiten  und  poly- 

ledmischen  Lehranstalten,  militairischen  Akademieen  u.  s.  w.  einen 

DinMt  zu  erweisen,    wenn   ich  im  Folgenden  eine  Auflösung  der 

Anfgabe    von   der   kürzesten  Linie    ohne   die  Variationsrechnung 

■ttbeile    und  'zugleich    die   Uebereinstimmung    dieser  Curve   mit 

hl  geodätischen  Linie  nachweise,   indem  ich  zugleich    diese  von 

ik  gifiindene  und  zunächst  im  Interesse    meiner  eignen  Vorle- 

angtt  fiber  höhere  Geodäsie  entwickelte  Auflösung  auch  in  all- 

fflM  mathematischer  Beziehung  für  so  lehrreich  und  interessant 

Ute,  dass   sie   auch    deshalb    ^\o  Mittheilung   an    diesem    Orte 

w«U  verdienen  mag. 


§.  2. 

Bei  allen  solchen  eigentlich  in  das  Gebiet  der  Variationsrecb- 
W%  gehörenden  Aufgaben,  die  man  ohne  diese  Wissenschaft 
tilhis  mittelst  der  gewöhnlichen  Lehre  von  dem  Grössten  und 
iten  aufzulösen  beabsichtigt,  muss  man  von  einem  in  diese 
ire  gehörenden  Problem  ausgehen ,  welches  dann  eine  möglichst 
te  und  unmittelbare  Anwendung  des  von  uns  nachher  genau 
benden  allgemeinen  Princi[)s  gestattet,  auf  das  eigentlich 
Anflösong  aller  solcher  Aufgabeli  der  Variationsrechnung  zu 
Iphden  ist.  Wir  werden  hier  von  der  folgenden  Aufgabe  unseren 
AidaDf  nehmen: 

Aufgabe. 

.  Wenn  zwei  Punkte  im  Räume  und  eine  beliebige 
"liebe  gegeben  sind:  auf  dieser  Fläche  einen  Punkt 
II  finden,  welcher  von  den  beiden  gegebenen  Punk- 
ten gleich  weit  entfernt  ist  und  ausserdem  eine  solche 
Lage  hat,  dass  die  Summe  seiner  Entfernungen  von 
'qh  beiden  gegebenen  Punkten  kleiner  ist  als  die 
Simme  der  Entfernungen  jedes  anderen  Punktes  auf 
ier  Fläche  von  den  beiden  gegebenen  Punkten,  wel- 
cber  von  diesen  beiden  Punkten  gleich  weif  entfernt  ist. 

TbeüXXn.  5 


L 


0g  Grnnert:    Ceber  die  kuneste  Linie  ^miseken 

AaflusQDg. 

In  Bezog  wat  eio  beliebiges  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
seien  a,  b,  c  nnd  o^,  öi,  Ci  die  Coordinaten  der  beiden  gege- 
benen Punkte  im  Raome,  and 

1)    i«=/(jr,y,z)=0 

sei  die  Gleichung  der  gegebenen  Flache.  Die  Coordinaten  des 
gesocbten  Punktes  wollen  wir  der  Einfachheit  wegen  durch  x,  y,  % 
selbst  bezeichnen.    Dann  sind  bekanntlich 

V  (ar-ö)«  +  (y-6)*  +  (z-c)2    und    V  (:r-*ii)*+(y-^)*  +  (2-e,)« 


die  Entfernungen  des  gesuchten  Punktes  (j?yz)  von  den  beiden  g»- 
f^benen  Punkten  (abc)  und  (ai6|C|);  und  da  nun  der  gesuchte 
Punkt  auf  der  gegebenen  Fläche  liegen  und  von  den  beiden  gege- 
benen Punkten  gleich  weit  entfernt  sein  soll«  so  erhalten  wir 
zwischen  den  Coordinaten  a:,y,z  die  zwei  folgenden  Bedingung»- 
gleichungen : 

oder 

oder 

Wegen  dieser  beiden  Bedingungsgleichnngen  ist  nur  die  eine 
der  drei  veränderlichen  Grossen  j:,  y,  z,  etwa  die  Grosse  j:,  un* 
abhängig  variabel,  und  die  beiden  anderen,  y  und  z,_sind  als 
Functionen  dieser  Grosse,  nämlich  der  Grosse  x,  aufzufassen. 

Ferner  .geben  uns  die  Bedingungen  der  Aufgabe  die  folgende 
Gleichung : 

V  (ar-a)«+(y-6)H(^-c)«+  V  (a:-ai)H(y-6i)>+(2-Ci)«=  Min., 

d.  b.  wegen  der  zweiten  der  beiden  vorhergebenden  Bedinguogs- 
gteichungen : 

•der,  was  offdnbar  Daesselbe  ist:- 


%wei  PwMen  auf  einer  beliebigen  Fläche  und  eic.  fff 

V(ar— «)«  +  (y— 6)«+(j— c)«= Min. , 

welches  nach  den  Regeln  der  Differentialrechnung  aof  der  Stelle 
zo  der  Bedingungsgleichung : 

I 

also  za  der  Bedingungsgleichung 

^-fl+(.y~6)|j  +  (z~c)g  =  0 

fBbrt. 

Diia  beiden  ersten  Bedingungsgleichungen  führen  nun,  indem 

du       du      du 

öor'     %'     dz 

natfirlich  partielle  Differentialquotienten  bezeichnen  *) ,  unmittelbar 
u  den  beiden  folgenden  Gleichungen: 


*)  Man  hat  in  nenester  Zeit  hin  und  wieder  angefangen  nnd  in  Vor- 
schlag gebracht,  gewöhnliche  Differentiale  durch  d,  partielle  Differen- 
tiale durch  8  zu  bezeichnen.  Vor  einem  solchen  Usns  ist  aber  nach 
QBserer  Ueberzeuganj^  zu  warnen,  weil  wir  dieae  Bezeichnung  weder 
für  beqn^lUf  noch  für  nothig  halten  können,  und  zwar  ans  folgenden 
Gründen*  Zuvorderst  bei  Differentialqnotienten  ist  die  vorge« 
•chlag^ne  Unterscheidung  ganz  unnütz  nnd  völlig  überflüssig,  weil  hier 
die  Grösse,  nach  welcher  differentiirt  werden  soll,  schon  unter  dem 
Strich  steht,  nnd  bei  Functionen  mehrerer  Variabein  es  sich  ein  für  alle 
Mal  schon  gan«   von  selbst  versteht,    dass   der  Differentialquotient  nur 

ein   partieller  sein  Icann.     Ist  U   eine  Function    nur  von  Xy    so  ist  k— 

ox 

der  gewöhnliche  Differontialqnotient  von  li  nach  X;    ist  U  Ton  mehreren 

du 
Variabein  abhängig,  so  kann  k-  nur  der  partielle  Differentialqnotient  von 

u  nach  X  sein ;  wozu  soll  es  also  helfen ,  im  ersten  Falle  -=—  •  im  zwei- 

dx 

du 
ten  Falle  «r-  ^n  schreiben??    Bei    Differentialen   femer,    wo    eine 

dx 

mileaeoheidende  Bezeichnung  gerade  besonders  wünschenswerth  sein 
dorlte,  wgt  weder  du  noch  du  aus,  nach  welcher  Variabelo  die  Func- 
tion melMForer  ver&oderlichen  Grössen  U  differentiirt  werden  soll,  so  dass 
ms«  sba  in  diesem  Falle  doch,  wie  z.  B.  Cauchy  thnt,  wean  U  etwa 
nmsb  X  differesliirt  werden  soll ,  dxU  oder  meinelwagen  auch  dxU  achrein 
ben  mnss.    Die  Gleichung 

5* 
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o-  «,  +  (6-61)  3*  +  (c-c,)^=0. 


du  =  dxu + dyU  +  8»« + .... 

dräckt  B*  B.  ganz  bestimmt  den  Satz  aos,  das«  das  Tollständige  Diffe- 
rential du  Ton  u  der  Summe  aller  partielles  Differeatiale  tob  tf  gleich 
ist;    was  soll  denn  aber 

8tt  =  9i«  +  9i«  +  9i«+  .... , 

oder,  ich  weiss  nicht,   Tielleicht 

heissen??    Bedient  man   sich    im    vorliegenden  Falle    der    Differential- 
^  qaotienten ,    so  ist  wieder 

ganz  bestimmt  ond  onzweidentig  and  alles  Uebrige  ist  noBOts,  wenn 
man  nicht~etwa,  um,  wie,  am  conseqaeot  zu  verfahren,  Caochy  thnt, 

schreiben  will.  Es  scheint  daher  nach  wie  ror  das  Beste  zn  sein,  das 
sogenannte  geschwungene  d  durchgreifend  als  allgemeines  Diffe- 
rentialzeichen zu  benntzen,  wobei  man  noch  den  Vortheil  gewinnt, 
dass  man  sich  d  zu  anderem  Gebrauch ,  als  Bezeichnung  einer  Grosse, 
reserrirt;  vor  der  in  Rede  stehenden  Nenernng  ist  daher  nochmals  zu 
warnen,  so  sehr  auch  eine  rodglichst  einfache  unterscheidende  Bezeich- 
nnng  gewöhnlicher  nnd  partieller  Differentiale  als  wänschenswerth  er- 
scheinen   muss.     Bis  jetzt  ist  immer  dxU   für  das  partielle  Differential 

nach  X  und    s —  für    den    partiellen    Differentialqootienten    nach   X    das 

Beste,  wenn  man  sich  nicht  mit  dem,  was  wir  oben  angegeben  haben, 
begnügen  will,  was  aber,  nach  unserer  Ueberzeugung,  in  der  That  auch 
Tollkommen  ausreicht.  Auch  dürfte  es  gar  nicht  so  leicht  sein,  sich, 
wenn  man  schnell  rechnet,  immer  zu  erinnern,  wenn  man  //  and  wenn 
man  d  schreiben  soll,  und  bei'ra  mundlichen  Vortrage  ist  diese  Beseich- 
■angsart  vollends  anbequem.  Wir  haben  vorstehende  Bemerkungen  bei 
dieser  Gelegenheit  nicht  onterdröcken  wollen,  weil  ans  die  Sache  nieht 
ohne  Wichtigkeit  au  sein  scheint,  lassen  übrigens  Jedem  genke  «eine 
Weise,  wenn  es  freilidi  auch  der  Wissenschaft  wenig  frommen  kann, 
wenn  Jeder  berufen  zu  sein  glaubt,  nene  Bezeichnungen  einzufahren, 
die  doch,  wie  die  Erfihrung  genugsam  lehrt,  meistens  keine  allgemei- 
nere Annahme  finden. 
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^8tt  ^,8»  8» n. 

•o  dass  man  jetzt  die  drei  folgendeo  Gleichungen : 

a_^,+(6-Ä,)|+(c_e,)|=0. 
8«       dt<  dy      du    dz        ^ 

bat,  ans  denen  sich  die  Differentialquotienten 

^       .  iz  « 

ö     öi^d  5- 
co:  co: 

▼olkttndig  eliminiren  lassen.    Man  erhält  nämlich  aus  den  beiden 
ersten  Gleichungen  sogleich: 

8y  _(c— ci)(ar-a)— (fl— Ol)  (z— c) 
Sa:-(6-6i)(2-c)-(c-Ci)(y-6)' 

82      (g— <i|)(3(~ft)'-(ft-M(^— «), 
8a:""(6— M(z-c)-(c-ci)(2(— 6/ 

ond  f&hrt  man  dies  in  die  dritte  der  drei  obigen  Gleichungeo  ein, 
so  erhält  man  die  Gleichung: 

+  {(c— Ci)(ar— fl)-(fl— fli)(z~c)}^  >_0. 
+  t(a-a,)(y-6)-(6-6i)(a:-a)}g^ 

Also  hat  man  jetzt  zur  Bestimmung  von  x^  y,  z  die  drei  fol- 
genden Gleichungen: 

2) 

uz=zf{Xyy,z)=:Q, 
ii»+4«+c*— (aiH6iHci*)-2(a-ai)a:-2(6-.6i)y-2(c-C|)z=0, 

{(6-.6,)(z-c)-(c-cO(3r-6))g|  ^ 

811     V 

+  {(c— Ci)(a:— a)— (o~ai)(z— c)}^  ^  _.q 
+  {(a-ai)(y-6)^(6-6,)(»-«)}^ 
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Die  zweite  dieser  drei  GlmAmt^en  kam»  nan  auch  auf  eine  der 
b^den  folgendeD  Arteo: 

+2(a-a,)(a:~a)+2(6-^)(5^6)+-2(r-r,)(z-c)=0 
oder 

schreiben. 

Dass  man  sich  die  beiden  gegebenen  Pnakte  (abc)  and  («1^4%) 
aoch  auf  der  gegebenen  Fläche  selbst  angenommen  denken  kann, 
▼ersteht  sich  von  selbst,  and  ivird  hier  nur  deshalb  noch  beson- 
ders hervorgehoben,  «reil  gerade  dieser  Fall  für  nnsem  Hanpt- 
aweck  in  dieser  Abhamdhing,  nämlich  die  Eutwickeinng  der  Gtei* 
changen  der  kürzesten  Linie,  von  Wichtigkeit  ist.  ^    • 

In  den  drei  Gleichnngen  2}  ist  die  Aoflosung  unserer  Auf- 
gabe enthalten,  and  wir  werden  nachher  ein  Paar  specielie  Falle 
ausführlicher  betrachten,  indem  wir  zuvor  noch  auf  das  Resnitat 
der  im  folgenden  Paragraphen  angestellten  Betrachtungen  beson- 
ders aufmerksam  machen,  weil  dasselbe  für  den  eigentliclica 
ICweck,  welchen  wir  in  dieser  Abbandlnng  zu  eteichen  bCftbaiefc 
tigen,  von  der  grussten  Wichtigkeit  ist. 


§.  3.- 

Durch  die  drei  Punkte  (a6c),  {axhic{)  und  (xyi)  wollen  wir 
uns  eine  Ebenem  g^l^  denken,  deren  Gleichung,  wenn  ?,  9,  f  die 
laufenden  Coordinaten  bezeichnen, 

■'•.'-•.. 
sein  mag.    Da  diese  Ebene  durch  die  drei  Punkte  {abc\  (oi^iCi), 

{xyz)  gehen  soll,   so   haben  wir  die  drei   folgenden  Gleichungen: 

Ja+J56  +  Cc+/>=0, 

ans  denen  sich  leidit 

^=*(a-ai)(^-.6)-(6-.6|)(j:-a)' 
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JS (c — Ci)(x — a)  —  (g— gi)(2— c) 

C~  (a-fl,)(3r-6)-(6-.6i)(^-a) 

eTgiebt»  so  dass  wir,  wenn  /i  eioen  gewissen  Factor  bezeichne^ 
berechtigt  sind, 

^=/i{6-6i)(2;-c)-.(c-C|)(y-6)}, 
ß=fi{c  —  Ci)(x-'a)  —  (a--ai)(z-'C)], 

zu  setzen.    Nun  ist  bekanntlicb 

IR6  <i^felchalig  der  Beriihningsebene  der  durch  die  Gleichung  «=0 
gegebenen  Fläche  in  dem  Punkte  (xyz),  und  uach  der  dritten  der 
Gleichungen  2)  ist: 

,(6_6,)(i-«>)-(c-Ci)(y-6))^  ) 
+  i(c-«i)<^-o)-(a-«,)(*-c))^  .^=0. 

+ 1  («-  «i)  (y  -*)  -  (6-  bi)  («-«)  I  ^ 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

A    du     B    du      C  Bu      ^ 

folgucn 

woraus  sich   nach  dea  Lehren   der  analyfisdiefl  Geometrie   er- 
giebt,  dass  die  beiden  durch  die  Gleichungen 

du  du  du  ^ 

cbarakterisirten  Ebenen  auf  einander  senkrecht  stehen.     Dies  fährt 
onmittelbar  zu  dem  folgenden 

Satz. 

Die  durch  die  beiden  in  der  Aufgabe   des  vorher- 
gebenden   Paragraphen    gegebenen   Punkte  (abc)    und 
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(ai6|Ci)  und  deo  in  dieser  Aufgabe  gesuchten  Pu 
{xyz)  gehende  Ebene  steht  auf  der  die  gegebene,  dv 
die  Gleichung  u^=f(a:,ysz)  charakterisirte  Fläche 
dem  Punkte  (a:yz)  berührenden  Ebene  jederzeit  se 
recht 

Von  diesem  Satze  wird  nachher  eine  sehr  wichtige  An^ 
düng  gemacht  werden. 


§.  4. 

Cm  nun  die  Aufgabe  in  §•  2.  auf  ein  Paar  specielle  I 
anxiiweiiden,  sei  suTorderst  die  gegebene  Flache  eiD  doreh 
GMehiM« 

Ellipsoid;   so  ist 

=A..,.>.=(f)'+e-)'*c)*-'' 


Ät_^   ^_^  ??_^ 

a»~i^*  %~^'  Ss~^' 

FalgVkh  ist  M  dmoB  Falle  £e  dritte  der  Caekftn^e*  i) 

{(»-«i)(s-r)-(r-ci)(5— *){  ^ 
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+(a-Oi)(^--t)3P 
+  (6-6i)(^-^)"' 


=0. 


Also  mfissen  x,  y,  z  aus  den   drei   folgenden   Gleichangen   be- 
stimmt werden: 

(f)'+(?)'+(0'='- 

«H-*He*-(aiH*iHci*)— 2(«-Oi)«— 2(6-6i)y-2{c— «i)*=ft 

+(6-fti)(^-i)l^ 

Die  allgemeiDe  Auflösung  dieser  Gleiofaungen  ist  etwas  weit- 
iSufigy  weshalb  wir  jetzt  bloss  den  Fall  einer  Kugel  betrachten 
wollen»  in  welchem  o=j3=:y=r  ist,  und  die  drei  aufzulösenden 
Gleichungen  also 

aHft*+c«--(aiH^*+Ci«)--2(a— fli)ar--2(6-.6i)y--2(c--Ci)x=0, 
(ÄCj— *c6i)a:  +  (cfli — aci)y-f  (aö| — bai)z=:0 

sind.  Weil  es  uns  aber  bloss  auf  ein  Rechnungsexempel  ankommt« 
so  wollen  wir  der  Einfachheit  wegen  noch  annehmen,  dass  die 
beiden  gegebenen  Punkte  (abc)  und  (oibiCi)  auf  der  Oberfläche 
der  gegebenen  Kugel  liegen.    Dann  ist  offenbar 

and  die  drei  aufzulösenden  Gleichungen  sind  daher: 

(o-ai)a:  +  (6-6x)y  +  (c— Ci)x=0, 
(6ci  — c6|)a: + (coi  —  ai^)3f  +  (ofti  — 6ai)«=0. 
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Mit  der  Auflösung  dieser    drei  Gleichungeo  wollen  wir  uns 
jetzt  beschäftigen. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt  :- 

(g  —  flj )  (abi  —  6gi)  -^  (c  —  C'i)  (bcj  —  cbi)^ 
^      (c  —  Ci)  (cc^  —  aci)  r—  (b — 61)  (abi — bai)    ' 

(b — 6i)(Ät\«^c6i)-*-(o — Oi)icai — aci) 
(c — Ci)(cai — flCi) — (6  — 6i)(<i6i — 6ffi) 

Führen  wir  nun  diese  Ausdrücke  in  die  erste  Gieicbuiig  ein 
und  bemerken y  dass,  wie  man  leicht  findet,  wenn  der  Kürze  wegen 

geMtzt  wird  5   wo  e  die  Entfernung  der*betdeji  gogebefhen  Punkte 
von  einander  bezeichnet, 

+ 1 (6 - 61) ibci-^cb^)^{a - a{) (ca,  - öCi)}« 

+  Kc-Ci)(c«i -«c,)-(6-6,)(a6i  -  601))» 

=  c«|  (a6,  -*a|)«  +  (ÄCi  ^0*»)«+  (ca,-ac,)«) 

—  { («-«1)  (ftci— c6i)  +  ($— *i)  (ca,— oc,)  +  (.c—Ci)  (aft,— 6a,)}*, 

also,   weil  sich  leicht        '.'- 

<^'giebt, 

I  (a  —  Ol)  (fiÄj  — 601)— (d  —  Ci)  (6ci  — cfij,)  P 

+  1(6  — 6i)(6cj— c^J— (a-:.fli)(cai  — aci)l» 

+Uc-«,)<«*,-'«tc,)— (6-6iK**i— M)}"      r 
=c«{  («61  -6ai)«+<Ä«,  -  <*i)»4-  (c«^  -oci)'*) 

ist*;  so  erhaften  wir  tär  x,  y,  z  ohne  ^chwieHgkelt  die  fojgehden 
Ausdrücke,  in  denen  die  oberen  unü  unteren  Zeichen  6ich  auf 
einander  beziehen: 

(c—Ci)  (cai—aci)  —  (6—61)  jabi—ba^)      r 

-  STittbi  -6a;)«  +  (bci -cbO^  +  (cai— «c,)a  « 

_        (a— tfi)<n6i-^-»»i)~(i>-ei)(6Pi-'H?6i)      t 

^~-  V(o6i-6fli)H<6^^o6i)*+(cai— «Ci)»'« ' 
(6-?-6t))(6c»'*-g^), ""  («•'~gi)  (Ofi — «gl)      «^ 


stf«r  FunMen  auf  hmt  UHMnn  Flätke  und  ttc,  ?B 

Ans  den  beiden  Gleichangen 

^*  +  y*  +  «*  =  »'*» 

(a-ai)ar  +  (6— 6i)y  +  (if-ci)z=0 
erhält  man  durch  Differentiation : 

■d 

it  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt: 

3y       (c — Ci)ar — (a — a^z 

I 

I  aus  den  2vfei  letzten  Gleichungen  erhält  maiit 
äJi-  (A-6i)z-(c-c,)» 

.  an         (»-'■' iH(|)%(ai 

äiS^  (6-6i)x-(c-Ci)y 

Die  Grosse,    welche  ein  Minimdm  werden  soi,   ist  bekannt- 
[^    wenn  wir  dieselbe  durch  Sl  bezeichnen: 

sich  durch  Differentiation  ergiebt: 

ix  —  V(j:— a)«  +  (»—6)«  +  (z— ^« ' 
biersns  ferner,  wenn  man  der  Kflne  w^;en 
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ab,  ond  dieses  ist  daher  niir  eu  ermitteln.    Nach   dem   Verber- 

gehenden  ist  aber 

(»-*)S+(«-«)S 


Bai' 


Sx* 


_(c-c,)(y-6)-(6-fe.)(»-c)         /Byy      /&  Y 


=1-1+ 


alM 


'+®)'+(l)"+'»-')^+'-)S 

«iu«  es  folglicfa  nur  anf  das  Zeichen  von 

bci — cbi 

(6-6j)z— (c— c,)y 

utkommt.    Nach  dem  Obigen  ist  aber,    wie  man  mit  Rücksicht 
ufdie  schon  Torher  angewandte  Relation 

(fl— fli)(6ci— c6i)  +  (6— 6i)(cai— aci)  +  (c— Ci)(a6i— 6ai)  =  0 

leicht  findet: 

(6— 61)2— (c-ci)y 

^  ,  {(q-fli)H(6-^i)^-Kc~Ci)^l  (6ci-c6i)  r 


ibo 


bci—^cbi 


(6-61)1— (c-c,Xv 


»Daher  ist 


_  ,  V  (a6i-6ai)H(6ci-c60H(cgi-flCi)*. 


TT — Xt^ — T-^ — T-  ,  und  folglich  auch  5-5-» 

(6-6i)z~(c— Ci)y*  ^  8a:« 


litiv  oder  negativ,  jenachdeni  man  in  den  obigen  Ausdrücken 
nnx,  y,  z  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt;  und  es  fin- 
also  flir  die  oberen  Zeichen  ein  Minimum ,    ffir  die  unteren 
»gen  ein  Maximum  Statt. 
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.  Bozeieliiiet  man  das  Dreieck»  doMen  Spitzen  diePuakte  (c 
(a|6]C|)  und  der  Mittelpunkt  der  Kugel  sind,  durch  ^;  aa  iat 
kanntlich 


%d  =  V  (ci6i  — 6ai)«+(6ci—c6|)a+(cai  -acj«. 


also 


(c — Ci)(cai — aci)  —  (6 — 6i)(a6i  —  öoi)  r 
«.=:  J.  - — . ^j^ .-.  -, 

'    (a — Ol) iobj  —  bui)  —  (c — Ci)(bci—'cbi)  r 

3^-± 22 i' 

._  ,  (ft^M(ftei  — c^i)  -(g— fl^)(ca|  -aci)  r 
z^± 22 ^^ i' 

N 

Nun  ist  aber,   wi0  man  laicht  findet: 

=«(fliH6iH<?i*)+«i(aH^+c*)-ci(«ai+6*i+cc,)-fli(aai+66i4 
=(a+«i)(r*— ««1—661— cc,), 

and  folglich 

^r(r»-gfl|--66i-~cci) 
^=  ±  (a+«i ) 2^^^ ' 

3f  =  ±(6+6i) 2^2 ' 

<=±(<?+^) 2i2~' 

Nimmt  man  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  und  die 
den  gegebenen   Punkte  (nbc)  und  («|6|C|)   bestimmte  Ebeoe 
Ebene  der  xy  an,  ferner  den  auf  der  die  beiden  gegebenen  Pui 
mit  einander  verbindenden  Sehne  der  Kngel  senkrecht  atehei 
Dnrchmesser  derselben  als  Axe  der  x;   so  ist  oSubar 

a=iii>   6'|-6i:=0,  r  =  Ci=0: 

also  nach  dem  Obigen: 

_     r(r*-a«  +  A«) 

«•=4«-  —  ---^     — *  3r=0,  t=0; 
und  (blgKch.  wf»il  «ifenbar 


tttei  PttmJUen  tnif  tiner  HUMwem  Fläche  und  etc.  7^ 

ist: 

Aber»  wenn  man,  was  offenbar  ^erstattet  ist,  a  pomtiv  amrimat» 
J=z\ea;  also 


folglich,   weil  offenbar  e^=46^  ist: 

a-  =  +  r,   y=0,    t=0. 

Dieses  leicht  vorauszusehende  einfache  'Resultat  wird  man 
ohne  Schwierigkeit  geometrisch  zu  deuten  verstehen;  hier  hatten 
wir  nar  die  Absicht,  ein  möglichst  einfaches  Beispiel  fiir  die  An* 
wendang  unserer  allgemeinen  Formeln  zu  geben. 


§.  5. 

Bevor  wir  zu  der  Entwickelung  der  Gleichungen  der  kOrze- 
sten  Linie  übergehen,  wollen  wir  zuvor  noch  die  Gleichung  der 
sogenanntem  Oseulations-Ebene  einer  Curve  von  doppelter 
Krümmung  entwickeln,  weil  diese  Ebene  weniger  bekannt  ist 
und  auch  die  Entwickelung  Ihrer  Gleichung,  wie  mir  scheint, 
nicht  immer  mit  der  nothigen  Strenge  und  Evidenz  gegeben  wird. 

Es  seien  also 

die  GJeichuogen  einer  Curve  von  doppelter  Krümmung  oder  über- 
haupt einer  beliebigen  Curve  im  Räume.  Lässt  man,  wenn  von 
jetzt  an  ;i:,  ^,  z  die  Coordinaten  irgend  eines  bestimmten  Punk- 
tes dieser  Curve  bezeichnen,  a:  sich  um  Jx  Sndern,  so  mögen 
wie  gewohnlich  Jy  und  Jz  die  dadurch  herbeigeführten  Aende- 
rungen  von  y  und  z  sein;  lässt  n^an  aber  jt  sich  um.-^^as  ap- 
dem,  so  mögen  die  dadurch  herbeigeführten  Aenderungen  von  y 
und  z  durch  Jiy  und  JiX  bezeichnet  werden.  Die  Gleichung  der 
durch  die  lixei  Punkte 

(X,    y,     2), 

(x-i-Jx,  y  +  ^y,  x+Jz), 
(x-^Jx,  y+^iy»  z+^iz) 
gelegten  Ebene  sei 
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wenn  jetzt  die  laufenden  Coordinaten  durch  u^  v,  to  bezeichnet 
werden;  so  haben  wir  zur  Beslimmong  von  Ay  B,  C,  D  die 
Gleichungen : 

Ax^By  +  Cz-\'D=Q, 

.1(^  +  ^0:) +  ß(y  +  ^y)+C(2  +  ^zJ  +  /)=:0. 
^(:r— ^^)  +  ^(y +  ^,y)+ C(z+^ii)  + Z>  =  0. 
Hieraus  erhält  man  durch  Subtraction: 

-  AJx-^-  BJiy  +  CJiZ  =  0; 

also  durch  Addition: 

B(Jy  +  Jiy)  +  C{Jz  +  Jiz)  =  0. 

Setzen  wir  nun 

B^=fi(Jz-i'  ^iz)y 
so  ist 

C  =  —  ii{Jy+Jiy);      , 

und  fOhrt  man  diese  Werthe  von  B  und  C  in  die  Gleichung 

AJa:  +  BJy+C^1z  —  0 

ein,  so  erhält  man: 


^1x 

Als  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  ergiebt  sich  aber  aus  den 
Gleichungen 

Au^Bv+Cw  +  D=0, 

Aa:+Byi'Cz  +  D=:0 

durch  Subtraction  die  Gleichung 

A(u-x)+B(v-y)  +  C(w--'z)=:0, 

und  diese  Gleichung  ist  daher  nach  dem  Vorhergehenden: 
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oder 

\/ia:  Ax      Ax    AxJ^         / 


+ 


a+^)(— ) 


Da  man  nun  unter  der  Osculations-Ebene  der  gegebenea 
Curve  in  dem  Punkte  {xyi)  die  Ebene  versteht,  deren  Lage  durch 
zwei  in  dem  Punkte  {xyz)  zusammenstossende  Elemente  der  Curre 
oder  durch  den  Punkt  (xyz)  und  zwei  andere  unendlich  nahe  bei 
demselben  liegende  Punkte  der  Curve  bestimmt  wird,  so  erhält 
man  die  Gleichung  der  Osculations-Ebene,'  wenn  man  in  vorste- 
hender Gleichung  Ax  sich  der  Null  nähern  lässt  und  zu  der  Gränz- 
gleichung  übergeht.  Zu  diesem  Ende  ist  nach  dem  Tayl er- 
sehen Lehrsatze,  wenn  p,  6  und.pi,  S^  positive,  die  Einheit  nicht 
übersteigende  Grossen  bezeichnen: 

Ayz=if{x).Ax  +  \f'(x+QAx).Ax'^, 

Az=(p'(x).Ax+l(p"(x+ BAx).Ax^  . 


oad 


also 


und 


Aiy  = — f'isc) .  Ax  +  hfix — pj  Ax) .  Ax^, 
Aiz=:  —  <p'(x) .  Ax + \g>"(x — &i  Ax) .  Ax^ ; 


^=  r(x)  +  ir(x-\-QAx).Ax, 

^x 


2^  = — ^f(x)  +  \(f{x — B^Ax) .  Ax. 


Iraker  ist 


^  +  ^=k\ri^+Q^ä:)+r(^-'QiAx)\Ax. 
^  +  ^  ==  i  {v'iß+eAx)  +^''(x^e^Ax)]Ax 


TheU  XXn. 


Crunert:    reder  dte  kilnexle  IJnie  vwitchen 
and,  wie  roaa  leicht  findet: 

Jx '  Jx      /ix '  Ax- 

\       /"'(x)  (!f''(x\BAx)  +  g>''(,x—eiJx))  1 
=  i  [   ^* 

+ j  I  /•(X+*  //x) ,  ip'  (x—OiAx)  -  f'ix—e^Jx) .  tp"  (x-i-eJx)  I  ^ 


Jx  \dx '  Ax      Ax  '  Ax) 
j       f{x){ip'{.x\%Ax)\ff>'(x—e^Axy) 

+  \\rix+9^*)'P''(x-'»i^')-r(x-9iAx).tp'(x-l^dAx)i 

Geht  man  nan,  indem  Ax  sich  der  Nnll  nähert,   zo  den  Grä 
Cber,  so  erhÜt  man: 

Um — /'^ .  ^ — —  -  ^^ 

^l«\^x  *  Ax       Ax    Ax) 

= fix) .  t"(x)  -  9''(*)  -  r  (^) = ä  ■  fe-  -  •  ^ ; 

ox    cor*      cj"    cj^ 

«irf  w«il  SMA  «Uli  die  obi|»e  Gleichiiii|r  nneerer  Ebene   aocii 
<#^e»de  Art  scbreibeD  kmnD  : 
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so  i8t  die  GrSnzgleichung,  d.  i.  die  Gleichung  der  OscalatioDS- 
Ebene  nach  dem  Vorhergehenden : 

\f(a:) .  ff^ix)  -  g>'(a:) .  f^(as)  \(u-a:) 

+r(^).(«^-^) 


Hier 


Denkt  man  sich  x,  y,  z  sämmtliuh   von  einer  gewissen  ver 
^derlicben  Grosse  co  abhängig,  so  ist 

5^  — öz-iä~>  also   KZ—ciZ'^z^ 


.  8(0     Bx 

'  So 

,    ai9u 

da;      da 

i'  dm 

8^_ 

'dx' 

00,»  + 

0 

dx 
d(o 

^dy    §^  ,  ?^   /8^\* 


8^      8^    8*a:      8ar  8*,y       8^  B^x 
aay  _  g^'^'~8^*8^_ 8ö*8^"""8(a*8cJ? . 

\daij  \dmj 


ganz  eben  so: 


dz         dz     dx 
8a;       8«  *  8« ' 

dx    dh       dz    cl^x 
8«! 8cj  *  8(0«     8a>  *  Sco« 


lieh  ist,    wie  man  leicht  findet: 


dy    8«z       8z   Shf 
dh      dz    8^  ^^  doi '  8(0^     8c()  *  öei« . 


(i) 


dalier  die  <SI«iobang  der  Osoilationa-EbeoA: 


«♦ 
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/  dz    d^x      dx    d^z  \  .  {  |v 

oder  auch  der  Kurze  vTegen,  wenn  man  sich  nur  immer  .rr,  y,  i 
säromtlich  als  von  einer  gewissen  veränderlichen  Grösse  abhängig 
denkt: 

3)  +  (Sza^ar  —  dx^z) {v—y)  ^  =  0 • 

+  (^xS^y  —  ^y^x)  {w  -2) 


Wir  wollen  jetzt  zu  der  Entwickelung  der  Gleichungen  der 
kürzesten  Linie,  als  dem  Hauptgegenstande  dieser  Abhandlung, 
übergehen.  Diese  Entwickelung  ist,  wie  in  ähnlicher  Weise  bei 
allen  ähnlichen  eigentlich  in  das  Gebiet  der  Variationsrechnung 
gehurenden  Aufgaben ,  ^  auf  das  folgende  Princip  zu  gründen : 

Wenn  zwischen  zwei  auf  einer  beliebigen  Fläche 
liegenden  Punkten  auf  dieser  Fläche  die  kürzeste 
Linie  gezogen  ist,  so  ist  auch  jeder  Theil  dieser 
Linie  die  kürzeste  Linie  zwischen  seinen  beiden  End- 
punkten auf  der  Fläche. 

Denn  wäre  dieser  Theil  nicht  die  kürzeste  Linie  zwischen 
seinen  Endpunkten,  so  würde  sich  zwischen  diesen  Endpunkten 
auf  der  Fläche  eine  kürzere  Linie  als  dieser  Theil  ziehen  lassen, 
welcher  zusammen  mit  den  übrigen  Theilen  der  kürzesten  Linie 
zwischen  den  beiden  gegebenen  Punkten  auf  der  Fläche  eine 
Linie  darstellen  würde,  welche  ebenfalls  zwischen  den  beiden  ge* 
gebenen  Punkten  läge  und  offenbar  kürzer  wäre  als  die  kürzeste 
Linie  zwischen  diesen  beiden  Punkten,  was  ungereimt  ist. 

Denken  wir  uns  nun  zwei  in  dem  beliebigen  Punkte  (^^2) 
der  zwischen  zwei  Punkten  auf  der  durch  die  Gleichung 

4)     Ä  =  F(a:,3(,  2)=0 

charakterisirten  FiSche  gezogenen  Kürzesten  zusamaenstesslende. 
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einander  gleiche  unendlich  kleine,  und  daher  als  geradlinig  zu  be. 
trachtende  Elemente  dieser  Kiirzesten,  so  muss  nach  dem  obigen 
Princip  die  Summe  dieser  beiden  Elemente  zwischen  ihren  beiden 
änssersten  Endpunkten  die  Kürzeste  auf  der  Fläche  sein ,  woraus 
sich  nach  dem  in  §.  3.  bewiesenen  Satze  ganz  unmittelbar  und 
auf  der  Stelle  ergiebt,  dass  die  durch  die  beiden  in  Rede 
stehenden,  in  dem  Punkte  {xyi)  zusammenstossenden  E)lemente 
unserer  Kürzesten  bestimmte  Ebene  auf  der  Berührungs -Ebene 
der  dor^  die  obige  Gleichung  charakterisirten  Fläche  in  dem 
Punkte  (xyz)  senkrecht  stehen  muss.  Erinnern  wir  uns  jetzt  aber 
ferner  aus  §.  5.,  dass  man  die  durch  die  beiden  in  dem  Punkte 
{xyz)  zusammenstossenden  Elemente  .  bestimmte  Ebene  die  Oscu- 
lations-Ebene  unserer  Kürzesten  in  dem  Punkte  {xyz)  nennt;  so 
ist  klar,  dass  man  zur  Aufstellung  des  folgenden  Satzes  berech- 
tigt ist: 

'  Die  kürzeste  Linie  auf  einer  Fläche  zwischen  zwei 
Punkten  wird  durch  die  Eigenschaft  charakterisirt, 
dass  in  jedem  ihrer  Punkte  ihre  Osculations-Ebene 
auf  der  Berührungs-Ebene  der  Fläche  in  diesem  Punkte 
senkrecht  steht. 

Mittelst  dieses  Satzes  ist  es  leicht,  die  Gleichungen  der  Kür- 
zesten zu  finden.  Denn  zuvorderst  ist  die  Gleichung  der  Beruh- 
mngs-Ebene  der  durch  die  obige  Gleichung  charakterisirten  Fläche 
In  dem  Punkte  {xyz)  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geome- 
trie bekanntlich:  ^ 

dSl  ..SSI  v^Sß/        ,     ft 

g^(i^-a;)+g^(i^-.y)+-g^(tr-2)=0. 

Ferner  '  Ist  nach  §.  5.  3)  die  Gleichung  der  Osculations-Ebene 
der  Kürzesten  in  dem  Punkte  {xyz): 

(dyS^'-dzS^y){u''X)   \ 

+  {dzS^x  —  dxff^z)  {v — y)  >  =  0. 

+  {dxd^'-dyS^x){w-'z)  ) 

Da  nun  nach  dem  Obigen  diese  beiden  Ebenen  auf  einander 
senkrecht  stehen  müssen,  so  erhalten  wir  nach  den  Lehren  der 
analytischen  Geometrie  die  Gleichung: 

+  -^{BzS^X'-dxB^z)    }  =  0. 
+  ^-§(dxS^^Byd»x) 
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Akro  dind  die  Gleicbungen  der  Ktirzedten: 

5) 

oder  aacb: 

6) 

aa       aa       sä 

g^(a^8az— aza*3r) 

•    +g^(ataaa;— 8x8««)  ^  =0.     . 

V^{dxdh,-^dyd^x) 

dSl 
Eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  -07  >    so    erl 

man  die  Gleichung: 

:  =0, 

-'^{(dxd^ySyd^x)dy  -  (82 8«^:— 80:825) dz] 

oder 

1^  { Sif  {dx  S'x  +  dz  a^z)  -  (8x* + az»)  aa^^  1 

=0. 

-  g- (8a:  (82,8»^^ + aza«z)  -  (8y» + at«:  a^a;  I 

oder 

U  {8^  (8a;8«a:  +  8ya«y +aza«z)  -  (8a;«  +  By^+Bt^8^] 

'.  =( 
—^{dx(3x8^x  +  a^^aV +8«a«i)— (8a;«+3ya+8za)  S'x) 
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iko,    wie  man  sogleich  findet: 

^(SjfSh  -  d$dhf)  —  |^(8a;8«#-8i8«ar)=0. 

Anf  diese  Weise  erhalten  wir  überhaupt  die  drei   folgenden 
ßeicbangen : 

7) 
g^(ay8«»— 8*8>|y)  -^  (aa:8»*-8«8aar)=rO, 

-^  0x8««  -  dsd'x)  -  ^  (dx  &>t  -  ds  &h)  =  0. 


• 
r 


Betrachten  wir  aber  ds  als  eonstant,  was  verstattet  ist,  setifl» 
d^«  =  0>    so  werden  diese  Gleichungen: 

8) 
aß   8«^     8Ji    8*a:_- 

8x  'aja-a^^  -giä"— "' 

8ß  8^     8ß  8^  _^ 
8>y  '8»»"  8«  *8j*  " "' 

8ß  8%     8^5  8?^  _n 
8z  '8»«  ~8ar  '8*»— "* 

• 

I  Aus  der  obigen  geometrischen  Eigenschaft  der  kürzesten  Linie, 
Iriche  der  Entwickelung  der  vorstehenden  Gleichungen  derselben 
Grundlage  gedient  hat,  dass  nämlich  in  jedem  Punkte  der- 
ben die  Berührungs- Ebene  der  Fläche,  auf  welcher  sie  gezo- 
ist,  und  die  Osculations- Ebene  der  Curve  auf  einander  senk- 
it  stehen,  geht  unmittelbar  Folgendes  hervor: 

Wenn  man  sich   die  Kürzeste  in  Elemente  getheilt 

lokt  and  jedes  dieser  Elemente  über  sei  neu  Endpunkt 

iau8  verlängert,  wobei   man   die  Elemente  in  einer 

isiien  Ordnung  zu  nehmen  oder  nach  einer  gewi«- 

in  Richtung  hin  zu  zählen  hat,    so  ist  die  Projectiot 


r 

i 
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der  Verlängerung  eines  jeden  Elements  anf  der  Fläche, 
auf  welcher  die  Kürzeste  gezogen  ist,  immer  das  nächst 
folgende  Element  der  Curve. 

Hierin  ist  aber  unmittelbar  das  Princip  ausgesprochen,  nach 
welchem  in  der  Geodäsie  anf  einer  Fläche  sogenannte  geodätisch- 
gerade Linien  gezogen  werden,  worüber  wir  das  Weitere  der  ge- 
nannten Wissenschaft  überlassen  müssen  *).  Man  pflegt  daher 
die  kürzeste  Linie  auch  die  geodätische  Linie  zu  nennen  **). 


§.   i. 

Das  Rotations -EUipsoid,  welches  fSr  die  mathematische  Geo- 
graphie und  Geodäsie  Ton  vorzüglicher  Wichtigkeit  ist,  wollen 
wir  jetzt  einer  besonderen  Betrachtung  unterwerfen. 

Die  Gleichung  desselben  sei 


*        a«     +  6«  ■" 


oder 


so  ist  im  vorhergehenden  Paragraphen 

:««  +  »»      X» 

za  setzeo,  und  folglich 


*)  M.  s.  z.  B.    meine   schon  angeführte   S|ihäroidische    Trigo- 
nometrie,  §.  1.  und  $.  2. 

**)  A.  a.  O.  habe  ich  aus  der  obig^en  Grundeigenschaft  der  geodä- 
tischen Linie  ihre  Gleichungen  abr^eleiret  und  dann  mittelst  der  Varia- 
tionsrechnung gezeigt,  dass  diese  Linie  mit  der  Kürzesten  einerlei  ist, 
also  eigentlich  den  umgekehrten  Weg  von  dem  im  Obigen  eingeschla- 
genen Wefs^e  verfolgt.  Hier  kam  es  mir  darauf  an,  die  Betrachtung  von 
der  Variationsrechnung  ganz  unabhäng^ig  zu  machen  und  in  das  Gebiet 
der  gewöhnlichen  Differentialrechnung  hinüberzuführen.  Bemerken  will 
ich  hier  noch  gelegentlich,  dass  im  Vorhergehenden  immer  bloss  tod 
der  Kürzesten  gesprochen  worden  ist,  indem  wohl  auf  der  Stelle  in 
die  Augen  springt,  dass  von  einer  längsten  Linie  zwischen  zwei  Punk- 
ten auf  einer  Fläche  oder  von  einem  Maximum  überhaupt  gar  keiae 
Bede  sein  k^nn. 
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also 

Daher    haben   wir  nach    dem    vorhergehenden   Paragraphen    die 
Gleichung 

^8?""y8? 


8*v       S^x      ^ 


oder 


d.  i. 


O*  ^  OS 


=0. 


also ,  wenn  C  eine  Coostante  bezeichnet : 

Bezeichnen  wir ,  indem  der  positive  Theil  der  Axe  der  x  nach 
dem  Anfangspunkte  der  Längen  hin  gerichtet  angenommen  wird, 
die  Länge  und  reducirte  Breite  durch  co  und  c5 ;  so  ist  bekanntlich 

a;=a  coso)  coso. 

11)    ^  ^='a  sinco  cosc), 

z  =6sino; 


Sx^= — a  (sin«  cos  5  8  CO  +  cosa)sinQ8c5)9 
dy=:  a  (cos  Q>  cos  (58(0 — sinö>sinc5  8c3), 
dz  =     6cosc5dQ; 


folglich 

!cos  (o'^cos  o^cco—sin  cocos  osin  (dcosQ'öQt 
_ I 
-f  sina)^osG)%(D -f-sincocoscosinocosodci)' 


cos  CD^cos  (d^Sco—sin  cocos  osin  (dco8(dd(di 


also 


12)   xdy  —  ydx = a*  cos  id^m. 
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Ferner  ist 


sin  o^  cos  ö^Scö*  -|-  cos  «^sin  ö^Sö* 
co8<a*cos5*8ß>2  -f  sinca^sinu^So^ 


— -«a 


o*  (cos  ö«8(ö2  +  sin  ö^Sö«)  +  6^  cos  ö^aöJ«, 


also 


13)    8*2=  a^cos  ö^Scö« -f  («asin  ö«  +  ö^cos cS^) 85« 

Nach  10)  ist 

xSy  —  y8ar  =  CSs, 

also  nach  12):  ^ 

14)    a*eosöa8a}=C85. 

Folglich  ist  nach  13): 

a4cos548a)2=  e2|a*cosö*^8a)2+(a2sinö2  +  6acosö*)8ö2|, 

woraus    sich   leicht 


-p^COSü'* — 1 


also 


15)    8a}  =  db-8ö 


ft     _    4     /     g2*afl|2:6)2  +  1 


cf  m/      a^ 


^^C0SG)2  — J 

ergiebt^  wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jena 
dem  8g)  nnd  8c5  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben»  d. 
jenachdem  co  und  c5  gleichzeitig  zu-  un/l  abnehmen,  oder  w< 
das  eine  zu-  oder  abnimmt,  das  andere  respective  ab-  oder  zanim 

^^ehmen  wir  jetzt  die  geodätische  Linie  nach  derselben  Ri* 
tung  hin,  nach  welcher  die  Längen  gezählt  werden,  und  bezei 
Den  das  Azimuth  durch  B,  wo  bekanntlich  6  nicht  grösser  als 
und  nach  der  Seite»  nach  welcher  die  Längen  gezählt  werft 
und  nach  der  Seite  des  positiven  Erdpols  hin  genommen  wird;^ 
ist,  wobei  Taf.  II.  Fig.  1 .  zu  vergleichen,  offenbar,  jenachd 
6<i7t  oder  ö>4Jt  ist: 
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oder 

a«.co8(Ö-»=V"J?+y*.3w. 

also,    weil 

cos(iff — 6)  =  cos  (ö— i«) 

ist,   allgemein  v 

Mgticb  allgemein: 

16)     8inö8#=\^a:«+y«.öü). 
]^  ist  aber  oacli  11) : 

or*  +.y*= a*  (cos  a)*+  sin  «*)  cos  ö*=  a*  cos  ö*, 
ibo,  fieil  o,  absolut  genommen,  nie  \n  übersteigt: 

\^i*  +  jf*  =  a  cos  5 , 

sDd  folglich  nach  16)  allgemein: 

17)    sin  6ds  =  a  cos  ^do. 

Nach  14)  und  17)   hat   man  jetzt  also  die   beiden   folgenden 
Gleichungen : 

C9*  =  a^  cos  ö^co , 

sin  6^5  ==  a  cos  Qdco ; 

tos  deneo  mittelst  Division  sich 


also 


oder 


-r— ^  =  a  cos  (d  f 
sind 


18)    acosG)siD0=:  C 


19)    cos  5  sin  ö=  — 
^  a 


ergiebt,  in  welcher  Gleichung  der  fiir  die  sphäroidische  Trigono- 

^netrie    und   Geodäsie    höchst    wichtige   Satz    ausgesprochen    ist, 

asa  jede   geodätische  Linie  auf  einem  Rotations-El- 

ipsoid    die    merkwürdige    Eigenschaft   hat,    dass  das 

^roduct  cosSsind  eine  constante  GrOsse  ist. 


93  Grüner t:   üeäer  die  kürzeste  Linie  zwischen 

Weil  Oy  absolut  genommen,  nicht  grösser  als  \ny  uod  d^ 
stets  positive  B  nicht  grosser  als  n  ist,  so  ergiebt  sich  aus  d -• 
Gleichung  18) ,  dass  die  Constante  C  stets  positiv  ist,  was  ms 
im  Folgenden  immer  zu  beachten  hat. 

Durch  Differentiation  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  19) : 

— sin  ö  sin  ö3ö  +  cos  5  cos  ö8ö = 0, 

also 

20)    cot  &d%  =  tang  iüldö. 

Wir  wollen  nun  6(o,  8c5,  d«  sämmtlich  bloss  durch  B  aoszudrückeii 
suchen. 

Aus  der  Gleichung  20)  ergiebt  sich  zuvorderst: 

35  =  ^30. 
tangCi) 

Nach  19)  ist 

cos(i)*=— a  cosecö^,   sinü*=l ^cqb^^&^\ 

folglich 

1  —  -«-  cosec  Ö*         Q 

ß  cl 

tang  ö*=  — ^ä ^  ^  ®'°  ^^""^  ♦ 

— «cosec  ö* 

also 


a« 


• 


^sinö^—  1  > 


indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  c5 
positiv  oder  negativ  ist.    Also  ist  nach  dem  Obigen : 


21)   85:=+ -r-^^ =8ö. 


y^sinö«-- 


das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,   jenachdem  Q  positiv 
oder  negativ  ist. 

Ferner  ist 

gä  cos  Q*— 1  =  cosec  Ö*  —  1 =cotÖ* 
und 


\ 
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p  tang  0)«+ 1  =  ^4-^  sin  fl« gj- 

veoo  trir  vie  gewöhnlich 

n«  — 6* 
22)    ««=    -;^- 

wtzen.    Also  ist  nach  15)  und  21),    wie  maD  leicht  findet: 


2  /^2 

~j  sin  ö«-  e^  ' — ^*  ^  ^^^'^^  ^ 


g^ßinö«     1  l-^cosecÖ« 


lal^icl) 


C« 


— , 


1 — c*   2  *^osecö^ 
23)    8(0  — +  8ö^/ ^2 

^eineBestimmung  wegen  desZeichens  nachhergegeben  werden  wird. 
!    Endlich  ist  nach  17)  und  18) 


acosG)^  C    Q 

Sin  6  sin  6^ 


;lich  nach  23) : 


^        -     .    1  — e^-ä  cosecö« 

1 gCosecÖ* 

in  den  Formeln  23)  und  24)  die  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander  beziehen.    In  den  Formeln  23)  und  24)  ist  nno 
eine  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen  nothig. 
Wegen  der  Gleich.  17)  haben  8co,  8^  gleiche  Vorzeichen,  was  sich 
unter  den  oben  gemachten  Voraussetzungen  von  selbst  versteht. 

Nach  20)  ist 

dß = tang  ß  taug  ^de5. 

BQD  zuerst  ß'^ln,  so  haben  nach  dieser  Gleichung  S^unddcS 

lie  oder  ungleiche  Vorzeichen,  jenachdem  c5  positiv  oder  ne- 

ist     Aus  Taf.  II.  Fig.  1.  erhellet  aber  auf  der  Stelle,  dass 

iem  Falle,   wenn  Dämlich  d<i»  ist,   da  und  ds  mit  dS 
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gleiches  Vorzetcbes  haben.     Also  haben  So  ond  8f  mit  dB  gleicbes 
oder  angleiches  Vorzeichen ,  jenaehdem  o  positiv  #der  negativ  ist 

Ist  ferser  B^\x,  so  haben  wegen  der  obigen  Gleichung  dO 
nnd  dc5  ungleiche  oder  gleiche  Vorzeichen,  jenaebdem  Ö5  positiv 
oder  negativ  ist.  Aus  Taf.  11.  Fig.  1.  erhellet  aber  aaf  der  Stelle, 
dass  in  diesem  Falle,  wenn  nämlich  O^^tc  ist.  So»  und  d$  mit  dc5 
ungleiches  Vorzeichen  haben.  Also  haben  Sa>  und  ds  mit  dO  glel* 
ches  oder  ungleiches  Vorzeichen,  jenaehdem  c5  positiv  oder  ne- 
gativ ist. 

Folglich  haben  allgemein  So  und  8x  mit  SO  gleiches  oder  un- 
gleiches Vorzeichen,  jenaehdem  q  positiv  oder  negativ  ist,  und 
man  muss  also  offenbar  in  den  Formeln  23)  und  24)  die  oberen 
oder  unteren  Zeichen  nehmen,  jenaehdem  (3  positiv  oder  negativ  ist. 

Nach  23),  21),  24)  ist  also,  wenn  man  in  allen  Formeln  die 
oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenaehdem  c5  positiv  oder 
negativ  ist: 


Sa>  =  db    _^ 

1  —  ^  cosec  B^ 


cotö 
Y  l^sinö^-l 


1  —.£?^^  cosec  ö* 

2^  =  +  -^2%/     ^2 8ö; 

sin  B^    m/        .       C* 


öT  cosec  ö^ 


a^ 


oder  auch,    wie  leicht  erhellet: 


—  e^  -^  cosec  ö* 
—  -      g^^ 

l «   cosec  6* 


35  =  + ^^^ 8ft 


25*)   < .    -^xf^ZP 

1  ä 


asinff^X  1 ä  cosec  Ö*, 


• ) 


1  — '  c*  -ö-cosecö* 

SÖ. 


l-^-s-cosecö*  ' 
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§.  8. 

Bezeichnen  wir  jetzt  zwei  zusammengehörende  bestimmte 
Werthe  von  ö,  5  durch  öo,  «o;  so  haben  wir  nach  18)  die  Glei- 
chungen 

6==:€isindoC^s^09    C=asindcosc5; 
aus  denen  sich  die  Gleichimg 

26)    sin  ^0  cos  Qo  =  ^^^  ^  ^^^  ^ 
oder 

sin  Öosin(90<>—c5o)=«>n(l80«—ö)sin  (90^—0), 

oder  die  Proportion 

sin  Öo :  sin  (180^  -  ö)  =  sin  (QO^^ö) :  ^^in  (90"— öo) 

ergiebt.  Diese  Proportion  fuhrt  unmittelbar  dazu,  ein  sphärisches 
Hulfsdreieck  mit  den  Seiten  90^— ö^,  90<^  — ö  und  den  Gegen- 
winkeln 180^ — ö,  öo  anzunehmen,  in  welchem  der  dritte  Winkel 
durch  P  und  seine  Gegenseite  durch  Q  bezeichnet  werden  mag, 
wie  durch  Ta f.  II.  Fig.  2.  erläutert  wird,  wo  nun  P  und  Q  gewisse 
Hulfsgrössen  sind,  welche  wir  zur  Vereinfachung  der  Formeln 
benutzen. 

In  dem  Hulfsdreieck 'ist  nach  den  Lehren  der  sphärischen 
Trigonometrie: 


«)  Es  ist  mir  auffallend  gewesen,  dass  der  der  Wissenschaft  za  früh 
entrissene  Gndermann  in  einer  Abhandlong,  die  sich  unter  dem  Titel : 
Fundamenta  Trigonometriae  sphaeroidicae  exacta;  iropri- 
mis  de  li-neis  btevissirais,  Tnlgo  dicti-s  geodaeticis,  in 
*tnperficie  sphaeroidica  in  Crelie's  Journal.  Tbl.  X  LI  II.  S.  294. 
findet,  den  so  nichtigen  Gebrancb  des  Hulfsdreiecks  in  der  sphäroidi- 
sehen  Trigonometrie  gar  nicht  p-elannt  zii  haben  scheint  i  so  wie  denn 
überhaupt  diese  Abhandlung  schon  durch  den  Titel:  Fundamenta 
Trigonometriae  sphaeroidicae  exactA  grossere  Erwartungen 
zn  erregen  ^s  zo  befriedigeB  tebeint,  weil  sie  nur  wenig  ^eignet  seii^ 
därfte,  einen  deutlichen  Begriff  von  dem  eigentlichen  Wesen  der  sphä- 
roidischen  Trigonometrie  zu  geben,  namentlidh  wenn  es  sich  um  die 
80  wichtige  Anwendung  derselben  in  der  Geodäsie  handelt.  Die 
Achtung',  welche  ich  vor  dem  Verstorbenen  stets  gehabt  habe  und  noch 
habe,  komite  Mich  <ntcht  litndem,  dies  hier  zu  bemerken,  im  Interesse 
dfliQeBlgtaai,  vekhe  vi^leiofai  »ottch  Jeaer  Abhaadlmig  greifen  sollten. 
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sin  $0  sin  (90^  -  5o)  =  sin  (180<> — 6)  sin  (90«—  5) ; 
cos  (9(y>  —  5)  —  eos  (90«»—  Op)  cos  Q 

COS  (1800--^)  + COS  ÖQ  COS  P, 
cos  (900-  Oo)  = »indoSlnP * 

cos(180o^ö)  =  5?^^??^:=;^^^ 

008(900-0)= sin  (1800- ö)  sin  P— ' 


sin  do  <^os  Oo  =  sin  ^  cos  o ; 

sin  o  —  sin  Oq  ^'OS  Q 
^  cosG)oSinQ 

.    __             cosö — COSÖaCOsP 
sin(dn= 


cos  Ö  =  — 


sinCi)  = 


sin  0(1  sin  P 

sin  Oq  —  sin  5  cos  Q 
cos  c5  sin  Q 

cos  öo  —  cos  6  cos  P , 


sind  sin  P 
und   folglich   hieraus: 

sin  do  cos  (5q=zsid6  cos  o  ; 

sin  c3  =  sin  Qq  cos  Q  -f  cos  do  cos  c5o  sin  Q , 

cosö  =cosÖoCOsP  —  sin^osinOosioP; 

sin  (5q  =  sin  c5  cos  Q  —  cos  8  cos  o  sin  Q, 

cos  Öo  =co8 ö  cos  P  -f  sin 0  sin  c5  sin  P. 

Aus  den  drei  ersten  dieser  Gleichungen  folgt  durch  Di 
tiation,  wenn  man  Qq»  <^  &is  constant  betrachtet: 

OzrzcoaOcosodB — sinÖsinc5dc3, 

cosQdo=:(co8  6^co6«^co8Q—- 8niöosiiiQ)dQ» 

sin  ö8e  =  (sin  6b  an  ü^cosP+  cos  6lo  sin  P)dP. 
Aber 

8inS€<MiQ=:8b5oC06Q*-f  coBti^eosStsbiQeasQ 
=:  sin  So -f  (co8  6^eM  Q« eMQ«-süi  öo  8ui<} 
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and 


>oC08  tÜQ  COS  Q  —  sin  ü^q  sin  Q)  sin  Q=:sin  (O  cos  Q—*  sin  9o 

=  cos  6  cos  c3  sin  Q , 

cos  ^o  ^os  ^o  cos  Q — sin  Oq  ^^^  Q  =  ^^^  ^  ^^^  ^  9 

i  ö  cos  P=:  cos  do  cos  JP* — sin  6q  sin  Öq  «in  Pcos  P 

==  cos  ^0  —  (sin  6>o  sin  c^q  cos  P-f  cos  ^o  «in/')  sinP, 
~         ^  -    _    -    _  ö^,— cosöcosP 


cos 


(sJo^osiu  ^QCOBP-i-  cosßQsinP)  sio  P  =  cos^o*~*co«^<^s 

=  sin  6  sin  o  sin  P, 

sin  ^0  sin  Oq  <^os  P  -f  cos  ^osin  P=  sin  0  sin  c3 ; 


sin  6  sin  oSc3 = cos  6  cos  o8d , 
cos  c5do  =  cos  d  tos  odQ , 
sin  ddd  =  sin  d  sin  odP; 


/#'ch: 


27) 


tAiiQ  (dB^= cot  SdO, 
d^=:co8  BdQ, 
8Ö  =  sin  5SP; 


nd  hieraus 


Be  = 


8ö  = 


tang  d  tang  od(0 
sin^tangodQ, 

cot  0  cot  Ude 
=:cos5cotö8P; 


28) 


de  =  sin  odP= sind  tang  cÄdQ, 
dc3  =cos  ^Q=cos  ö  cotddP. 


Führen  wir  in  die  Formeln  25*)  (ür  C  seinen  Werth 
«sin 6q cos  Oo  ^^^9  ^^  werden  dieselben,  indem  wir  Immer  die  oberen 
tJer unteren  Zeichen  nehmen,  jenachdem  (5  positiv  oder  negativ  ist: 


r,  .  4  Tsin  6^ — e«  sin  V  cos  top«^^ 

^~=±\     slnö«-sinöo«coseSo*  "^^^ 
slnöoCosSpCotd 


29)    <85  =  ± 


Wl^^' 


(1  V^sinö*  — sinVcosOo^ 

f  fl.  w  ,  .glnÖpCosSot/  sing^^^g^singo^cosSÖ^Q^ 
l  ^  ^  *"      sind*      \     sin4^-sine.«cosö„«  ^®- 


T 


1 


Crmmerir    d 


Em  'm  dkcr  wcf^m  »>: 


Vc-^'^f^^^—fc*--^* 


/ 


—  r^Mfl^' 


S«>««A-2 


also 


Also  ist  Dack  ^),  iedea  mao  ibubct  £e  oWre«  oder  mi 
Z^chea  inauBt,  jenacUeai  ö  pocJÜT  oder  BcgaÜT  ist: 


Silld./-i S —m    -s^        «•oAjCOSÖo^.-r :=—    __ 

= =V  1— ^cosö«.S<?  = ^^-=^^^V  l-<^cos(P.dQ, 


—        *  /^ 


•indeoao 
s»«Vl-«*ca«Ö«.8<J=a^|vi-«»cosÖ*.aP 

8IB  Cr 


COSÖ^ 


Sin  ^o  cos  Oq 
Vl^r  kabeo  daher  die  folgeiideD  Foiawla 


sin  6^eosc»o=*ui^c'^^> 


%wei  Punkten  auf  eiuer  öeileMgen  fidcke  und  0tc,  9B 


oder 


81  n  00  cos  G^o 

Sowohl  30)  als  31)  ist  ein  System  von  drei  Gieichupgfsn  SKwiscbeD 
den  sechs  Grössen 

i  weil  P  and  Q  von  6o9  ^o*  By  o  abhängig  sind. 
I      Nach  dem  Obigen  ist 

sin  c3  =  sin  c3oCos  Q  -{-  cos  6^  cos  o^  sin  Q, 
Jb  setze »  wenn  »o  *  t^o  ^^^^  Hüifswinkel  bezeichnen : 

^  sin  Q  =  cos  tio  sio  (vq  +  Q) 

=  cos  »0  sin  Vq  cos  Q  -f  cos  «o  cos  Vq  sin  Q, 

pt,  fvenn  man  dies  mit  dem  Obigen  vergleicht: 

costtosinro=sinOo>    costcocosoo==cos^ocoscio; 
»lieh 

♦o«»«  _tangöo 

I 

cos  t«o*=.»in  öo*  +  cos  cÄq^cos  Öq*, 

r  die  GrGsse  anf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  offen- 
r  Ueiner  als  die  Einheit  ist,    weil 

sin  öo*  +  cos  öo*  =  1 

•    Die  leichtesten  Formeln  zur  Berechnung  von  Uq  und  v^  sind: 

32)    *angt^o--15re;;;-*  '^•^""iMT' 
IftdPemer  ist 
[■  C08S*  =  1  — costio*sin(«Q+ 0)* 


T* 


i 


rr 


= = I—*»-;  1-Hf-— i«»iNr  ■■41«»  -HiPl 


yl  I   "^^^  umm,*mmtn^+4/r 


¥1  — 


.1  ^ 


w  «&e  rWft  iiuifiaiii  auf  des-    ttihiwi  r^sm  der  GIiiihfciifrTetdicB 


wmi  y¥^\    itm  toeae»  wm   ^ihibi.  iiiir  »«JmiW     a»  ist  offenim: 


95) 


^^^y^     %  I  +  ^t^wn^sm  r^^f^.äQ 


J  \ 


Die«  siod  die  FiJTft^.F^inari»  icr  Spliir^idischen 
Trigooometrie»  vcfl  sa  ait  «eMs^üaM»  «e  Wissenschaft 
iMaurfebael,  weic^  w  ^«i  gegcWan  der  nxfci  ftitic«  6^,  Oo< 
«,  0,  #,  ü  die  drei  Sbrig«  n  fadca  lefet 


%w€i  Punkten  anf  einer  beliebigen  Fläche  und  etc. 
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$.  9. 

Es  kanD  oatOrlich  lo  dieser  Abhandlung  nicht  meine  Absicht 
8^11,  ans  diesen  GrutfdfornielB  die  sphäroidlscfae  Trigonometrie  zu 
entwickeln  y  worüber  man  mein  mehr  erwähntes  Werk  nachsehen 
kann.  Indess  will  ich  doch  die  folgenden  Bemerkuiigen  nicht  un- 
terdrücken,  um  einigermassen  die  Anwendung  der  in  Rede  ste- 
henden Formeln  9  auch  in  Bezug  auf  den  nächsten  Zweck  dieser 
Abhandlung  9   zu  zeigen. 

ßei  den  Anwendungen^  in  der  Geodäsie  und  mathematischen 
Geographie  werden  immer  z  und  auch  Q  sehr  kleine  Grossen  sein» 
vti  es  wird  also  ^erstattet  sein ,  i  und  a>  in  nach  den  Potenzen 
TN Q  fortschreitende  Reihen  zu  entwickeln*). 

Setzt  man  nun 


36)    tang  [7  =  6 costcosin (v^  -f-  Q), 


10  ist  nach  34) : 

^  =  6Vl  +  tangü«  =  6sect7, 

wenn  man  nur  immer «  was  offenbar  verstattet  ist^    (7  seinem  ab' 
sohlten  Werthe  nach  nicht  grösser  als  \n  nimmt. 


Weil  nun 


317 


8  tang  C7  8  tang  V  8  tang  C7 

80      •— gp— -cosiy  — aQ— 

t  cos  Mo  cos  V^  cos  (l?o  +  Q) 
sin  17  cos  l7cot(ro  +  Q) 


»t,  80  ist 


8C« 


=  Asin  I7cos  17~* 


817 
8© 


=  6  sin  D*cos  t7-*  cot(i>o+0) 
.sxcöcostiosin  C7cos(Vo-fQ)» 


vonos  ferner 


*)  BUber  hat  maa  ttte  betreffenden  Reihen  -meitt^nt   linmer  nach 
htonen  ^on  «  forUchreiten  laMen. 


10}  Grüner t:.  Vebtr  die  f(ür%e9te  Linie  nrtitMen 

g^  =  BÖ  COS  Mo  I  COS  UCOS  (Vq  +  <?)  g^  —  Sil)  t/sill  (t>o  +  Q)  ) 

,  .    ^,cos  t7»cos  (pq  +  Q)^  -  sin  (vp  +  Q)^ 

=  €6cOStloSlD  U .     /    .    .   /^v — r 

.-  • .  •  I   J  •         .  .  . 

3r--f6costiöMii(i>o+©)8!nP|l— cot(ro+Ö)*«o»C7«|     * 

folgt 

SeUen  wir  nun 

37)    tangCr=:ecostiosinvo 

und  bezeichnen  die  Werthe;  welche  die  Differentiaiquotienten  von 
s  erhalten^  wenn  man  Q=0  setzt,  durch  Einschliessung  dersel: 
ben  in  Parenthesen,    so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 

f  jrg-2)=       *6cOSllo  COS  «o  Sin  G  9 

g™  1=  —  «6  cos^tio  sin  v^  sin  G  (1  —  cot  v^  cos  G^ ; 

Uso/weii  «  für  Q=:0 verschwindet,  nachdem  Maclaurin'schen 
Theorem : 

38)  ^|^=     OsecG 

4-  ssQ^cos  tiocos  t?o  sin  G 

— JcQ'costtosintosin  G(I  — cotro*  cos  G*) 

-h 

Ferner  ist  nach  34) : 

d(a      h    ,  '  _         sec  U 

_=,^s,„öocos0o— t^^^ 

b     ,  _  €*C0S  17 

—  -  -  sin  öo  cos  (Do  gJQ  f  7«-6acos  17« 

«*    .    zi         -  cos  (7 

:=-  c«  jp  sm  So  cos  »o  i  ^(H.e2)cos  ü«' 

worans  durch  fernere  Differentiation  sich  leicht 
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«lio  »ach  dem  Obigen      -. 

S^a  b  _  1  +  (1  + ««)  cos  17* 

^Ä  €«-«ififloC08WoCot(ro  +  0)ain  17» cos  V ^  j_ ^j  ^?^«y^ -^^  ^y^ 

ergtebt^  «a  das«,  also^  wenn  wir  wieder  Q=rO  setzen »  in. ähnlicher 
BeseichnnAg  wie  vorher 


(8a)\  «^    .    ^         —  cosG 

jQä^  =.  e«-  sin  öocos  Wocotro  sin  fiacos  G  ]_(i^^2)co8"G»* 


c 


also>    weil    a>  für  Q=0   verschwindet,    nach   dem    Maclaurin- 
schen  Satze: 

«^  ^  .    ^         -  cosG 

39)    a>=-ea-esinöoCosG)oi_(j_^^2)eos6^ 

6  —  !  +  (!+€*)  cos  G* 

+  ic*  —  Q^sin  Öocosüocotriis'»"  G^cos  G  i — ttt—^ T^h 

"        a  "  "        ",  1  —  (1  +  €*)  cos  ix^ 

+     . 

ist. 

Die  Grundformeln  der  spbäroidischen  Trigonometrie  kOnn^n 
also  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  aof  folgenden  Ausdruck 
gebracht  werden: 

40) 

^   .  tangSo  sinöo     X       ^  .  *  .   - 

tansro= — ^-tt*  coswo=-: »   tangG=£co8WoSin»o  =  «sinöo; 

"  *'       cos^o  "     sinro  u        u  .  w> 

sin  6q  cos  Öo  =  sin  6  cos  5 , 

^=5      QsecG 

+  |e ö^  cos  u^  cos  To  sin  G 

—  ,\ e  Ö'  cos  Wo  si  n  i-q  si n  G  ( 1  —  cot  üq*  cos  G*) 

+ ., 

•  ^  ^  .    ^        -  cosG 

«,=:-€«- esinöocosüoizi^r+l^y^al?^ 

.12^^2/j         -      ,      '   r2        ^l  +  a  +  g*)cosG« 
+  ie»  ~  Q^ sin  ^0  cos  ft>ocott?osin  G»  cos  G  |_^^  ^  ^a)cos  G« 


IM  Srmneri:    Oe§er  äie  lmr%e$U  IMe 

Oeberiegt  maD,  dass  wegen  der  Gleidbfii^  37>  m  Besag 
4ie  Udne  Grusse  e  offenbar  sin  G  von  der  ersten  Ordnung  ist,  so 
Igt  klar,  dass  man  erst  mit  Vemaehlasingnng  von  Gttedent»  welche 
io  Bezog  anf  die  ideinen  Grossen  £  und  Q  bei  $  von  der  vierten^ 
bei  «  ¥00  der  sechsten  Ordnung  sind^  die  vorslebeoden  €rlei- 
cbangen  näheningsweise  anf  den  folgenden  Aosdraek  bringen  kann: 

41) 

tans  Oo  sin  o» 

tang  6  =  £  COS  «o  sin  ro=  £  sin  Oo  9 
sin  Bq  cos  c5o  =  sin  Q  cos  c5 , 

i  =  6Qsec6, 

b  ^  _  cosG 

01=^-6*-  Qsinöocosüo  i_(i^,a)cosGa 

'    Von  der  grossten   Wichtigkeit  för  die  Geodäsie  ist  die  fo^ 
gende  Aufgabe: 

Ans  dem  Azimuth  Bq,  der  redncirten  Breite  Qq  and 
der  kürzesten  oder  geodätischen  Linie  §  das  Azimuth 
^^  di6  redabirte  Breite  o  und  die  Längendifferenz  • 
zu  finden. 

Weil  man  ^o  °^^^  ^o  kennt,  so  kann  man  Uqj  Vq,  G  mittelst 
der  Formein 

finden;   und  weil  man  nun  auch  *•  kennt,  so  ergiebt  sich  nach  41) 
ein  erster  Näherungswerth  von  Q  mittelst  der  Formel 

Q  =  -r  cos  G  9 

worauf  es  nun  leicht  sein   wird,   diesen  Näherungswerth  von  Q 
weiter  zu  verbessern,  bis  derselbe  der  Gleichung 

r=    Qsec6 

0 

+  iBQ^  cos  tto  cos  Vo  sin  G 

—  JeQ'costiosinrosin  G(l  — cot^o^cos  €?) 

+ • 


smei  FunJUen  auf  einer  beliebigen  Fläche  und  etc.  1(|Q 

fiMi  gendgt    DaDD  ergiebt  sich  m  mittelst  der  Formel 

+ 1«*  -  0*  «D  öo  CO«  «o  cot  ro  sm  G«  co«  G  \S(\±.t'^coBG^ 


nod  durch  Auflösung  des  Üulfsdreiecks,  In  welchem  man  ^o*  ^O' 
QkeoDt,  findet  man  6  und  o,  wobei  man  auch  die  Gleichung 

sin  Bq  cos  Qo  =  '3>'>  ^  cos  ^ 

hsitzeD  kann. 
Am  Nächsten    liegt  uns   in  dieser  Abhandlung  die  folgende 

Aos  der  Lftngendifferenz  uound  den  reducirten  Brei- 
teiOo  ^"^  ^  ^^®  kürzeste  oder  geodätische  Linie  i 
uddie  Azimuthe  ^o  ^"^  ^  ^^  finden. 

Diese  Aufgabe  lässt  sich,  wie  die  meisten  Aufgaben  der 
ftfroidischen  Trigonometrie  nur  indirect,  etwa  auf  folgende  Art> 
iflteeD.    J^us  der  dritten  der  Gleichungen  31)  ergiebt  sieh  leicht: 

pp  pp  .    ' 

CD=P— 4««  /      cos5«aP—  Je*  /       cos 5*8P— ....,' 

fj  0  t/  0 

irwaos  man  sieht,  dass  a>  als  ein  erster  Näherungswerth  von  P 
^genommen  werden  kann.  Indem  man  also  näherungswefse  o> 
i^P  setzt,  berechne  man  im  Hulfsdreieck  aus  Oq,  o,  P  die 
irigen  Stücke  6^,  d,  Q,  und  dann  auch  G  mittelst  der  Formel 

tang  G  =  6  sin  Qq. 
|8oeht  man  nun  g>  mittelst  der  Formel 


(0  = 


—  €*  — Qsmöocosooi — n  »  >2\ Iri 

a^         "  "l  —  (l+f^cos€r* 


lc2 


+  i« 


(P  sin  öocos  Oocot  rosin  G«cos  ci+^i^J^??^ 

1— (14-f*icoaG* 


wird  sich  zeigen,    ob   der  hiernach  berechnete  Werth  von  to 
'    dem  gegebenen  Werthe  dieser  Grösse  übereinstimmt.    Findet 

CAe  Uebereinstimmung  Statt,  so  muss  man  den  Werth  von  P,  von 
khem    man   ausging,    so  lange   verbessern,    bis  die   in    Rede 
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etc. 


te»  rfäkennigs-lllethodeB   kewe 
md  demzofolge  aadb  6b»  ^»  Q 
Wff,  v^  mitteUit  der  Formehi 


h  deD  bekaiHH 
YuA.    Hat  man  P 
19  sodit  man 


taiigro  = 


cosa^  = 


und  erhält  dann  die  Korzeste  i  mittelst  der  Formel: 


>'=      Q  8ec  Cr 


eos  a^  CO«  c^sm  G 
UQ^costtosinrosiD  G(l— cotro*cos  G*) 


woraaf  die  gesuchten  Stacke  f^ämmtlich  ge^nden  sind. 


mag  hier  mr  ErlänteinDg  der  ADw^dong  der  ohigeo 
Gmadformeln  zur  Aoflosnng  der  Tersebiedeneii  Aufgaben  der 
sphäroidischen  Trigonometrie  hinreichen. 

Mehrere  neuere  Mathematiker,  Joachimsthal,  Cb^sles 
n*  A.  haben  noch  Terscbiedene  bemerkenswerthe  Eigeuschafti^ 
der  geodatiseheo  Cnrve  gefunden,  welche  iodess  dem  nadisteil 
Zweck  der  vorliegenden  Abhandlung  zu  fern  lagen ,  bis  jetzt  auch 
nur  zu  sehr  bloss  ein  rein  theoretisches  Interesse  haben,  als  dass 
Ich  auf  die  Entwickeinng  derselben  hier  hätte  eingehen  kOnneo, 
weil  dadurch  der  Umfang  'der  Abhandlung  zu  sehr  vergrossert 
worden  wäre.  Ich  hoffe  aber,  diese  in  theoretischer  Beziehung 
allerdings  merkwürdigen  Eigenschaften  zum  Gegenstande  eioer 
besonderen  Abhandlung  zu  machen,  für  welche  dann  die  vorlie- 
gende als  Grundlage  dienen  wird. 
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Ueber  die  Kimm  oder  Kimmtiefe  oder  i 

pression  des  Meerhorizonts. 

Von 

dem   Heraasgeber. 


Wenn  aoch  die  fär  die  Nautik  iricfatige  Lehre  %'on  der  Kimm 
ein  ganz  elementarer  Gegenstand  ist,  j>o  scheint  mir  dieselbe  doch 
■idit  iminer  mit  der  erforderlichen  Deutlichkeit  und  Genauigkeit 
Miandelt  zu  werden.  Insbesondere  wird  nicht  immer  auf  die  ter- 
restrische Refraction  geborig  Rucksicht  genommen,  und  noch  sel- 
tener €ndet  man  eine  besondere  Berficksichti^ne  des  Falls,  wenn 
die  Küste  so  nahe  ist,  dass  der  eigentliche  Meerhorizont  nicht 
gesehen  werden  kann.  Hierdurch  bin  Ich,  im  Interesse  des  nau- 
tischen Unterrichts,  veranlasst  worden,  diesen  an  sich  ganz  ele- ' 
■lentaren  Gegenstand  im  Folgenden  einer  neuen  sorgfaltigen  Be- 
handlung zu  untenTcrfen. 

§.  1. 

Allgemeiner  Begriff  der  Kimm  oder  Kimmtiefe. 

Wenn  auf  einem  Schiffe  die  Hube  eines  Gestirns  über  dem 
Horizonte  mit  dem  Sextanten  oder  einem  ähnlichen  Instrumente 
gemessen  werden  soll,  so  ist  dies  nicht  anders  möglich,  als  dass 
man  die  Bilder  des  Meerhorizonts  und  des  Gestirns  mit  einander 
cur  Berührung  bricgt  und  also  eigentlich  den  am  Auge  des  Beob- 
achters als  Spitze  liegenden  Winkel  misst,  welchen  die  beiden 
▼on  dem  Auge  nach  dem  Meerhorizonte  und  dem  Gestirne  gezo- 
genen Gesichtslinien  mit  einander  einschiiessen.  Dieser  Winkel 
ist  aber  der  gesuchten  Hohe  des  Gestirns  nicht  genau  gleidi  and 
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erfordert,  am  letztere  zu  erhalten,  eine  Correetion,  welche  die 
Kimm  oder  die  Kimmtiefe  oder  die  Depression  des  Me'er- 
horizonts  ^)  genamit  wird. 

Um  dies  deutlicher  zu  machen,  sei  C  (Taf.  IL  Fig.  3.)  der 
Mittelpunkt  der  Erde  und  A  der  Standpunkt  des  Beobachters,  in 
der  Höhe  AA'  über  der  Meeresfläche.  Zieht  man  durch  A'  die 
Berührende  AW  an  die  Meeresfläche  und  durch  A  mit  derselben 
die  Parallele  AH^  so  ist  AH  der  Horizont  von^^,  und  wenn  nun 
S  ein  Gestirn  ist,  so  ist  der  Wjnkel  SAH  die  Hohe  dieses  Ge- 
stirns über  dem  Horizonte  von^A  Dieser  Winkel  kann  aber  auf 
dem  Schiffe  nicht  unmittelbar  gemessen  werden.  Vielmehr  mus^s 
man  sich  von  A  aus  die  Berührende  AB  an  die  Meei'esfläetil^' ge- 
zogen denken ,  wo  dann  der  Punkt  H  im  Meerhorizonte  liegt,  und 
mit  dem  Sextanten  oder  einem  ähnlichen  Instrumente  kann  bloss 
der  Winkel  SAB  gemessen  werden,  indem  man  das  Gestirn  S 
und  den  Punkt  B  im  Meerhorizonte  mit  einander  zur  Berührung 
bringt.  Dieser  gemessene  Winkel  SAB  ist  aber  um  den  Winkel 
HAB  grösser  als  die  zu  findende  Höhe  SAH  des  Gestirns»  so 
dass  also  der  Winkel  HAB  von  dem  gemessenen  Winkel  SAB 
abgezogen  werden  muss,  um  die  zu  bestimmende  Höhe  SAH  zu 
erhalten;  daher  ist  der  Winkel  HAH  die  an  dem  gemessenen 
Winkel  SAB,  um  die  wirkliche  Höhe  SAH  zu  erhalten,  aDZQ- 
bringende  Correction,  welche  wir  vorher  unter  dem  Mämen  der 
Kimm  oder  Kimmtiefe  oder  der  Depression  des  Meörhorizouts 
kennen  gelernt  haben ,  weshalb  man  auch  den  Winkel  HAB  seihst 
mit  einem  dieser  ?^amen  zu  belegen  pflegt. 

Zu  bemerken  ist  aber  hierbei  noch,  dass  wegen  der  Refrac- 
tlon  die  Linie  AB  eigentlich  keine  gerade,  sondern  eine  gegen 
die  Erde  concave  krumme  Linie  ist,  ein  Umstand,  auf  welchen 
bei  der  Bestimmung  der  Kimmtiefe  gleichfalls  Rücksicht  genom- 
men werden  muss,  wie  wir  auch  im  Folgenden  thun  werden. 
Nachdem  man  die  Kimmtiefe  mit  Rücksicht  auf  die  Refraction 
bestimmt  hat,  zieht  man  sie  von  dem  gemessenen  Winkel  ab, 
wonach  die  noch  von  der  Refraction  afficirte  Höhe  des  Gestirns 
übrig  bleibt;  corrigirt  man  nun  diesen  übrig  bleibenden  Winkel 
noch  auf  gewöhnliche  Weise  wegen  der  Refraction,  so  erhält  man 
die  von  der  Kimmtiefe  und  Refraction  befreite  Höhe  des  Gestirns, 
die  dann  noch  in  alleA  den  Fällen,  wo  es  nöthig  ist.  wegen  der 
Parallaxe  corrigirt  werden  muss.  Das  Vorhergehende  setzt 
voraus,  dass  der  Meerhorizont  sichtbar  ist«  Es  kann  aber  auch 
der  Fall  eintreten,  dass  der  Meerhorizont  nicht  sichtbar  Ist 
Diesen  Fall  werden  wir  nachher  besonders  betrachten. 


^)  Auch  die  Dsclcing. 


oder  Mer  die  DepreesiOH  dee  Meerkaritanit.  IM 


Bestimmuog    der   Kimmtiefe,    wenn    der    MeerhorizoDt 

sichtbar  ist 

Indem  übrigens  Alles  wie  vorher  bleibt,  sei  jetzt  nur  in  Taf.  II. 
Flg.  4.  die  zwischen  deq  Punkten  A  und  ß  liegende,  gegen  die 
Erde  coocave  krumme  Linie  der  von  dem  Meerhorizonte  B  in  das 
Auge  des  Beobachters  A  gelangende  Lichtstrahl.  Zieht  man 
dann  an  diese  krumme  Linie  in  A  und  B  die  Berührenden  AE 
und  BFf  so  hat  man  eigentlich  den  Winkel  SAE  gemessen,  und 
▼OD  diesem  Winkel  muss  der  Winkel  HAE  abgezogen  werden, 
mn  die,  übrigens  noch  von  der  Refraction  afBcirte  Hohe  SAH 
des  Gestirns  5  zu  finden.  Der  Winkel  HAE  kann  aber  auf  fol- 
gende Art  bestimmt  werden. 

Der  Erdhalbmesser  BC  oder  A'C  werde  durch  r,  die  Hohe 
AÄ'  des  Auges  A  des  Beobachters  über  dem  Meere  durch  h  be- 
leichnet;  beide  Grossen  müssen  als  gegeben  betrachtet,  und  na- 
mentlich letztere  in  jedem  einzelnen  Falle  durch  besondere  Mes- 
sung mit  möglichster  Sorgfalt  bestimmt  werden.  Bezeichnen  wir 
nun  den  Winkel  HAB  oder,  was  Dasselbe  ist,  den  diesem  Win- 
kel  offenbar  gleichen  Winkel  ACB,  durch  k,  so  ist  in  dem  bei 
B  rechtwinkligen  Dreiecke  ABC  offenbar 

,       BC        r 


ACr  +  h' 

Wegen  der  Kleinheit  des  Winkels  k  ist  aber  diese  Formel 
zn  dessen  Bestimmung  nicht  sehr  geeignet,  da  sich,  wie  ein  Blick 
in  die  trigonometrischen  Tafeln  lehrt,  die  Cosinus  sehr  kleiner 
Winkel  sehr  langsam  ändern.  'Deshalb  ist  es  besser,  den  Win- 
kel k  durch  seine  Tangente  zu  bestimmen.    Es  ist  aber 

^      ,      AB     VAC^'-BC^ 

tangÄ  =  gg,= ^-^ , 

also 

oder,   wie  man  sogleich  findet: 


>^i 


iM«    \R      -'t  -lAn    -1 


.;^. .,**-.       -^r    V?niB»» 


.*,^*-.       -     .    ifT   '^hhamawm  T^L  XXL  :yr.  XVL 


s«-i    iTf    JiHi    ipn»  'Whcbw 


«»=' 


n   .' 


ffK)   iflcn*^ 


i#}#!r     ^mn  ^n- 


cMrh^    nr  hier  simAwi,  *J*inA  i.   ^  «-  ^1 


•tfer  a^er  äie  DßpM$iüm  des  Meerköritmts.  1]] 

Weil  aber  k  immer  ein  sehr  kleiner  Winkel  ist,  so  kann  man 
näberangsweise ,  wenn  k  in  Secunden  aasgedrückt  sein  soll: 

4=2062643.  ^^^?EZ), 
oder,  iTenn  k  in  Minuten  ausgedruckt  sein  soll: 

r 
setzen.    Also  ist,  wenn  K  in  Secunden  ausgedruckt  sein  soll: 

oder  auch 

mid  wenn  K.  in  Minuten  ausgedruckt  sein  soll: 

T 

Es  ist  aber 


^*-^=V"K^n-)=^^VK'+R) 


^d«r 


•  ;  -.  t 


i^?5±S=.v^^f^-, 


^Hd  weil  nun  li")    jedenfalls  immer  eine  sehr  kleine  Grösse  ist, 
^^  Jtttto  ttian  mit  hinreichender  Annäherung 

VäW+I^  A^V2 

^faen.    Soll  also  K  in.Secnnden  ausgedruckt  sein«  so  ist 


*)'BiatMich  niif  annShernd,  im»  toad  auch  im  Folgenden  immer  lu 
WibriEBB  hat      .. 
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oder 


Vr 


^^(l-f).V2.cotF 


Soll  dagegen  K  in  Minuten  ausgedrückt  seiOy   so  ist 

3437,7.  V2.(l^») 

vr  ' 

t)ass  die  auf  diese  Weise  berechnete  Kimmtiefe  K  Ton  dem 
gemessenen  oder  beobachteten  Winkel  SAE  abgezogen  werden 
muss,  um  die,  übrigens  noch  von  der  Refraction  afficirte.  Höbe 
SAH  zu  erhalten,  wissen  wir  schon  aus  dem  Obigen. 

Hätte  man ,  statt  vorher  den  Winkel  SAE,  den  Winkel  SA£i 
in  Taf.  IL  Fig.  5.  gemessen,  so  bleibt,  wie  auf  der  Stelle  aus  der 

Figur  erhellet,  die  Berechnung  der  Kimmtiefe  HiAEi  und  mittelst 
derselben  des  Winkels  SAH^  aus  dem  gemessenen  Winkel  SAEi 

ganz  dieselbe  wie  vorher  die  Berechnung  der  Kimmtiefe  HAE 
und  mittelst  derselben  des  Winkels  SAH  aus  dem  gemessenen 
Winkel  SAE,  Den  Winkel  SAH^  muss  man  aber  noch  von  180^ 
abziehen  und  den  dadurch  erhaltenen  Winkel  auf  gewühnliche 
Weise  wegen  der  Refraction  corrigireo,  um  die  Hübe  SAH  des 
Gestirns  <$  zu  erhalten. 


§.  3. 

Bestimmung   der   Kimmtiefe,    wenn    der    Meerhorizont 

nicht  sichtbar  ist. 

Es  können  Fälle  vorkommen,  wo  die  Küste  dem  Schiffe  so 
nahe  ist,  dass  der  Blick  nicht  bis  zu  dem  Mee>horizonte  hinaus 
reicht.  In  solchen  Fällen  muss  man  (Taf.  IL  Fig.  6.)  den  Winkel 
SAB  zwischen  dem  Gestirne  jS  tind  der  Küste  B,  wo  nun  ABC 
nicht  wie  vorher  ein  rechter  Winkel  ist,  oder  wegen  der  Refrac- 
tion eigentlich  den  Winkel  «S^£J  messen,  wo  nun  wieder  HAE 
die  Kimmtiefe  ist,  welche  wir  auch  jetzt  durch  K  bezeichnen 
wollen.  Eben  so  werde  der  Winkel  HAB  wieder  durch  k  bezeich- 
net. Um  nun  K  berechnen  zu  können,  muss  man  die  Entfernung  . 
A'B  der  Küste  B  von  dem  Schiffe  wenigstens  näherangsweise 
kennen,    und   dieselbe    daher,    wenn  man  sie  nicht  anderw^tig 
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kennt,  durch  Schätzung  bestimmen.  Bezeichnen  wir  diese  Ent- 
fernung durch  e,  den  Winkel  ACB  durch  C,  so  ist»  in  Secunden 
aasgedr  fickt : 


oder 


C=2Ö6264,8-=-cotF 

r      r 


^      206264,8        cotF   . 
C= e= e; 


und»   in  Minuten  ausgedrückt: 

» 

e     34377 

C=:3437,7.-=:5^^i^e; 
r  r 

und  der  Winkel  C  kann  also  hiernach  im  Folgenden  als  bekannt 
angenommen  werden.    Im  Dreiecke  ABC  ist  nun  aber 

sin  A^C:8ibB^C=zAC:BC, 

also 

sin|180O-C— (900— ifc)|:8in(90o— A)=r  +  Ä:r 

oder 

ces(Ä— C):co8Ä=r  +  Ä:r. 


Daher  ist 


folglich 


oder 


coH(k—C)r+h 
cosit  r     ' 


cosAcos  C-f  sin  A;  sin  Cr  +  h 
cosÄ  ~~     r 


cosC-f  tangÄrsinCsr— t 


worane  sich 


♦•      >    _  A-f  y(l— cosC)        A+2rsiniC« 
**"SÄ-  yg.^^.         *"  2rsiniCcoil(D' 

iise,  wie  man  sogleich  fibersieht. 


tangA=tang4C+^^T^, 


Cfgiebt. 
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AmAMgtmmier 

eamk  r 

UUkt 

enm(k — C)  —  engl r  k 

""Z — r* 


^w^lC  am(k^iCy      _k_ 


iCtmg(k^iCy  = 


2r+il' 


H  ittdst  der  Foisete 

oder 

tai«?  (it — 4  C)  =  gq:^  cot  4C 

kann  man  it  beredraen,  nachdem  man  nack  dem  Obigen  C  ^e 
fiinden  hat.     K  aber  indet  man  nnn  ferner  anf  folgende  Art 

Auf  ähnliche  Art  wie  Torher  wird  man  wegen  der  sehr  gerin- 
gen Kroniniong  des  knimmlinigen  Lichtstrahls  AjB  denselben  ohne 
merklichen  Fehler  als  einen  Kreisbogen  ansehen,  und  die  Winkel 
BAE  ond  ABF  dahesr  ohne  merklichen  Febl^  einander  gleich,  also 

A  A 

BOE=2.BAE 

setzen  können.  Der  Wbkel  BOE  ist  aber  eigentlich  der  Win- 
kel, welchen  wir  in  der  oben  angefahrten  Abhandlnng  die  Re. 
fraetion  genannt  haben,  nnd  zugleich  ist  früher  gezeigt  worden, 
dass  die  Diferenz  der  Winkel  ACB  nnd  BOE  za  dem  Winkel 
BOE  in  etnem  constanten  Verhältnisse  steht  Setzen  wir  also 
demzofolge^  Indem  n  wieder  dieselbe  constante  Grosse  wie  frGher 
bezeicboei: 


oder  Mer  die  PeprenioH  de»  MeerAoriaaüe. 
A^B—BÖe  =  n.  bBe. 
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w  iit  Dach  dem  Obigen 


iln 


%lich 


C-2.B^E  =  in.Bh!, 


C=2(n-f  l).fiik. 


ä4^=.     ^' 


iler,  wenn  wir  wieder  der  Kürze  wegea 

1 


2(11  +  1) 
leden,  wo  natfirlicb  auch  i  eine  coDstante  Grosse  ist: 


Veil  nuD 


BAE=iC. 


H^E^zHAB-BAE 


[irt,  so  Ist  10  den  eingefährten  Bezeichnungen: 

|ttttebt  welcher  Formel  die  Kimmtiefe  K  gefunden  werden  kann. 
Aus  der  Gleichung 

lebt  sich,    wean  C  and  k  in  Secnnden  ansgedrOokt  sind,  «die 
lenmgsformel 

k \C         h   206264,8 

äÖM64,8 — 206264,8  +  r  C      ' 


,=  jC  +  l^??«|^* 


ist  aber  nach  dem  Obigen 


C=  206264,8.-, 

r 


L16  ßruneri:    üebtr  die  Kimm  oder  MimmHefe 

also 

>fe  =  iC+ 206264,8--, 

und  folglich ,  weil  K=^Jc-^iC  ist: 

K  =  ^^  C+ 206264,8;.  J. 
Daher  ist 

oder 

Ä= 206264,8 .  (*  +  ^-^  c)- 
Soll  K  in  Minuten  ausgedrückt  sein,  so  ist 

oder  ^ 

«=3437.7.0 +i^/?e). 
Die  Gleichung 

tang(*-  |C)=  27qfÄCot  iC= ^-^jr+Äjte^  jc 

giebt  näherungs weise,  wenn  alle  Winkel  in  Secunden  ausgec 
angenommen  werden: 


also 


k--lC  __     h       206264,8 
206264S""2r  +  Ä'      \C     ' 


h_    (206264,8)« 


folglich 


4^- 

^ 


Nun  ist  aber 


._rr.      A       (206264,8)« 


C==206264,8.-, 
•  r 


also 


Aber 


ilso 


0äer  über  die  Depression  des  Meerhari%onts. 


k=m6^».\l;^j^^\. 


v 


'f=««»^!.-^+4~fl- 
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«der 


1^=206264,8  • 


0+^) 


1— 2t' 

~2r 


mi  wenn  K  in  Minuten  ausgedrückt  sein  soll : 

Ä=3437.7.)  777T\  +'-2—  "  i 

Diese  Nähenmgsformeln  gehen  in  die   vorhergehenden  Nähe- 
igsformeln  flber^   wenn  man 

e(l+*;)=e 

eh 
iizt,   also  die  GrOsse  ^  vernachlässigt  oder  als  verschwindend 

betrachtet  • 


§.  4. 

Weitere    Aasführung    des    Vorhergehenden. 

Weil  die  vorhergehende  Methode  voraussetzt,  dass  die  Entfer- 
[BADg  der  Küste  von  dem  Schiffe  bekannt  sei,  mati  aber  zu  dieser 
iVoiidissetsuDg  schwerlich  in  vielen  Fällen  mit  hinreichender  Ge- 
ifaaigkeit  berechtigt  sein  wird,    so  hat  man  vorgeschlagen,   dass 
^ivei  Beobachter   auf  dem  Schiffe  in   demselben  Zeitmomente  In 
iwei  möglichst  von  einander  verschiedenen  Höhen  über  dem  Meere^ 
tko  etwa  (Taf.  11.  Fig.  7.)  in  den  in  derselben  Vertikale  liegenden 
Ponkten  A  und  Ai,  die  Winkel  SAE  und  SAiEi   messen  sollen. 
Ins  denen  sich  dann,  in  Verbindung  mit  den  bekannten  Höben 
\im  Punkte   A  und  Ai   über  dem  Meere,   die  Kimmtiefe  auf  fei- 
le Art  bestimmen  iSsst. 

Die  Hohen  AA^  und  AiA'  der  Punkte  A  und  Ai   über  dem 
Meere  seien  respective  k  und  A| ;   ferner  sei  wie  gewöhnlich :, 


"^. 
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and 

ACB=AiCB=C; 

endücb  sei 

A'B=e. 

DaDo  haben  wir  zuvorderst,  weDD  C  in  Secnnden  aosgedrSekt 
sein  soll 5  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen,  indem  r  wie 
gewöhnlich  den  Erdhalbmesser  bezeichnet »  die  i Gleichung: 

C=20BQßiß-='Cotl'. 

r      r 

Femer  ist 

also 

K-Ki=k^ki  oder  Ki^-K^zki-^k. 

Weil  nun  die  von  A  und  A^  nach  dem  Gestirne  S  gezogenen 
Linien  AS  und  AiS  offenbar  ohne  allen  merklichen  Fehler  einan- 
der parallel  sind,    so  ist 

A  A 

SAH  =  SAi^MMi  p 

also 

A  _  /.  A  A 

SAiEi-'HiAiEi^SAE'^HAE', 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden: 

SAiEi—Ei  =  SAE--K, 
also 

SA^E^^SAE=^K^^K=ki-k. 

Hieraas  sieht  man,  dass  kx—k  oder  Ki—K  eine  bekannte 
Grösse,  nämlich  der  Differenz  der  beiden  gemessenen  Winkd 
SAiEi  und  SAE  gleich  ist.  Bezeichnen  wir  also  diese  Differenz 
durch  i£,  so  ist 

Muo  ist  aher  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 

A 
tang^=tangir7+j:^-p, 

tang*,=tang4C+;:A^; 
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und  mao  hat  daher  jetzt  die  folgenden  sechs  Gleichungen: 

C=206264.8.-  =  -cotr; 

r     r 

tang*=tangiC+  ,:^^'     tangÄ:i  =  tang  .JC+  ;:^|^; 

mit  den  sechs  nnbekaonten  Grössen 

welche  sich  also  mit  Hülfe  dieser  sechs  Gleichungen  bestimmen 
lassen  müssen.  Man  muss  sich  aber  mit  einer  näherungs weisen 
Auflösung  dieser  Gleichungen  begniigen. 

Nel^men  wir  alle  Winkel  in  Secunden  ausgedrückt  an,  so 
lassen  sich  wegen  der  Kleinheit  der  Winkel  C  und  k,  ky  statt 
der  Gleichungen 

tangA=tangJC+;:^^5     *ang*i  =  tangiC  +  ^-^ 
näherungs  weise  die  beiden  folgenden  Gleichungen  setzen: 

*8iDl''=4C8inl"+j— p. 


also 


A,8inl"=4Csinl''+^:^A_; 


Ä=iC+ 


rCCeinl")«' 

JLos  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  durch  SubtractioD : 

*»     ""rCCsinl")«' 
also 

1  A,-A 


^— r(siDl'')«'i^— *' 


oder  Dach  dem  Obigen 


^ L_  Ai-* 

*'  — r(8iDl'')«~"5~" 
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Ffihrt  man  diesen  Werth  von  C*  in  die  Gleicbtm^^ 


(*' 


^1  — iC+yC(8inP)2 


ein«  so  erhält  man: 


-  1  A^  — h        dA 

''  "^  2r (sin  l'O* '  ~Sr  +  Ai  — Ä ' 

Hat  man  mittelst  dieser  Formeln  k  und  k-^  gefunden,   so  ergeben 
sich  K  und  ÜTi  mitteUt  der  Formeln 

K=k--iC,    K^^ki^iC\ 

also,    nach  gehöriger  Substitution  ans  dem  Obigen,    mittelst  der 
Formeln : 

^  _  l-2i  1         Ai~A         dh 

^  •"     2      'rCsinF)*'     rf      +Ai-Ä* 

^  __1  ~2t  1  A,— Ä   .     dÄ, 

^*  — ""2~'r(sinrO« d~+A;^' 

Wollte  man  noch  e  haben,  so  hätte  man  nach  dem  Obigen 

e  =  rCtangl"  =rCsin  1", 


also 


hl  — Ä 
a  sin  1'' 


Die  Ausführung  der  obigen  Methode  unterliegt  verschiedenen 
Schwierigkeiten;  denn  abgesehen  von  der  Unsicherheit  der  Beob- 
achtung auf  einem  so  scHvrankenden  Standpunkte  wie  der  Mast- 
korb eines  Schiflfes  ist,  wird  es  auch  den  beiden  ßeobachtem 
wohl  nur  selten  gelingen,  mit  demselben  Punkte  der  Küste  diu 
beobachtete  Gestirn  zur  Berührung  oder  Coincidenz  zu  bringen. 
Deshalb  wird  diese  Methode  auch  nur  selten  auf  der  See  angewandt 

Die  Rechnung  nach  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen 
entwickelten  Formeln  pflegt  man  sich  durch  Tafeln  zu  erleichtem, 
die  sich  in  allen  Sammhingen  nautischer  Tafeln  finden.  Die  Ein- 
richtung und  der  Gebrauch  dieser  Tafeln  ergiebt  sich  aus  det^n 
Ansicht  leicht  von  selbst  und  braucht  hier  nicht  noch  bi^äünÜ^^Ü 
erläutert  zu  werden. 


"•^  .':. 
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Ueber  uneigentliche  Punkte  und  Tangenten  der  Kegel- 
schnitte. 

Von 

Herrn  Christoph  Paulus, 

Lehrer  der   Mathematik    an  der  firziehnngsanstalt   auf  dem  Salon  hei 

Ludwig;«  borg;. 


In  einem  früheren  Aufsätze  des  Archivs  Theil  XXL  Seite 
17ö»    habe   ich   gezeigt,    dass  der  Begriff  der  Ordnungselemente 
einHimiiger  involn  torisch  er  Grondgebilde  einer  Erweiterung  f&hig 
sei,  und  dass  diese  Begriffserweiterung  einen  bedeutenden  Einfluss 
auf' die  ganze  Lehre  von  den  Kegelschnitten  habe.    So  gevviss  es 
nun  auch  ist,    dass   es  för  die  Wissenschaft  grossen  Werth  bat, 
Begriffe  von  einer  solchen  Allgemeinheit  zu  besitzen«  wie  sie  dem 
Wesen  des  Objektes ,  an  dem  sie  erscheinen,  zukommen ,  so  ge- 
wifM   ist   es  auch,    dass   die  Sucht  zu  verallgemeinem  schon  oft 
mehr  Nachtheil  als  Vortheil  gebracht  hat.    Ich  habe  daher  in  jener 
Abhandlung  nicht  blos    die  Möglichkeit  einer  Begriffserweiterung, 
sondern  auch  ihre  Zweckmässigkeit  und  Noth wendigkeit»   sowohl 
von    der   intensiven   als   auch    von   der  extensiven  Seite  des  Be- 
griffes aus  nachzuweisen  gesucht.    Ich  habe  gezeigt,  wie  auf  jeden 
Vall   auch   in  der  einstimmigen  Involution  neben   den  Normalele« 
teenten  noch  zwei  andere  Elementenpaare,  die  sich  wechselseitig 
decken,  unterschieden  werden  mfissen,  weil  sie  hinsichtlich  ihrer 
Lage  ebenso  ausgezeichnet  sind,    wie  die  Ordnungselemente  der 
entgegengesetzten  Involution ,  und  es  wurde  auch  für  sie  der  Name 
„Ordnongselemente**  in  Anspruch  genommen,   weil  sie  mit  dem» 
was  man  bisher  unter  diesem  Begriff  befasste,  zwei  coordinirte 
Arten  eines  höheren  Begriffes  darstellten.    Ich  habe  sodann  w^ 
ter  nachgewiesen,  wie  diese  Begriffser Weiterung,  in  ihrer  Aniren* 
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doDg  aaf  andere  Gestalten  des  Kanmes,  namentlkb  auf  die  Ke* 
gelschnitte,  eine  sehr  wichtige  Stelle  einnehme,  indem  sie  nicht 
nur  die  Unterscbeidnng  der  imaginären  Elemente  entbehrlich  mache 
ond  dadurch  za  einer  klareren  Anschauung  führe,  sondern  auch 
noch  ein  neues  Feld  für  die  Erforschung  jener  Gestalten  eroflne, 
und  namentlich  auch  geeignet  sei,  in  den  besonderen  Formen  der 
Kegelschnitte  das  I3ebereinstimraende  erkennen  zu  lassen.  Dm 
diess  zu  zeigen,  genügte  es,  gewisse  Eigenschaften  der  K^el- 
schnitte,  welche  besonders  tanglich  schienen,  hervorzuheben,  da- 
mit an  ihnen  der  Nutzen  jener  Begriffserweiterung  ersehen  werden 
konntet  Statt  der  imaginären  wurden  aneigentliche  .Elemente  i^ 
k^elschnitfs  unterschieden,  ^ie  vor  Jenen  den  Vöfnkg-  iHAefc, 
wirklich  zu  eüstiren  und  can^nirt  werden  zu  können.  Nachdem 
Ich  nun  in  jener  Abhandlung  die  Berechtigung  der  erfi'eiterteo 
Ordnungselemente,  als  auch,  was  damit  zusammenhängt,  dleEin- 
ffihrung  der  uneigeutUchen  Elemente  der  Kegelschnitte  nachge- 
wiesen zu  haben  glaube,  so  habe  ich  mir  auch  die  Pflicht  aufer- 
legt ,  die  Lehre  von  den'  aneigentlichen  Elementen  der  Kegelsöhtiitfe 
weiterhin  in  die  Hand  zu  nehmen.  Mein  nächstes  Geschäfl  war, 
das,  was  sich  früher  nur  gelegentlich  und  für  besondere  Fälle 
ergeben  hatte,  auf  seine  allgemeinen  Gesetze  zurOckzufiShren  und 
dte-,  waA  unmittelbar  mit  denscflbeo  zasammeohangl»  AälM&r  n 
iMersachen.  Die  Resultate  dieser  Arbeit  bis  Ick  jetal*  im  JBi- 
griffe,  der  OefTMitiiehkeit  za  übergeben,  weil  kh  heffef^  dwcb 
^•se  Mittheilong  neue  Kräfte  für  die  Sache  ta  gewioaea  ond 
einen  kleinen  Batrag  f$r  die  Wissenschaft  zu  liefecn«  Ir^b  ge- 
kke  zuerst  die  uneigentlichen  Kegelschnitte  auf  einer  gegebe- 
Ricbtung,  sodann  auf  den  Strahlen  gewisser  VielstriJilen, 
aoirkher  die  oneigentlichen  Tangenten  eines  gegebenen  inoeren 
Vnnktes  ond  endlich  diejenigen  gewisser  Punkireihen«  zu..  1^ 
-aprecktn.  •   ■       - 

A.    Die  unelgentilchen   Kegele^ehnittpunkte   (ßin'^^'ge- 

gebenen  Richtung. 
■   ■    ■  ■         -'j  ■ 

-  -  We  liegen  die  uneigentitcken  KegelschnittpuBkle  anf  eimer 
gegebenen,  änsseren  Geraden  in  der  Ebene  des  Kegelsehoitte? 
D^ss  ist  die  Frage,  von  der  alles  Andere  aJbhängt.  Die  Aj»ti«ett 
•iebeini  nicht  sdmietSg  zu  sein.  .  Denn  nimmt  man;  auf  filnei^iMl- 
eben  Geraden  p  awei  beliebige  Punkte  A  uni.M  und  lemietimift 
ihr«  Polaren  a  uudb  km  Kegelsohnttt^  so  werden  die^^ett«!»:  .«uf 
p»  iwel  Ponkte  A'  nnd  B*  bestimmen,  die  bezieku^ivieMie  40a 
Pankteo.  oä  und  £  conjugnrt  sind.  Die  Ofdnungaptttikte.'iider  ^jtt 
iSf^eitlovokiüon  Aä^BB'  siod  die^ -.gesuchten  ane^lilliclMii 
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bfefflchnittpnnkte  feelhst,  und  da  die  Construktio»  derselben  in 
^vfHiheren  Abhandlung  Seite  177.  gelehrt  ist,  so  kann  die  Auf- 
gabe als  gelöst  betrachtet  werden. 

Obgleich  nun  aber  diese  Construktion  für  alle  gegebenen  Ge- 

■den  leicht  ausführbar  ist,  so  genügt  sie  doch  nicht«   wenn  man 

kibsichtigt»    die  Gesetze  zu  entdecken,    welchen  jene  uneigent- 

leben  K^^elschnittpunkte  unterworfen  sind«    Es  wird  nämlich  bei 

ieser  Construktion  ein  ililfskreis  benutzt,    der  die  unmittelbare 

Inehung    zwischen  jenen    Punkten   und    der  Curve  des  Kegei- 

Mbaitts  unterbricht  uud  daher  die  wahre  Einsicht  unmöglich  macht. 

Ke  Auflösung  jener  Aufgabe  muss  daher  auf  einem  anderen  direk- 

teii  alle    fremden  Mittelglieder  ausschliessenden  Wege  versnobt 

■erden,  —  und  diess  soll   nun   in    diesem  ersten  Abschnitte  ge- 

ritckeo.    Das  Mittelglied   des  Kreises  ist  in  der  That  auch  ent- 

hUkh,  weil  alle  Kegelschnitte  einem  gemeinschaftlichen  Gesetz 

Jer Polarität  onterworten  sind,  welches  hiezu  benutzt  werden  kann. 

AMDtlich  dient  hiezu  ein  bekannter  Satz,  der  Seite  247.  meiner 

Andlinien  angeführt  ist:    „Wenn  die  Eckpunkte  eines  Dreiecks 

Jl einem  Kegelschnitt   sich   bewegen,    während   zwei  Seiten  des- 

.idben  sich  um  zwei   feste,    einander   conjugirte  Punkte  drehen, 

H  dreht   sich  auch  die  dritte  Seite  um  einen  Punkt,    den  Pol 

der  durch  jene    festen    Punkte   bestimmten    Richtung."    In   der 

ilhat  darf  dieser  Satz  nur  umgekehrt  werden,  um  sogleich  in  dem- 

[«ften   das    Mittel   der  gesuchten  Construktion  zu  erkennen,    in 

Form  lautet  jener  Satz  folgendermaassen : 


I.  Theilt  man  einen  Kegelschnitt  durch  eine  Sehne, 
Ivelcbe  durch  den  Pol  einer  gegebenen  Geraden  geht, 
ii  swei  Abschnitte,  und  zeichnet  in  einem  derselben 
'tioen  Peripherie winkel  nach  Belieben,  so  bestimmen 
[lie  Schenkel  desselben  auf  der  gegebenen  Geraden 
itets  zwei  Punkte,  welche  in  Beziehung  auf  den  Ke- 
gelschnitt Gonjugirt  sind. 

bt  also  etwa  P  (Taf.  IIK.  Fig.  1.)  der  Pol  der  Geraden  p  im 

:hnitt  O,   so  wird  man  zu   einem  Punkt  C  der  Geraden  p 

cenjugirten  Punkt  C   dadurch   finden,    dass  man  die  Sehne 

Bach  Beliehen  durch  P  zieht,    die  Punkte  C  und  (f  durch 

Gerade  Terbindet,    weiche  den  Kegelschnitt  in  c  triiTt  und 

rRcbtimg  cV  zieht,  welche  den  gesuchten  Punkt  C  bestimmt 

Regel  filhrt  unmittelbar  auch  zur  Construktion   desjenigen 

dkte«  der  Inyolntion  der  Geraden  p,   welcher  ihrem  Punkt  des 

ndÜcken  Raumes  conjugirt  ist,    nämlich  zur  Bestimmung  des 

Bttipiiiiktes.    Ee  ist  effenbar  hiesu  nichts  nOthig,  als  den  Pe< 

9* 
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ripheriewinkel  so  zu  zeichnen ,  da»8  ein  Schenkel  desselben  tf 4 1|  p 
ist,  so  wird  der  andere  Schenkel  qtf'  zu  dem  Normalpnnkt  Q  Ab- 
ren,  oder  allgemein: 

IL  Ist  ein  Kegelschnitt  and  eine  Gerade  in  einer 
Ebene  gegeben,  und  zeichnet  man  in  einem  der  Ab- 
schnitte, welche  durch  eine  durch  den  Pol  jener  Ge- 
raden gehende  Sehne  gebildet  werden,  einen  Peripherie- 
winkel so  ein,  dass  ein  Schenkel  desselben  mit  der 
gegebenen  Geraden  parallel  ist,  so  geht  der  andere 
Schenkel  durch  denMormalpunkt  der  Involution,  welche 
durch  die  conjugitten  Punkte  jener  Gerades  gebil- 
det wird. 

Dieser  Normalpunkt  hat  noch  eine  weitere  Bedentung  fSr  den 
Kegelschnitt;  denn  die  Richtung  PQ,  welche  durch  denselben  und 
den  Pol  bestimmt  wird,  ist  die  Polare  des  unendlich  entfernten 
Punktes  Q',  der  dem  Norroalpunkt  Q  conjugirt  ist.  Die  zwei 
conjugirten  Punkte  Q  und  Q'  der  Richtung  p  bilden  nSmIieh  mit 
dem  Pol  P  dieser  Richtung  ein  Polardreieck  QQ'P,  in  welchem 
auch  QP  die  Polare  von  Q'  ist.  Die  Gerade  QP  als  Polare  eines 
unendlich  entfernten  Punktes  ist  aber  ein  Durchmesser  des  Ke- 
gelschnitts.   Man  schliesst  also: 

III.  Der  Durchmesser  eines  Kegelschnittes  gebt 
durch  den  Pol  und  den  Normalpnnkt  jeder  Geraden, 
der  er  conjugirt  ist. 

Für  den  besonderen  Fall  einer  Geraden,    welche  den  Kegel- 
schnitt schneidet  und    eine  Sehne   bildet,    die  von  dem  Normal- 
punkt balbirt  wird,    ist   der  letzte  Satz  wohl  bekannt,    in    dieser 
beschränkten  Form  war   er  jedoch    für    den  vorliegenden    Zweck 
unbrauchbar,    wo    nur    solche  Gerade   betrachtet    werden   sollen, 
welche  den  Kegelschnitt  nicht  schneiden.    Zieht  man  nun  durch 
den   Pol  P  der  Geraden  p  die  Sehne  WM  ||  p  (Taf.  III.  Fig.  2.), 
so  ist  auch  sie  dem  Durchmesser  conjugirt,    da  alle  dem  Durch- 
messer conjugirten  Richtungen   einander   parallel    sind,    sie  wird 
also  auch  von  il]$  in  dem  Punkte  P  balbirt  werden.    Verbindet 
man  sodann  die  Endpunkte  Vt  und  H  dieser  Sehne  mit  den  End- 
punkten ü  und  T$  des  Durchmessers,,  so  werden  die  Verbindungs- 
linien iUn  und  SH,    jXU  und  VW  paarweise  in  zwei  Punkten  M 
üud  N  der  Richtung  p  convergiren  (weil  p  die  Polare  von  P  ist), 
und  damit  zwei  weitere  conjugirte  Punkte  der  Involution  der  Rieh. 
tang  p  liefern.    Weil  aber  VXUWp  ist,   so  werden  diese  Geraden 
durch  den  Dreistrahl  Ü  proportional  getheilt,   und  wie  P  in  der 
Mitte  von  VXXl  liegt,   so  muss  auch  Q  in  der  Mitte  von  MN  lie- 
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gen.  Diess  zeigt,  dass  M  uod  iV  die  Ordoungspunkte  und  somit 
anch  die  uneigentiichen  Kegelschnittpunkte  der  Richtung  p  sind. 
Oder  allgemein : 

IV.  Ist  ein  Kegelschnitt  und  eine  Gerade  in  einer 
Ebene  gegeben,  so  bestimmen  der  Durchmesser,  wel- 
cher der  Geraden  conjugirt  ist,  und  die  Polare  desNor- 
malpunkts  jener  Geraden  in  ihren  Endpunkten  vier 
Richtungen,  die  paarweise  in  den  uneigentlichen  Ke< 
geibchnittpunkten  jener  Geraden  convergiren. 

Vermöge  dieser  vier  Satze  können  die  uneigentlichen  Kegel- 
schnittpunkte auf  direktem  Wege  in  allen  Fällen  eonstruirt  wer- 
den, und  es  bleibt  nur  noch  übrig,  die  Lage  jener  Punkte  mit 
eniaäder  zu  vergleichen ,  welche  auf  den  Strahlen  gewisser  Viel- 
strahlen liegen ,  und  diess  wird  in  den  zwei  folgenden  Abschnitten 
geschehen. 


B.     Die  uneigentiichen  Uyperbeldurchmesser. 

Obgleich  die  uneigentlichen  Hyperbelpunkte  auf  den  Richtun- 
gen der  imaginären  Durchmesser  in  der  früheren  Abhandlung 
Seite  185.  bereits  betrachtet  wurden,  so  muss  dieser  Gegenstand 
doch  noch  einmal  aufgenommen  werden,  weil  jetzt  eine  allgemeine 
CoDstruktion  vorliegt,  die  auf  den  besonderen  Fall  angewendet 
werden  kann.  Ist  also  CD  (Taf.  III.  Fig.  3.)  ein  reeller  Durch- 
messer einer  Hyperbel,  welche  die  Riehtungen  SS  und  T^  zu 
A83rmptoten  und  den  Punkt  O  zum  Mittelpunkt  bat,  so  flndet  man 
die  Richtung  des  conjugirten  imaginären  Durchmessers  dadurch, 
dass  man  den  Strahl  OC  sucht,  welcher  mit  OC  die  Asympto- 
tendchtungen  OS  und  O^  harmonisch  trennt.  Sollen  sodann  auf 
der  Richtung  CD'  des  imaginären  Durchmessers  die  uneigent- 
iichen Hyperbelpunkte  gefunden  werden,  so  müssen  zuerst  der 
Norroalpunkt  auf  CD'  und  dessen  Polare  gesucht  werden.  Nach 
III.  ist  aber  der  Punkt  O,  in  welchem  die  Richtung  OD^  vom 
conjugirten  Durchmesser  CD  geschnitten  wird,  dieser  Normal- 
punkt  selbst,  und  die  Polare  dieses  Punktes  O  ist  die  Beruh* 
nmgssehne  seiner  Tangenten.  Die  Tangenten  des  Mittelpunkts 
O  sind  aber  die  Asymptoten  SS  und  Td  der  Hyperbel  und  die 
Berfibrungssehne  derselben  ist  eine  Gerade  des  unendlichen  Rau- 
»68«  Obgleich  jedoch  diese  Gerade  des  unendlichen  Raumes 
flicht  gezeichnet  werden  kann,  so  kann  man  doch  durch  die  Punkte, 
lo  welchen  sie  die  Hyperbel  schneidet,  gerade  Richtungen  ziehen, 
denn  jede  Richtung,  die  mit  einer  Asymptote  parallel  ist,  ist  als 
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titme  Linie  xo  bclijchteo,  die  irrftTihr  1»  ÜHem  aoendlich  ent&nk- 
teo  BerflfaniiigB|Ninlit  comrcreirt,  4iirek  weidkea  aacb  die  ßerihr 
niogflsehne  geht  Man  hat  al^o  nor  nach  der  Regel  IV.  darek 
die  Endpnnlite  C  und  D  des  gegebenen  reellen  Durchmessers  pa- 
rallele Richtungen  mit  den  Asymptoten  zu  xiehen,  um  anf  der 
Rfchtang  des  imaginären  Dnrchmessers  die  gesuchten  oDetgeiit- 
lieben  Hyperhelpunkte  O  und  />  zu  bestimmen;    allgemein: 

V.  Wenn  man  Ton  dem  Scheitel  eines  reeilenDarch* 
messers  eiirer  Hyperbel  aus  zwei  Riebtungen  nit  dei 
Asymptoten  parallel  zieht,  so  bezeichnen  dieselben 
auf  der  Riebtang  des  conjugirten  imaginären  Darch- 
messers  die  zivei  uneigentlichen  Hyperbelpunkte. 

Die  uneigentiicheD  ByperbelponlKte  anf  allen  steti<K  anfein«^ 
der  folgeildeii  lüclrtangen  der  imaginären  Durchmesser  werdoi 
offenbar  auch  eine  stetige  PnnlLtreihe,  eine  Linie  erzeugen»  wctdM 
meines  Wissens  vom  Stand punlct  der  neueren  Geometrie  noch  nicht 
entwickelt  wurde ,  obsleich  »te  manches  Interessante  darbietet.  Con- 
struirt  man  daher  die  uneigentlichen  Hyperhelpunkte  A'  und  B", 
C  und  Df  dadurch,  dass  man  von  den  Scheiteln  A  und  C  die 
Richtungen  AB'  und  CD^  parallel  SS  und  von  den  Scheiteln  B 
aod  D  die  Richtungen  BA*  und  DC  parallel  SS  zieht,  so  ist 
zu  untersuchen,  wie  sich  das  System  der  uneigentlichen  Hyper- 
helpunkte Ay  C9  B'9  ly  zu  dem  System  der  eigentlichen  Hypet- 
belpnnkte  A,  C^  B^  D  verhalte.  Weil  nun  die  Asymptoten  OS 
und  OT  durch  die  conjugirten  Durchmesser  OA  und  OA' ,  OC 
und  00  etc.  Iiarmoniscfa  getrennt  werden,  so  folgt,  dass 

Vielstrahl  O.TACSJ  O^TA'CS. 

Weil  femer  die  Vierecke  AA'BB,  CCDiy  etc.  Parallelo- 
grarome  sind,  so  wird  man  schliessen,  dass  der  Vielstrahl  der 
Parallelen  SS,  CD',  AB'  etc.  dem  Vielstrahl  der  Parallelen  TS» 
OD,  A' B  gleich  ist,  oder  wenn  man  den  Punkt  des  unendlichen 
Raumes,  in  welchem  alle  diese  Parallelen  convergiren,  mit  S 
bezeichnet,    so  folgt 

Vielstrahl   S,ACOa  S,A'C  O. 

Es  sind  also  die  zwei  Vielstrahlen  0,TACSnn6S,TAC0,weUk^ 
In  den  Punkten  T,  A,  C,  O  der  gegebenen  Hyperbel  convergi- 
ren, den  zwei  Vielstrahlen  0,TA'C'S  und  S,^A'C'0  des  sn  be- 
stimmenden Systems  conform.  Die  homologen  Strahlen  zweier 
eonformen  Vielstrahlenpaare  bestimmen  aber  zwei  coHine&re  Syatme 
(GrnndL  §.  43).  Es  ist  also  das  System  der  uneigentlioben  I|y- 
perbelputikte   Cd'C'05   den    Punkten    TACOS   der   gegebenen 
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Hyperbel  coHineär;  die  uneigentlich en  Hyperbelpunkte  liegen  so- 
mit eben&lls  auf  der  Curve  eines  Kegelschnitts.  Noch  mehr! 
fvellder  Punkt  O,  so  wie  die  unendlich  entfemteü  Punkte  Sund 
St  T  und  (T  sich  selbst  entsprechende  Punkte  der  zwei  Systeme 
sind,  so  hat  die  Curve  der  uneigentlichen  Hyperbelpunkte  wie 
die  gegebene  Hyperbel  zwei  Punkte  im  unendlichen  Räume  und 
gehört  also  ebenJails  unter  die  Klasse  der  Hyperbeln;  und  zwar 
bat  sie  mit  der  gegebenen  Hyperbel  die  Asymptoten  gemein- 
«chaftlich.  Bemerkt  man  noch,  dass  Ä'B'  und  CD'  etc.  Durch- 
messer der  abgeleiteten  Hyperbel  sind  5  so  zieht  man  folgende» 
•Schloss! 

VI.  Die  Endpunkte  der  uneigentl^chen  Durchmes- 
ser einer  Hyperbel  liegen  wieder  auf  der  Curve  einer 
Hyperbel,  welche  mit  der  gegebenen  Hyperbel  die 
Asymptoten  und  überhaupt  alle  Durchmesser  gemein- 
schaftlich hat,  doch  hinsichtlich  der  letzteren  mit  dem 
Untefschiede^  dass  die  eigentlichen  Durchmesser  der 
einen  Hyperbel  zugleich  auch  die  uneigentlichen  der 
anderen  sind. 

Weil  jede  Hyperbel  durch  einen  eigentlichen  und  den  coirfa- 
girtenuneigentlit'hen  Durchmesser  vollkommen  bestimmt  ist  (Grund* 
linien,  Aufg.  81.  c.)»  so  kann  man  diesen  Satz  auch  umkehren  und 
sagen: 

Vn.  Wenn  zwei  Hyperbeln  zwei  einander  conjn- 
glrte  Durchmesser  auf  die  Weise  mit  einander  gemein 
haben,  dass  der  eigentliche  Durchmesser  der  einen 
Hyperbel  zugleich  der  uneigentliche  der  anderen  ist, 
so  haben  sie  auch  die  Asymptoten  und  alle  anderen 
Durchmesser  auf  eben  dieselbe  Weise  mit  einander 
gemein. 

Schon  längst  sah  man  sich  veranlasst,  diese  zweite  al>gelelL' 
tete  Hyperbel  zu  unterscheiden,  und  hat  sie  mit  dem  Namen  der 
zugeordneten  Hyperbel  bezeichnet  und  gefunden »  dass  sie  eine 
solche  Begrenzung  der  imaginären  Hyperbeldurehmesser  begründe, 
weiche  es  möglich  mache,  för  eine  treibe  von  Eigenschallen,  die 
sa-  der  Ellipse  wahrgenommen  werden ,  eine  Analogie  l)ei  der  Hy- 
pwbe[  nachzuweisen.  Den  tieferen  Grund  für  diese  Analogie 
griaabe  ich  durch  die  im  Vorausgehenden  gegebene  Aosclianungs- 
vreis»  aa^esehlossen  zu  haben,  gedenke  jedoch,, nicht  länger  hie^ 
bsi  zn  Yerweilen. 
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C.    Die  unelgeDtlicbeD  Kegelschnittpuokte  auf  ein«] 

Parallel  viel  strahl. 

Darch  dasselbe  Mittel  und  mit  derselben  Leichtigkeit,  ^ 
bei  dem  uneigentlichen  Hyperbeldurcbmesser  bestimmt  man  aud 
die  Curve^  welche  durch  die  einem  Durchmesser  conjugirten  u* 
eigentlichen  Sehnen  eines  Kegelschnitts  erzeugt  wird,  and  es  hal 
die  Kenntniss  derselben  um  so  mehr  Interesse,  als  man  hier  niefcC 
blos  auf  eine  einzige  Klasse-  von  Kegelschnitten  beschränkt  kk 
Gesetzt  also,  es  sei  ein  Kegelschnitt  O  (Taf.  ill.  Fig.  4.)  mit  iwil 
einander  conjugirten  Durchmessern  AB  und  ^T$  gegeben;  so  siiid 
alle  Richtungen  g's^h' ,  a,  welche  mit  einem  jener  DurchmessA 
etwa  mit  il]S,  parallel  sind,  dem  anderen  AB.  conjo^rt,  i^ 
die  Richtung  #i,  welche  durch  den  Scheitel  A  dieses  DarchnH% 
sers  geht,  berührt  den  Kegelschnitt.  Wenn  die  Richtungen  jf'iijj^ 
den  Kegelschnitt  nicht  schneiden,  so  bezeichnet  der  DurchmeiM 
AB  auf  denselben  doch  auch  die  Normalpunkte  G*  und  H'  " 
construirt  man  also  zu  diesen  Punkten  die  Polaren  g  und  A 
Kegelschnitt,  so  werden  dieselben  mit  dem  Durchmesser  Ai 
ihren  Curvenpunkten  die  inbeschriebenen  Vierecke  ACBD 
AEBF  bestimmen,  deren  Gegenseiten  in  den  uneigentlichen 
gelschnittpunkten  O  und  D',  E'  und  F'  der  Richtungen  i^r' und ^ 
convergiren.  Weil  nun  aber  in  dem  Vierseit  ACBD  die  Diag^ 
nale  AB  durch  die  Diagonalen  CD  und  CD'  harmonisch  getbeSt 
wird,  so  sind  die  Punkte  B^  A^  C,  G  und  also  auch  die  PuolM 
Bt  y»  O 9  C  harmonisch,  so  fern  die  letzteren  durch  die  Panllpr 
len  a,  g'%  g  auf  BC  bestimmt  werden.  Hieraus  folgt,  dass  as)!^ 
der  Vierstrahi  A^ByC'C  und  aus  gleichem  Grund  auch  der  Vis^ 
strahl  AjByE'E  und  überhaupt  jeder  andere  ähnlich  constmift^ 
Vielstrahl  harmonisch  sei.  Hieraus  schliesst  man  wieder  weiter,  i%f^ 

Vielstrahl  A,BaCE  a  A,BaC'E\ 

und  da  ohnehin 

Vielstrahl  B,AC£aB,ACE, 

so  hat  man  zwei  Paare  conformer  Vielstrahlen,  welche  in  i0 
Gonvergenzpunkten  ihrer  homologen  Strahlenpaare  zwei  colliDtK^ 
ebene  Systeme  bestimmen;  es  ist  also  das  System  der  Ponki 
B,  A,  C,  E'  dem  System  der  Punkte  B,  A,  C,  E  coUinelÜ 
und  weil  die  letzteren  der  Cnrve  eines  Kegelschnitts  angehOrarf 
so  liegen  auch  die  ersteren  auf  der  Curve  eines  Kegelschiutfi 
Diese   zwei  Kegelschnitte   haben  überdiess  eine  perspektivisciü 
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Lage  gegen  eiuander,  weil  ihre  Systeme  den  VieUtrahl  B^ACE 
^eiDechaftlich  haben.  Der  Scheitel  B  dieses  VielstrahU  ist  das 
Teotnim  und  die  Richtung  a  der  Scheiteltangente  ist,  als  eine 
leiden  Systemen  gemeinschaftliche,  auch  durch  das  Centrura 
ehende  Gerade  die  Axe  der  Collineation.  Weil  ferner  die  Verbin- 
vngslinien  Ciy  nnd  CD  der  sich  nicht  entsprechenden  Punkte 
er  homologen  Paare  C  nnd  C,  D  und  !>  in  einem  Punkt  A 
m  Aze  convergiren,  so  sind  die  Systeme  flberdiess  auch  noch 
iroIntorLsch.  (Grundl.  $.  48.) 

Es   ist   auch  leicht  zu   ersehen,   welcher  Art  der  abgeleitete 

Kegelschnitt   ist.     Weil    nfinilich    die   Richtung    des   coiijugirten 

Dirchmessers  il]$  nicht  nur  mit  der  Axe  a  parallel  ist,    sondern 

Meh  den  Strahl  BA  hälftet,   so  ist  sie   die  Gegenaxe  der  zwei 

kolotorischen  Systeme.  (Grundl.  §.  48.)     Ist  nun   der  gegebene 

Iiplschnitt  eine  Ellipse,  so  bezeichnet  die  Richtung  der  Gegen- 

nel)},    als  die  eines  Durchmessers,   wirklich  zwei  eigentliche 

^  hkte  ihrer  Curve.    Diesen  Curvenpunkten  Ü  und  H  des  Systems 

kr  Ellipse  entsprechen,    als  Punkten  der  Gegenaxe,   im  System' 

IIa  abgeleiteten   Kegelschnittes  C'Aiy  zwei   eigentliche  Punkte 

In  anendlichen  Raumes ;   der  Kegelschnitt  CAD*   ist  also  eine 

Ijrperbel  (Grundl.  {.  JOl.)»  und  zwar  sind  die  Richtungen  ST  nnd 

X,  welche  mit  AA  uuiiAli  parallel  gezogen  werden,  die  Asymp- 

Um  der  Hyperbel. 

kt  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Hyperbel,  so  trifft  die 
BehtuDg  der  Gegenaxe,  US»,  als  die  eines  imaginären  Durchmes- 
NiB,  welcher  dem  reellen  Durchmesser  AB  conjugirt  ist,  keine 
ligentlichen  Punkte  der  Hyperbelcurve,  es  gebt  also  auch  die 
knologe  Gerade  des  abgeleiteten  Kegelschnitts,  welche  im  un- 
4dlichen  Räume  liegt,  durch  keine  eigentlichen  Punkte  dieser 
tore,  nnd  dieselbe  ist  daher  eine  Ellipse.  (Grundl.  §.  1(X).) 

Ist  endlich  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Parabel,   so  liegt 
ier  Sdieitel  A  und  also  auch  die  Collineationsaxe  a  im  endlichen 
Banm,   der  andere  Scheitel  B  des  Durchmessers  aber,  d.  i.  das 
Cestrum  der  Collineation,    liegt   im  unendlichen  Raum,   die  zwei 
Spteme  sind  also  afBn   und  der  abgeleitete  Kegelschnitt  ist  da- 
eioe  Parabel,   ja  noch  mehr»    die  Systeme  dieser  zwei  Para- 
aind»   weil  sie  involutorisch,    nicht  blos  alBn,  sondern  auch 
(Grundl.  §.  45.  a.),  die  zwei  Parabeln  sind  also  congrnent. 
wenn  man  alle  diese  Resultate  zusammeofasst: 

• 

VIII.    Die    aneigentlichen    Sehnen^    welche    einem 

irehmesser    eines    Kegelschnittes    conjugirt    sind, 

Oren  ebenfalls  wieder  einem  Kegelschnitt  an,  wel- 
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eYi er  in il  dem  gegeben en  Kegelsehnitt  den  gegebenen 
and  den  conjugirten  Dorchmesser  gemein  bat  Dabei 
ititnocb  besonders  sn  bemerken: 

a)  dass  einer  dieser  zwei  Kegelschnitte  eine  Hy^ 
perbel  ist»  wenn  der  andere. eine  Ellipse  ist  und  uifir. 
gekehrt,  und  dass  die  Asymptoten  der  Hyperbel  dof. 
leiten  des  Vierecks  parallel  geben,  welches  durch  die. 
gemeinschaftlichen  conjugirten  Durchmesser  bestimmt 
wird; 

b)  d^ss  der  eine. derselben  eine  Parabel  ist«  so  oft 
de.r,^pdere  diese  Gestalt  bat,  und  dass  diese  zwei  Pa- 
rabeln einander  congruent  sind; 

"     t)  dass   die  zwei  Kegelschnitte  eine  doppelte  B^- 
rfibruhg  haben; 


•1  : 


•  d)  dass  sie  sich  in  involntorischer,  perspekttyl« 
Ihpber  Lage  befinden,  so  nämlich,  dass  ein  Scheitel 
des  gemeinschaftlichen  eigentlichen  Durchmessers 
da^  Centrum,  nnd  dje  Tangente  des  anderen  Scheitels 
die  Aze  und  der  gemeinschaftliche  conjugirte  Durch: 
messer   die    Gegenaxe   der   invotutorischen    Coilinea* 

tion   ist. 

< 

Weil  ein  Kegelschnitt  durch  zwei  conjugirte  Durchmesser  be- 
stimmt ist,  von  welchen  bekannt  ist,  ob  sie  zur  Gattung  der 
eigentlichen  odei:  uneigentlichen  gehören,  so  kann  man  den  yor- 
ansgehenden  Satz  auch  umkehren  und  sagen: 

\X,  Wenn  zwei  Kegelschnitte  ein  Paar  conjugirte 
Durchmesser  gemein  haben,  von  welchen  der  eine  in 
beiden  Kegelschnitten  ein  eigentlicher,  der  andere 
aber  in  dem  einen  ein  eigentlicher  und  in  dem  anderen 
ein  uneigentlicher  ist,  so  sind  die  dem  gemeinschaft- 
lichen eigentlichen  Durchmesser  conjugirten  eigent« 
liehen  lehnen  des  einen  Kegelschnitts  zugleich  auch 
die  uneigentlichen  Sehnen  des  anderen  Kegelschnitts. 

Dieser  Umkehrungssatz  führt  noch  vreiter.  In  der  Hyperbel 
kennen  nämlich  zwar  nur  diejenigen  Sehnen  uneigentliche  sein, 
welche  einem  eigentlichen  Durchmesser  conjugirt  sind;  in  ihr 
giebt  es  daher  für  jedes  Paar  conjugirter  Durchmesser  nur  eine 
einzige  Sehaar  nneigentlicber  Sehnen,  welche  einer  Ellipse  ange- 
boren. In  der  Ellipse  dagegen»  die  uur  eigentliche  Durohmesset 
hat,  denen  immer  aueb  uneigentliche  Sehnen  eonjugiit  süid»  giabi 
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es  för  jedes  Paar  conjogirter  Durchmesser  auch  zwei  Schaares 
▼on  uneigeiitlichen  Sehnen  ^  die  mit  zwei  conjugirten  Darchme»' 
Sern  parallel  sind  und  zwei  Hyperbeln  angehören.  Jede  dieser 
Hyperbeln  hat  dieselben  zwei  Durchmesser  mit  der  Cllip/se  gemein» 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  derselbe  Durchmesser  in  der  einen 
Hyperbel  als  ein  eigentlicher  und  in  der  anderen  als  ein  unei* 
geutlicher  figurirt.  Hieraus  folgt  aber,  dass  diese  zwei  Hyper* 
beln  feugleich  auch  noch  in  dem  Verhältniss  stehen,  dass  die  eine 
Hyperbel  die  uneigentlichen  Durchmesser  der  anderen  enthält  (VH.) 

X.  Die  zwei  Hyperbeln,  welche  in  einer  Ellipse 
durch  die  uneigentlichen  Sehnen  erzeugt  werden,  die 
zweien  conjugirten  Durchmessern  pafallel  gehen, 
stehen  auch  untereinander  in  dem  Verhältniss,  dass 
die  eigentlichen  Durchmesser  der  einen  zugleich  auch 
die  uneigentlicben  Durchmesser  der  anderen  sind. 

XI.  Wenn  man  zwei  einander  zugeordnete  Hyper* 
beln  hat  (d.  h.  in  welchen  die  eigentlichen  Durchmesser  der 
einen  die  uneigentlicben  der  anderen  sind)  und  wenn  man  zu 
einem  gemeinschaftlichen  Durchmesser  derselben  die 
Ellipse  der  conjugirten  uneigentlichen  Sehnen  con* 
struirt,  so  ist  diese  Ellipse  zugleich  auch  die  Gurve, 
weiche  die  dem  anderen  conjugirten  Durchmesser  der 
anderen  Hyperbel  parallelen,  uneigentlichen  Sehnen 
einscbliesst. 


D.     Die  uneigentlichen  Tangenten  eines  Punktes. 

Die  in  einem  Punkte  eines  Kegelschnitts  convergirenden 
Ordnungsstrahlen  der  in  jenem  Punkte  convergirenden,  conjugir- 
ten, involutorischen  Strahlen  heissen  die  uneigentlichen  Tangenten 
jenes  Punktes.  Diese  uneigentlichen  Tangenten  der  innieren  Punkte 
um  die  uneigentlichen  Kcgelschnittpunkte  der  äusseren  Richtungen 
stehen  nun  zwar  in  einem  Verhältniss  der  Reciprocität,  und  es 
konnte  desswegen  scheinen,  dass  es  gerathener  gewesen  wäre, 
die  reciproken  Satze  gleichzeitig  zu  entwickeln  und  neben  einan- 
der zu  stellen.  Allein  ein  tieferes  Eingehen  zeigt,  dass  dieses 
Verhältniss  der  Reciprocität  keine  durchgreifende  Dualität  begrün- 
det, indem  bald  bedeutende  Unterschiede  sich  einstellen,  welche 
dem  Fall  der  uneigentlichen  Tangenten  eine  gewisse  Eigenthüm- 
lichkeit  verleihen.  Ein  Grund  dieser  Verschiedenheit  wurde  schon 
beim  einstimmigen  invoJutorischen  Vieistrahl  in  der  früheren  Ab- 
handlung Seite  182.  erwähnt.    Obgleich  nämlich  in  einem  solchen 
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Tielstrabl  jede  Transversale  in  einer  involutoriscben  Punktreihe 
geschnitten  wird»  so.  stimmen  doch  die  Normal-  und  Ordnangs* 
strahlen  der  Reihe  nicht  mit  den  Normal-  und  Ordnungsstrahlen 
des  einstimmigen  involutorischen  Vielstrahls  fiberein ,  wie  diess 
allerdings  bei  den  Ordnungspunkten  der  entgegengesetzten  Invo- 
faition  der  Fall  ist,  sondern  es  findet  diess  vielmehr  nur  in  dem 
besonderen  Falle  Statt,  wenn  die  Transversale  auf  dem  Normal- 
strahle des  Vielstrahls  senkrecht  steht.  Diese  Untersebiöde, 
welche  schon  an  den  einförmigen  involutorischen  Grundgebilden 
zu  bemerken  sind,  offenbaren  sich  noch  gewaltiger  in  dem  Polar- 
system eines  Kegelschnitts  und  heben  vollständig  die  Dualität 
auf^  welche  hinsichtlich  der  involutorischen  Punktreihen  und  der 
involutorischen  Vielstrahleo  erwartet  werden  konnte,  sobald  man 
nämlich  dieselben  in  Betreff  ihrer  Normal-  und  Ordnungselemente 
zu  vergleichen  sucht.  Diese  abweichenden  Verhältnisse  veran- 
lassten mich»  den  Fall  der  uneigentlichen  Tangenten  von  demje- 
nigen der  uneigentlichen  Punkte  zu  trennen  und  einer  besonderen 
Betrachtung  zu  unterziehen. 

Was  nun  zunächst  die  Construktion  der  uneigentlichen  Tan- 
genten selbst  betrifft 5  so  ist  vorerst  zu  bemerken«  dass  sie,  wie 
die  entsprechende  über  die  un eigentlichen  Punkte  einer  äusseren 
Richtung,  dadurch  jederzeit  gelost  werden  kann,  dass  man  die 
Ordnungsstrahlen  des  durch  die  conjugirten  Richtungen  gebildeten 
involutoriscben  Vielstrahls  nach  der  Seite  181.  XXI.  Bds.  dieses 
Archivs  angegebenen  Regel  mittelst  eines  Hilfskreises  aufsucht 
Allein  auch  hier  ist  diese  Construktion  ungenügend  und  man  ist 
darauf  hingewiesen ,  eine  direkte  Auflösung  ohne  Hilfscurve  auf- 
zusuchen. Diess  hat,  so  lange  man  sich  noch  auf's  Allgemeine 
beschränken  will,  keine  Schwierigkeit,  denn  so  lange  nicht  nach 
den  Normal-  und  Ordnungszahlen  selbst  gefragt  wird,  gelten  noch 
die  Dualitätsgesetze  der  Reciprocität.  In  der  That,  wenn  es  sich 
blos  darum  handelt,  zu  jedem  Strahl  eines  gegebenen  Punktes 
den  conjugirten  zu  finden,  so  leisten  die  bei  i.  angeführten  Sätze, 
wenn  man  ihre  reciproke  Form  aufsucht,  die  nothigen  Dienste. 
Wenn  zwei  Ecken  eines  um  einen  Kegelschnitt  beschriebenen 
Dreiecks  sich  auf  zwei  einander  conjugirten  Richtungen  bewegen, 
so  bewegt  sich  auch  das  dritte  Eck  des  Dreiecks  auf  einer  Ge- 
raden, nämlich  auf  der  Polaren  des  Convergenzpunktes  jener  zwei 
conjugirten  Richtungen.  Dieser  Satz  fuhrt  sodann  zu  folgender 
Construktion  der  conjugirten  Richtungen  : 

Xn.  Wenn  zwei  Tangenten  eines  KegelschnittB 
▼OD  einer  dritten  Tangente  geschnitten  werden,  so 
sind  jede  zwei  Richtungen  einander  conjugirt,  welche 
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durch  die  Schnittpuokte  der  letzteren  Tangente  gehen 
led  in  einem  Punkte  der  BerQhrungssehne  der  iwei 
enteren  Tangenten  convergiren. 

Die  Richtigkeit   dieses  Satzes   ist  auch  leicht  durch  die  be- 
kannten Eigenschaften  des  nmbeschriebenen  Vierseits  nachzuwel- 
m.  Werden  pämlich  die  Tangenten  ^F  und />F  (Taf.  III.  Fig.  6.) 
fech  eine  dritte  Tangente  in  den  Punkten  B  und  C  geschnitten 
nd  zieht  man  durch   die  Schnittpunkte  ß  und  C  zwei  Richtun- 
pfl,  die  auf  der  Beriihrungssehne  MR  der  zwei  ersteren  Tangen- 
in  in  dem  Punkte  O  convergiren.   und  zieht  man  nun  noch  eine 
Mne  NS,    welche   durch    den   Berührungspunkt  N   der   dritten 
Tiogente  und  durch  den  Punkt  O  geht,  und  construirt  man  end- 
lek  auch  noch  die  Tangente  des   Punktes   5,    welche    die  zwei 
0    Tangenten    in   den    Punkten  A  und  D   schneidet,   so  ist 
CD   ein   umbeschriebenes   Vierseit,    dessen    Diagonalen   AC, 
und  EF  durch  die  Convergenzpunkte  O,  O' ,  O"  der  Gegen- 
n  des  inbeschriebenen  Vierecks  MNRS  gehen,    welches  mit 
hen    Ecken    in    den   Beriihrungspunkten    den    umbeschriebenen 
seits  liegt.    Es  ist  aber  bekannt,  dass  OO'O"  ein  Polardrei- 
ist,    in  welchem  jede    zwei  Seitenrichtungen,  also  auch  00' 
OO^  oder  OC  und  OBy  einander  conjugirt  sind. 

Obgleich   nun    aber  der  Satz  XII.  ein    bequemes  l\littel  dar- 

st,    um  in  jedem  Punkt  O  zu  einer  gegebenen  Richtung  OB 

eonjagirte  OC  zu  construiren,   so  leistet  er  doch  für  die  Con- 

tion  der  Normal-  und  Ordnungsstrahlen  des  Punktes  O  nichts. 

;b  sucht  man  umsonst  die  Construktion  der  Normal-  und  Ord- 

»punkte   der    involutorischen    Punktreihen    in    ihre    rcciproke 

umzuwandeln  und  dadurch  zum  erwünschten  Ziele  zu  gelan- 

r;   man  überzeugt  sich  im  (legentheil ,    dass  die  Dualitht  eben 

aufbort^    wo  man    zu   diesen  Uauptelenienten  der  Involution 

sben  will.    Bei  der  geraden  involutorischen  Punktreihe,  welche 

^olarsystem  eines  Kegelschnitts  durch  die  conjugirten  Punkte 

Richtung  gebildet  wird,   ist  ein  Normalpunkt   als  der  Punkt 

'Unendlichen  Raumes   bekannt,   und  der  andere  im  endlichen 

wird   durch   den  conjugirten  Durchmesser   auf  jener   Rich- 

sogleich  bestimmt;    bei  dem  involutorischen  Vielstrahl,  wel- 

duTch  die  in   einem  Punkt  convergirenden  Richtungen   eines 

rstems  gebildet  wird ,  ist  weder  ein  Normalstrahl  von  selbst 

it,  noch  kann   der  andere  durch  sein  Verhältniss  zum  Mit* 

it   des   Kegelschnitts   bestimmt   werden.     Der    Mittelpunkt 

[Kegelschnittes  erhält  seine  Bedeutung  durch  seine  Beziehung 

involutorischen  Punktreihen  des  Kegelschnitts,  er  ist  näm- 

!ler  constante  Normalpnnkt  för  alle  durch  ihn  gebenden  Rieh» 


134  Fenint:    Veker  nnekf€ma§€ke  ^mmk(^ 

fciip^e»,  vfid  ««f  allen  anderen  Riebtoiiseii  wird  der  Nnmudpankt 
darefc  den  ibneift  conjaeirfen  Durdiinesser  bczeiebnet.  Ffir  die 
faY«>latori#chen  VirUtrahlen  der  Ke?elj«ebnittp«nkte  bat  der  Hit- 
te^>nnkt  keine  aorittre  ßedeatong  aU  jeder  andere  Ponkt;  er  bat 
auch  «eine  NormaUtrablen ,  die  Axen,  ond  seine  Ordnangsstrab- 
ieo.  In  dieser  Hinsicht  sind  vielniebr  die  Brennpunkte  des 
Kegelschnittes  au»«:ezeicbDety  denn  es  ist  der  involotoriscbe  Tiel- 
strabl  jedes  Brennponktes  rechtwinklig,  d.  b.  es  sind  jede  zwei 
Ricbtantren.  die  in  ihm  conrersiren  cnd  senkrecht  anf  eiomnder 
«tehesy  conjngirt;  es  können  also  jede  zwei  solche  RicbtimgeD 
als  Kor  malstrahlen  betrachtet  werden.  Aach  dienen  die  Brenir- 
ponkte  znr  Confstniktion  der  Normalstrablen  jedes  anderen  Punk- 
tes« wie  folgende  Regeln  angeben: 

XIII.  Die  Normalstrablen  eines  Brennpnnktes  sisd 
onbestinrot^  es  bilden  die  eonjaglrten  Riefatangen 
eines  Brennpunktes  einen  rechtwiakligen  InTolatori- 
scben  Tielstrab  I,  in  welebeni  jedes  Paar  anf  einander 
senkrechter  Riebtungen  als  Normalstrablen  betracb» 
tet  werden  kennen. 

XIV.  Die  Nurroalstrablen  irgend  eines  anderen 
Punktes  in  dem  Polarsystem  des  Kegelschnitts  sind 
die  Halbiruogslinien  der  Winkel,  die  durch  die  in  jenem 
Punkt  convergirenden  Brennstrablen  gebildet  werden. 

XV.  Ftir  einen  Punkt  auf  der  Richtung  einer  Axe 
sind  diese  .Axe  selbst  und  die  auf  derselben  senkrechte 
Richtung  zugleich  auch  die  Normalstrablen. 

Diese  Sätze  wurden  Fon  Professor  v.  Stau  dt  in  seiner  ,»Ge«« 
netrie  der  Lage  Seite  208. '^  einfach  dadurch  bewiesen ,  dass  er 
die  Punkte  untersucht,  in  welchen  die  Axen  durch  zwei  senkrecht 
auf  einander  stehende  conjugirte  Richtungen  geschnitten  werden. 
Zwei  solche  Punkte  haben  nämlich  die  Eigenschaft,  dass  jede 
zwei  durch  sie  gehenden  und  auf  einander  senkrechten  Richtun- 
gen conjugirt  sind,  und  dass  sie,  %vcnn  sie  auf  der  grossen  Axe 
der  Ellipse  oder  auf  der  reellen  Axe  der  Hyperbel  liegen»  die 
Brennpunkte  harmonisch  trennen.  Ich  erlaube  mir,  bei  dieser 
OeHegenheltaufdle  Wicbtigkdt  dieserSätze  aufmerksam  au  mäche*. 
Sie  schliessen  das  Wesen  der  Brennpunkte  auf;  sie  zeigen,  daca 
die  Brennpunkte  för  die  involutorischen  Vielstrahlen  eines  Keget 
sebnitts  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  der  Mittelpunkt  flir  die 
faivolntoriscben  Punktreihen;  sie  zeigen  ferner,  dass  imKrei«  diä 
eenjugirtenDuTciunessernur  desshalb  senkrechtaüf  einander  stehen» 
weH  im  MHtelpunkl  den  Kreiaea  db  -  Brennpunkte  ver^nigt  sind; 
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«e  zeigen  >  warom  zwei  Kegelschnitte,  wenn  sie  einen  Breiiepunkt 
geaieinschafilicb  haben,  auch  zugleich  io  ihm  einen  Vielstrahl  ge- 
■einscbaftlich  haben,  und  dessbalb  fär  diesen  Brennpunkt  als  Cen- 
tmm  perspektirisch  collineär  sind. 

Es  ist  nun  noch  übrig,  zu  untersuchen,  wie  man  von  den 
Normalstrablen  aus  auch  zu  den  Ordnungsstrahlen  eines  Punktes 
gelangen  kann.  Hat  man  nun  fiir  einen  nach  Belieben  gegebenen 
Punkt  P  (Taf.  III.  Fig.  6.)  die  Brennstrahlen  PF  und  Pr  und 
die  Normalstrahlen  AB  und  CD^  d.  h.  also  die  Halbirungslinien 
des  Winkels  FPF*  und  seines  Nebenwinkels  construirt,  so  wird 
das  Tiereck  ACßD,  welches  durch  die  Normalstrahlen  auf  der 
Curve  bestimmt  wird ,  zum  Ziele  Hihren.  Die  Richtungen  PG  und 
P£,  welche  den  Punkt  P  mit  den  Convergenzpunkten  der  Gegen- 
seiten dieses  Vierecks  verbinden,  sind  nämlich  ebenralls  conju- 
girt«  als  Seiten  des  zum  in  beschriebenen  Viereck  gehurigen  Po- 
lardreiecks PGE.  Vermöge  einer  bekannten  Eigenschafl  des 
Vierecks  werden  aber  die  Richtungen  AB  und  CD  durch  die 
Richtungen  PG  und  PE  harmonisch  getrennt,  und  folglich  wer- 
den die  Richtungen  AB  und  CD,  weil  sie  zugleich  senkrecht  auf 
^nander  stehen,  die  Winkel  der  Strahlen  PG  und  PE  halbiren. 
Diess  zeigt ,  dass  aie  Strahlen  PG  und  PE  die  Ordnungsstrahlen 
des  involutorischen  Vielstrahls  P  sind ;  oder  weil  diese  Ordnungs- 
strahlen die  uneigentlichen  Tangenten  des  Punktes  P  heissen, 
so  folgt: 

XVI.  Die  zwei  uneigentlichen  Tangenten  eines 
Punktes  im  Innern  eines  Kegelschnitts  gehen  durch 
die  Convergenzpunkte  der  Gegenseiten  desjenigen 
inbeschriebenen  Vierecks,  dessen  Ecken  durch  die 
Nor  malstrahlen  jenes  Punktes  bezeichnet  werden. 


E.    Die    uneigentlichen    Tangenten    der   Punkte    eitier 

Axe. 

Construirt  man  die  uneigentfichen  Tangenten,  welche  in  einem 
Ptonkte  enier  Axe  eines  Kegelschnittes  convergiren,  mit  einiger 
AnfraerkBamkeit,  so  entdeckt  man  auch  die  Gestalt  der  Gorre» 
welübe  durch  alle  in  den  Punkten  einer  Axe  convergirenden  an> 
elgentEchen  Tangenten  eingehüllt  wird.  Die  Normalstrahlen  eines 
setehen  Punktes  E  (Taf.  III.  Fig.  7.)  sind  die  Axe  AB  und  die  ia 
dem  Punkte  E  senkrecht  zu  ihr  stehende  Sehne  CD,  (XV.) 
Durch  diese  Normalstrahlen  wird  das  Viereck  ACBD  bestnnm^ 
and  die  Convecgenzpunkte   C  und   D^  seiner   Qegenselle»  mit 
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dem  Punkte  E  yerbonden  liefern  sodann  die  uneigentlicben  Tan- 
genten EC   nnd  Eiy  des  Punktes  E.    (XVI.)    Hiebe!    ist   aber 
nicbt  zn  iiberseben,    dass  dieser  Construktion  gemäss  die  Rieb- 
tang CD'    die   Polare   des  Punktes  E  und   also    senkrecht  aur 
Axenricbturig  AB  ist,  dass  ferner  der  Punkt  £',  in  welchem  diese 
Richtung  von  der  Axe  geschnitten  wird,  der  Normalpunkt  dersel- 
ben (III.)»    ""^   ^ass  die  Punkte  C  und  D'  selbst  die  uneigent- 
lichen  Kegelschnittpunkte    der  Ricbtung   C'/y  sind.   (lY.)     Nun 
weiss  man  ferner  aus  VIII.,   dass  das  System  der  nneigentfichen 
Kegelschnittpunkte  auf  den  der  Axe  AB  conjugirten   Richtungen 
einen    Kegelschnitt  zusammensetzen,    der  dem  gegebenen  K^ej- 
schnitt  fiir  den  Scheitel  B  als  Centrum  und   die  Scbelteitangente 
a  als  Axe  invohitoriscb  collineär  ist,  und  hieraus  folgt,   dass  also 
die  Punkte  C  und  C ,  D  und  ly ,  £  und  E'  homologe  Pnnkte, 
und  folglich  CE'  und  C'E,  DE'  und  D'E  homologe  Richtungen 
dieser  Systeme  sind.    Es  ist  aber  nach    einem  bekannten  Satze 
fi^er  das  inbeschriebene  Viereck  die  Richtung  CD  die  Polare  des 
Punktes  £',  die  Richtungen  CE'  und  DE'   sind  also  Tangenten 
des  gegebenen  Kegelschnittes  CAD;    die  homologen  Richtungen 
CE  und  D'E  des  coUineären  Systems  werden  also  ebenfalls  den 
homologen  Kegelschnitt  CAD'  berühren  und  mit  CJB'  und  DE' 
in  den  Punkten  y,  ö  der  Axe  convergiren.     Es  folgt: 

XVII.  Die  zwei  uneigentlicben  Tangenten  eines 
Punktes  auf  der  Axe  eines  Kegelschnitts  sind  zugleich 
auch  die  eigentlichen  Tangenten  desjenigen  Kegel- 
schnitts, welcher  die  uneigentlichen,  derselben  Axe 
conjugirten  Sehnen  des  Kegelschnitts  einschliesst; 
die  uneigentlichen  Tangenten,  welche  in  den  Punkten 
einer  Axe  convergiren,  bullen  also  einen  Kegelschnitt 
ein,  und  zwar  ist  diess  zugleich  derjenige,  welcher 
auch  die  uneigentlichen,  derselben  Axe  conjugirten 
Sehnen  einschliesst 

Diese  schöne  doppelte  Uebereinstimmung  der  zwei  Kegel- 
schnitte findet  nur  dann  Statt,  wenn  dieselben  die  Richtung  einer 
Axe  mit  einander  gemeinschaftlich  haben.  Im  Kreis  allein»  wo 
alle  Durchmesser  die  Eigenschaft  der  Axen  theilen,  ist  jene  Ueber- 
einstimmung allgemein.  Die  Hyperbel,  welche  zugleich  die  ua^ 
eigentlichen,  einem  Durchmesser  des  Kreises  conjugirten  Sehnen 
rinschliesst  und  von  den  uneigentlichen  Tangenten  der  Punkte 
jenes  Durchmessers  eingehiillt  wird,  hat  mit  dem  Kreise  ein. Paar 
conjugirter  Durchmesser  gemein  (VIII.),  und  ist  also  gleichseitig, 
oder: 

XVili.    Die  Cnrve,    weiche   zugleich   die  uneigent- 
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licbeD,  einem  Kreisdurehxnesser  conjugirten  Sehnen 
eioscbliesst  und  von  den  in  den  Punkten  jenes  Durch, 
neasers  convergirenden  uneigentlichen  Tangenten 
•ingehfillt  wird,  ist  die  gleichseitige  Hyperbel,  welche 
jeneo  Kreisdurchmesser  zur  reellen  Axe  hat. 

Dieser  Satz  verdient  dcsshalb  eine  gewisse  Beachtung,  weil 
er  Ton  einer  neuen  Seite  her  die  Gestaltsverwandtschaft  dieser 
m*  Kegelschnitte  bestätigt,  ja  sogar  die  gleichseitige  Hyperbel 
Muttelbar  in  den  Bereich  des  Kreises  hereinzieht.  Auch  die 
blonderen  Eigenschaften  der  gleichseitigen  Hyperbel  können  von 
kern  Standpunkt  ans  leicht  erkannt  werden,  so  namentlich  die 
bengang  der   gleichseitigen  Hyperbel  durch  zwei    gleiche   pro- 

rhrische   Vielstrahlen.     Betrachtet  man  z.B.  in  Taf.  III.  Fig.  8. 
komologen  Richtungen  AC  und  AC y    AE  und  AE' ,   welche 
ilichtungen  des  Durchmessers  AB  und  der  Scheiteltangente 
ttnonisch    theilen,   so  folgt,    weil  im  Kreise  die  Scheiteltan- 
stets  senkrecht  auf  dem  Durchmesser  steht,  dass 

[    (Grundl.  §.  72.  d.) 
iod  im  Kreise  wie  bekannt: 

ji^aAE  =  ji^ABE; 

j;laAC'=Z.ABC, 
ji^aAE'zizj^ABE; 
es  ist    Vielstrahl  B.AC'E' ^  A.aC'E'. 

,J)er  Satz  XVH.  giebt  auch  ein  leichtes  Mittel  an  die  Hand, 

^die  Winkel  der  uneigentlichen  Tangenten  eines  Kegelschnit« 

welche  in  Punkten  ihrer  Axen  convergiren,   mit  einander  zu 

eben ,  weil  jener  Satz  den  Fall  der  uneigentlichen  Tangen- 

»s  solchen  Kegelschnitts  sogleich  in  denjenigen  der  eigent- 

Tangenten  eines  anderen  Kegelschnittes  verwandelt.    Will 

^.lie  aaf  diese  Weise  sich  ergebenden  Gesetze  in  Worte  fas* 

•0  ist  daran  zu  erinnern,    dass  die  Neigung  zweier  Linien 

Airch  den  kleinsten  Winkel,    den  sie  mit  einander  machen, 

so  darch  einen  stumpfen  Winkel,    sondern  stets  durch  den 

D  Winkel,  den  Nebenwinkel  des  ersteren,  gemessen  werden 

.IlMI.  ^0 
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soll.    Diess  vorausgesetzt  wird  man  vermittelst  XVII.  leicht  fol- 
gende Sätze  finden : 

XIX.  In  der  Ellipse  finden  hinsichtlich  der  Win- 
kel, welche  die  uneigentlichen  Tangenten  der  Axen- 
punkte  bilden,  folgende  Gesetze  Statt: 

a)  der  Winkel  der  uneigentlichen  Tangenten  des 
Mittelpunktes  ist  spitz,  und  zwar  liegt  die  grosse 
Axe  im  spitzen  Winkel  und  die  kleine  Axe  in  dessen 
stumpfem  Nebenwinkel; 

b)  in  den  Scheiteln  der  Axen  ist  dieser  Winkel  ein 
absolutes  Minimum;  ^ 

c)  in  den  Punkten  der  kleinen  Axe  wächst  er  stetig 
vom  Scheitel  bis  zum  Mittelpunkt; 

d)  in  den  Punkten  der.  grossen  Axe  wächst  er  ste- 
tig vom  Mittelpunkt  bis  zu  den  Brennpunkten,  wo  er 
sein  absolutes  Maximum  erreicht; 

e)  von  den  Brennpunkten  aus  gegen  die  benachbar- 
ten Scheitel  nimmt  er  stetig  ab  und  erreicht  in  den 
Scheiteln  selbst  sein  absolutes  Minimum. 

XX.  In  der  Hyperbel  befolgt  der  Winkel,  welcher 
durch  die  zwei  in  einem  inneren  Punkt  der  reellen 
Axe  convergirenden  uneigentlichen  Tangenten  gebil- 
det wird,  folgendes  Grössegesetz:  er  erreicht  inner- 
halb jedes  Hyperbelastes  im  Scheitel  und  im  Punkt 
des  unendlichen  Raumes  sein  absolutes  Minimum, 
wächst  mit  der  Annäherung  an  den  Brennpunkt  und 
erreicht  in  dem  Brennpunkte  selbst  sein  absolutes 
Maximum. 

XXI.  Die  Parabel  verhält  sich  hinsichtlich  der 
Winkel,  welche  die  uneigentlichen  in  den  inneren 
Punkten  ihrer  Axe  convergirenden  Tangenten  mit  ein- 
ander machen,  ganz  wie  die  Hyperbel. 

Zum  Schluss  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  diese  Sätze 
unter  Anderem  auch  zeigen,  dass  in  dem  Polarsystem  eines  Ke- 
gelschnitts keine  Punkte  gefunden  werden,  welche  mit  den  Brenn* 
punkten  die  Eigenschaft  theilten,  dass  der  involutorische  Viel- 
strahl ihrer,  conjugirten  Richtungen  rechtwinklig  wäre.  Denn  ein 
solcher  Punkt  existirt  nach  den  vorausgehenden  Sätzen  auf  den 
Ricbtungen  der  Axen  nicht,    und  dass  auch  sonst  in  der  Fläche 
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des  Kegelschnitts  keiner  sich  vorfindet,  das  sieht  man  daran,  dass 
jeder  -Durchmesser  schief  auf  den  ihm  conjugirten  Rlchtnngeo 
steht»  was  nicht  sein  künnte,  wenn  in  irgend  einem  Punkte  nur 
rechtwinklige  Richtungen  einander  conjugirt  wären.*) 


Ueber  die  Fnsspunkten  -  Flächen. 

Von 

Herrn   £•  Mossbrugger^ 

Leht'er  der  Mathematik  an  der  Kantonsschale  zu  Aarao. 


Wenti   eine   Fläche  F  durch   eine    Gleichung    zwischen    drei 

rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z,  und  ausserhalb  derselben  ein 

Punkt    P    mittelst     seiner    ebenfalls    rechtwinkligen    Coordinaten 

et,  ßy  y  gegeben  ist,  und  man  denkt  sich  die  ganze  Fläche  J^  durch 

eine  ununterbrochene  Folge  von  tangirenden  Ebenen  umhüllt,  und 

föllt  von  P  auf  jede  dieser  Ebenen   einen  Perpendikel,    so  bilden 

die  Fusspunkte  dieser  Perpendikel   eine  neue  Fläche  /*,    welche, 

analog  mit  den  oft  behandelten  Fusspunkten-Curven,    die  Fuss- 

punkten- Fläche  der  Fläche  F  genannt  wird.    Der  feste  Punkt 

JP  beisst,    in  Beziehung  auf  die  Fläche  f,  ihr  Pol.     Die  Coordi- 

viaten  des  Fusspunktes   eines  solchen  Perpendikels  seien  t,  u,  v. 

SLat  man  nun  a,  y,  z   und   ihre  Ableitungen   als  Funktionen  von 

tg  u,  V  vorgestellt,    so  dass  sie  unter  der  Form:  . 

x  =  g){t,u,v);  y=tp(t,u,  v);   z=%(t,u,v) 

m 

erscheinen,  so  kann  man  aus  diesen  und  der  Gleichung  der  Fläche 
^  die  Grossen  x,  y,  z  eliminiren,  wodurch  man  die  Gleichung 
^ior  'gesuchten  Fläche  erhält. 

Wir  wollen  den  vorgezeichneten  Gang  der  Auflosung  sogleich 
ausführen,  und  nehmen  diesem  zufolge  an,  die  gegebene  Fläche  sei: 


*)  Das  in  dieser  Abhandlung  öfters  gebrauchte  Zeichen  /^  bedeutet 
9,cj#aforDi.'*  G. 

10  • 
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I.    Ein  dreiachsiges  Ellipsoid,    dessen  anf  den  Mittel- 
punkt bezogene  Gleichung  ist: 

V^i*^*  +  «1*^1  V  + «1**1*^*— «i'*i^i*=0.  .  .  •  (1) 

Ferner  ist  die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  (t,  u,  v)  gehenden 
und  das  Ellipsoid  (1)  in  einem  Punkt  (x,  y,  z)  berührenden  Ebene: 

Endlich  sind   die  Gleichungen   des   vom  Punkt   (a,  ß,  y)  auf  die 
Ebene  (2)  geßillten  Perpendikels: 


Au  (I)  ond  (3)  folgt: 


(?) 


<^3;  i  Ci^_^  u—ß 

dy\  biH  V — y 


) 


Verbindet  man  diese  beiden  Gleichungen  mit  der  in  (2),  so  findet 
man  nach  einigen  Reductionen: 

g^2  (t^a)  I  v(v^y)  + 1  (t—a)  +  ujU'-ß)  ] 
^-  a,m^a)^  +  bi^iu-'ß)^  +  CiHv-'y)^ 

bi^(u^ß)\v(v^y)  +  t(t^a)  +  u(u-ß)\ 

Diese  Werthe  von  o:^  ^,  z  in  (1)  substituirt  geben-: 

(5) 
|t»(c-y)+«(M-ft+<(<-«)|«-{oi2(<-«)«+*i''(«— /S)Hci*(p-y)*|=0, 

welches  die  Gleichung  der  gesuchten  Fläche  ist. 

Setzen    wir  in    dieser   Gleichung   t+if,  u-i-u',  o-fo'   statt 
t,  u,  V,  80  erhalten  wir  folgende: 

2(  r  (p— y)  +  «(m-|5)  +  «(t-B) )  t  (»'+ w'+f  )a  -  yo' —  I?«' -  irf' J 

+  |(o'+m'  +  0'—J^'  — /*«'—«<' l'"=CiV«+6iV«  +  OiV« 
+  2|f(/-«)ai«+a'(«-|?)6|«  +  e'(c-y)c,«).    .    .    (6) 
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Diese  Gleichung  wird  befriedigt  durch  le'sO»  tf'=0,  t'  =  0; 
es  ist  also  der  ueue  Anfang  der  Coordinaten  ein  vielfacher  Punkt 
der  Fläche. 

Setzt  man  den  Punkt  P  in  den  Coordinatenanfang,  so  wird 
as=/?=y=0»    und  die  Gleichung  (5)  wird  zu 

(<«  +  t«a  +  fj«)«=Oi2^  +  *A^«  +  CiV     ...    (7) 

Dieses  ist  die  Gleichung  derjenigen  Fläche,  welche  Fresnel 
fai  seinen  Untersuchungen  über  doppelte  Strahlenbrechung  die 
Oberfläche  der  Elasticität  nennt,  und  deren  Eigenschaften 
bereits  in  allen  besseren  Lehrbüchern  der  Physik  angegeben  sind. 

Wir  bemerken  hierbei  noch,  dass 

ü(ü— y)  +  ti(t«— /3)  +  /(f— a)  =  0    ....     (8) 
die  Gleichung  einer  Kugel  ist,  deren  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
5"  *    5"  *    2  ®*'°^'  °"^  deren  Radius  r=2Va*  +  /3*  +  y*   ist. 

Die  Gleichung  der  Durchschnittscurve  dieser  Kugel  mit  der 
Fläche  (5)  is]t  daher: 

Diese  Gleichung  gehurt  aber  einem  Punkte  ab,  dessen  Goordina* 
ten  er,  /3,  y  sind,  woraus  hervorgeht: 

1)  dass  die  Kugel  (8)  nur  den  Punkt  P  mit  der  gesuchten 
Fläche  (5)  gemein  hat; 

2)  dass  die  Oberfläche  der  vorgenannten  Kugel  der  geome- 
trische Ort  aller  vielfachen  Punkte  von  einer  unendlich  grossen 
Anzahl  Fusspunkten  •  Flächen  einerlei  Art  ist. 

II.  Sei  die  gegebene  Fläche  ein  eintheiliges  Hyperboloid, 
dessien  Gleichung: 


e+ar-©"- "' 


Ist 

Weil  hier 


so  findet  man  wie  vorhin  mittelst  der  Gleichaogen  L  (3),  (3): 
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e« .  (P«  +  Jü «)  =  P%« — ilf  aci« 

Diesen  Gleichungen  kann  zugleich  nur  genügt  werden»  wenn  eioer 
der  Coefficienten  M,  N  und  P  verschwindet»  d.  h.  wenn  die  schnei- 
dende Ebene  durch  eine  der  Coordinatenachsen  gebt. 

Legen  wir  die  schneidende  Ebene  zuerst  durch  die  Achse  der 
i,  aetsen  also  ilf  =  0,  so  erhalten  wir  aus  den  drei  letzten  GM* 
ehnngen : 


Dieser  Ansdnick  ist  aber  nur  dann  reell,    wenn  6i>0|  ist;    in 
.diesem  Falle   gibt    es  also    wegen    des    doppelten  Zeichens  des 

N 
Werths  von  p  nur   zwei  durch  die  Achse  der   t  gehende   Ebe- 
nen 5    welche  die  Flache  (3)  in  Kreisen  schneiden;    die  Gleichun- 
gen  dieser  beiden  schneidenden  Ebenen  sind  alsdann : 


^  "'^"^  ^       ....    (7) 

^7m  die  Gleichung  des  Kreises  zu  finden,  in  welchem  die  erstere 
dieser  Ebenen  die  Fläche  (3)  schneidet,  so  bezeichnen  wir  mit 
^Pi  den  Winkel,  welchen  die  positive  Seite  der  Ebene  (t,  ü)  mit 
^er  Ebene  dieses  Kreises  bildet,  und  nehmen  ti,  Vi  als  die  Coor- 
^inaten  in  der  Ebene  des  Kreises  selbst,  so  ist: 

«Uso 

sin  9 
^^nithin 

fahren  wir  diese  Werthe  von  t,  u  und  v  in  der  Gleichung  (6) 
ein  und  bemerken,   dass  p=ai  ist,   so  erhalte»  wir  fjir  die  Gl^ 


1/ v-v 

~y    V+Ci« 

r«!«  +  c,a     _ . 

144  MosBprugger:   üeber  die  Fusspun/Uen- Flächen. 

chuiig  des  Kreises,  in  welchem  die  Fusspunkten-Fläche  von  der 
ersten  Ebene  in  (7)  geschnitten  wird,  'folgende: 


©■+©■=■•  ■■•■•(«) 


Die  zweite  Ebene  in  (7)  schneidet  die  Fläche  (3)  in  einem  gleichen 
Kreise,  nur  hat  jene  in  Beziehung  auf  die  Ebene  (t,  u)  entgegen- 
gesetzte Lage. 

Lassen  wir  die  Ebene  (4)  durch  die  Achse  der  u  gehen,  neh- 
men also  iV=0  an,  so  erhalten  wir  aus  den  drei  obigen  Be- 
stimmungsgleichungen : 


g=b,    und  p.=:±Yg^^^^— ^. 


M 

Dieser  Werth  von  -p  wird  nur  reell ,  wenn  Oj  >  bi  ist ;  in  diesem 

Fall  erhalten  wir  wieder  wegen  des  doppelten  Vorzeichens  zwei 
Ebenen,  welche  die  Fläche  (3)  in  Kreisen  schneiden;  die  Glei- 
chungen derselben  sind: 

Die  Gleichung  des  Kreises,  in  welchem  die  erste  dieser  Ebenen 
die  Fläche  (3)  schneidet,  ist,  wenn  yc^  ^^^  ^2  ^^^  Coordinaten 
desselben  in  seiner  Ebene  selbst  bezeichnen : 


©*+©■=• « 


Die  zweite  Ebene  schneidet  die  Fläche  (3)  in  einem  gleichen  Kreise 
wie  dieser,  nur  hat  jene  Ebene  in  Beziehung  auf  die  Ebene  (i,  u) 
entgegengesetzte   Lage. 

Lassen  wir  endlich  die  Ebene  (4)  durch  die  Achse  der  ü 
gehen ,  setzen  also  in  den  obigen  Bestimmungsgleichungen  für  die 
Coefficienten  P=0,  so  erhalten  wir  o=V^— Ci*,  woraus  hervor- 
geht,  dass  die  Fläche  (3)  von  jeder  durch  die  Achse  der  »  gehen- 
den Ebene  in  einem  imaginären  Kreise  geschnitten  wird. 

Wir  haben  also  gefunden,  dass,  wenn  />i  >  «i  ist,  die  Fläche  (3) 
von  zwei  durch  die  Achse  der  i  gehenden  Ebenen  geschnitten  wer- 
den kann,  die  mit  der  Ebene  der  (t,  u)  Winkel  bilden,  deren 
trigonometrische  Tangenten    .. 
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^M^  und  -V  ^^iTf^ 


sind;  die  Schnitte  sind  zwei  Kreise,  deren  gemeinsamer  Mittel- 
punkt der  Goordinatenanfang  ist;  die  Radien  dieser  Kreise  sind 
jeder  gleich  a^.  Ist  aber  ai>6i,  so  werden  die  Schnittebenen 
imaginär,  hingegen  kann  man  in  diesem  Falle  die  Fläche  (3)  durch 
zwei  andere  Ebenen,  die  durch  die  Achse  der  u  gehen,  in  reel- 
len Kreisen  schneiden ,  deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  ebenfalls 
der  Coordinatenanfang  ist  und  deren  Radien  gleich  6|  sind;  die 
Tangenten  der  Winkel,  unter  welchen  die»Ebenen  dieser  Kreise 
gegen  die  Ebene  der  (f,  ü)  geneigt  sind,  sind: 


Endlich    gibt  es  gar    keine   durch    die   Achse  der  t>  gehende 
Ebene,  welche  die  Fläche  (t3)  in  einem  Kreise  schneidet. 

in.    Ist  die  gegebene  Fläche  ein  zweitheiliges  Hyperboloid, 
dessen  Gleichung 


©•-©■-©■=' <■' 


Ist,  so  finden  wir  ganz  auf  gleiche  Art  wie  in  I.  und  II.  für  die 
Gleichung  der  Fusspunkten-Fläche  folgende: 

|r(t>-y)+ii(tt-iS)+<(<-a)|a=öi2(<-a)«--6i2(ii-^)2-Ci*(r-7)«.  (2) 

In  dieser  Gleichung  bezeichnen,  wie  früher,  or,  /3,  y  die  Coordina- 
ten  des  gegebenen  Punktes  P,  von  welchem  die  Perpendikel  auf 
die  berührenden  Ebenen  der  Fläche  (1)  gefüllt  werden.  Setzen 
wir  in  der  Gleichung  (2)  a=/3=y=0,  d.  h.  nehmen  wir  den  Punkt 
P  in  dem  Mittelpunkte  der  Fläche  (1)  an,  so  geht  jene  über  In: 

Wenden  wir  bei  der  durch  diese  Gleichung  dargestellten  Fläche 
dasselbe  Verfahren  an  wie  bei  der  Fläche  (3)  in  IL,  so  finden 
wir,  dass  es  gar  keine  durch  den  Coordinatenanfang  gebende  Ebene 
gibt,  welche  diese  Fläche  in  reellen  Kreisen  schneidet. 

Wir  erbalten  endlich  auf  demselben  Wege  wie  in  11.  fiir  die 
Gleichungen  der  Fusspunkten-Fläcbeii  eines  hyperbolischen  und 
eines  elliptischen  Paraboloids,  die  durch  die  bezüglichen  Glei* 
cbungen 

p'y^^pz^  —  pp'x=^{i^  ;    ' (4) 

r^y^+px^-r-pp'xz^zQ (6) 
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dargestellt  sind,  folgende: 

Für  a  =  j5s=y=0  werden  diese  zu: 

41<3  +  <M«+^*)— />'«>*+i»M2=0.  .     ...     (8) 

4(<3+fM2+<ü2)+/>V+j9t«a-.o (9) 

Keine  der  vier  letzteren  Flächen  kann  von  einer  Ebene  in  einem 
Kreise  geschnitten  werden. 

Setzen  wir  in  (6)  und  (7)  v — y=0,    so  erhalten  wir: 

4e(^_-a)2  +  4M(«— a)(M~/3)+/>(M— iS)2  =  0.  .  .   (10) 

Diese  Gleichung  gehört  der  Durchschnittscurve  der  Flächen  (6) 
und  (7)  an ,  und  diese  befindet  sich  in  einer,  mit  der  Ebene  der 
(f9  ti)  parallelen  Ebene,  welche  durch  den  Punkt  P  geht  Setzen 
wir  aber  in  (8)  und  (9)  t?=0,  so  erhalten  wir  für  die  Gleichung 
der  Durchschnittscurve  dieser  beiden  Flächen : 

4<3  +  (4*+^)ti«=0 (11) 

Diese  Curve  liegt  in  der  Ebene  der  (f,  u)  und  ist  zugleich  die 
Fusspunktencurve  der  Leitparabel  der  Paraboloide  (4)  und  (5), 
60  wie  4/3+(4<— i9')»^=0  und  4<3 +  (4<  +  p')t?^  =  0  die  bezügli- 
chen Fusspunktencurven  der  Erzeugungsparabeln  jener  Flächen 
ausdrücken. 

Schneiden  wir  die  Fläche  (6)  durch  eine  mit  der  Ebene  der 
(tt,  v)  parallele,  durch  den  gegebenen  Punkt  P  gehende  Ebene 
und  setzen  desshalb  (  =  a,  so  erhalten  wir  für  die  Gleichung  des 
Schnitts : 

r-y=db(ii-/3)\2_ (j2) 

Setzen  wir  aber  in  (4)  a:  =  0,  so  wird: 


=^4f- 


(13) 


Die  Gleichung  (13)  drückt  zwei  in  der  Ebene  der  {y^z)  oder 
der  (ti,  v)  befindliche  gerade  Erzeugungslinien  des  Paraboloids  (4) 
aus;  durch  die  Gleichung  (12)  werden  die  Projectlonen  zweier 
Geraden  dargestellt,  in  welchen  die  Fläche  (6)  von  der  Ebene 
<=«  geschnitten  wird,    und  xwar  ist  je  eine  dieser  letzteren  auf 
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einer  der  in  (13)  dargestellten  Erzeugungslinien  senkrecht,  ^ei 
den  Flächen  (5)  und  (7)  werden  die  resultirenden  Geraden  imagi- 
när.   Setzen  vrir  in  (9)  t=—W',  d.  h.  schneiden  wir  die  Fläche  (9) 

durch  eine  mit  der  Ebene  der  (u,  v)  parallele  Ebene,  welche  durch 
die  IMrectrix  der  Leitparabel  des  elliptischen  Paraboloids  (5)  geht» 
so  erbalten  wir: 


"=±fVi^ 


(14) 


Wird  aber  in  (8)  <=— ^  gesetzt,  so  kommt: 


^  4    f    p — p' 


(15) 


IV.  Gm  mittelst  der  bisher  gefundeiien  Gleichungen  der  Fuss- 
pnnkien-Flächen  zu  bestimmen,  ob  und  unter  welchen  Bedingun- 
gen jene  Flächen  in  Flächen  niedr^eren  Grades  übergehen ,  he« 
trachten  wir  die  allgemeine  Gleichung  der  Flächen  des  vierten 
Grades,  nämlich: 

+Ä'«8+  C't^-{^D'uvHJ^'tvHF'uH-\^G'i:h-\-H'utv^J'HH  )  =0.    (1) 

Diese  Gleichung  kann  bei  gewissen  Relationen  ihrer  CoefBcien- 
lolgende  Formen  annehmen: 

(2) 

(3) 
X(t^+a't«H*'P+c'^Hrf'ft>+c'ttü+/''o+5r't£+A'<+Ä')'  ~^ 
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«(«'+A»+6^+a'(6+Ä''+6^+o''(6+6'+6"')+o'»(6+6'+&'')  -  ^=0. 
f(«'4'+6'6"+6''6"')+a'(66''+66'*+6"6"')+o''(66'+66'"+6'A")— ^: 

«(«'+«»+ c") + o'(c + c" +c"') +o''(c+c'-fc«') +0"^ + c'+c')—  ^=0. 

+  a"  (cc' + ce" + c'c")  -  ^ = 0.1 

D/W 

«"{•c"  +  o'cc^c*  +  a'cc'tr'  +  o^cc'c" 3^  =  0. 

«ifir»'+ao''6'6'"+an'*6'6''+a'a''66'"+a'a«'66''+a''a*6*'-  ^=0. 

«['«'«■+«0  Vc™+ao"'r'c" + a'a"cc«'+a'o'«'cc'' + a'a<"ci^—  ^  =  0. 
«['{4»«*+A*c"')+ao''(6'c^+A'"c')+fla"'(6'c"+6''c')+a'o''(6c"+6"'c)I 

+o'a"'(6c''  +  6"«)  +  o''a'"(6c'  +  6'c)  -  ^=0- 

«'a'4"+oo'a«'6''  +  ao''a'*6'  +  o'a''a"'6— j=0.  >(7) 

«••a*«" + oa'a^'c'' + «o"«*'«' +tt'o Vc  —  f" =0. 
»(•'a' + o'«*'  +  0*0  +  6'(oo"  +  aa"'  +  o"a"')  +6''(a«'  +  flo*'  +  cltH 

+  ft'"(aa'  +  aa"  +  a'o")  -  ^  =  oJ 
iflf\a<tl'  +  o"a*)  +  c'(ao«'  +  ao*  +  o'a*") +«"(00'+ «o«'+a'a'*) 

+  c^Caa'  +  aa"  -i-  o'o";  -  ^  =a 

•!«'(«» + c"') + 4'(c'  +  <-•"') + 6'"(c'  +  c") ) 

+  o'{6(c«'+0+*''(c+c*)+6*(c+Ol| 
+  o"  {ft(c'  +  c")  +  6'(c + c"0  +  6*(c+c')r 

+a"'t6(c'+c")+6'(c+c'')+6''(c+c')l-^'=0.| 

ke'+c»+c*')+6'(c+c''+c*0+6''(c+c'+c'*)+6«'(c+c'+c'')-2-'=O. 
(e'«»+c'c*+c"c"')+6'(cc''+cc«'+c''c'^+6"(cc'+cc"'+c'c"0 

+  y^cc'  ^^cc"\^  c'c")  -  ^'  =  0. 
'*"+Ä'6*+ Ä"**) +c'(66" + W*+6"0 +c"(W+ W" + Ä'O 

+  c^CftA'  +  6ft"  +  b'b") — ^  =  0. 
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cc'c"b'"  +  cc'c"'b"  +  cc"d"b'  +  c'c"c"'6  —  ^ = 0. 
cv\(/'b'"  +  a^'Ä'O  +  cc"(a'6"'  +  a^'6')  +  cc"'{a'b"  +  a"6') 


(7) 


Aus  den  Gleichuugen  (6)  erhalten  wir  folgende  drei: 

«4_^«3  +  5a«-^a+f  =  0 (8) 

A'  A"  A*"         TV*' 

Die  Gleichung  (8)    gibt    die  Wertbe  von  a,  a',  u^',  a'". 

(9)      „        „        „  „     6,   b',  b",  b'". 


99  »» 


Da  die  Gleichungen  (7)  durch  die  Substitution  der  Werthe 
von  a,  a',....  etc.,  die  man  aus  den  Gleichungen  (8),  (9)  und  (10) 
erhält,  nur  dann  erfüllt  werden,  wenn  die  Fläche  (J)  in  ein  System 
tön  vier  Ebenen  übergeht,  so  werden,  wenn  jene  Gleichung  irgend 
eine  Fläche  des  vierten  Grades  darstellen  soll,  die  Ausdrücke  auf 
der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  in  (7)  gewisse  Werthe 
p\  />",  /?'",  etc.  annehmen,  und  die  Gleichung  (2)  wird  dadurch 
22  neue  Glieder  erhalten ,  deren  constante  Coefßcienten  die  Gros- 
sen p*,  />",  /?'"  etc.  sind,  und  wo  die  Potenzen  der  Veränderli- 
chen V,  Uf  z  die  gleichen  sind,  welche  Jbeziehlich  die  Faktoren 
der  CoeflQcienten  C*',  H,  ilf,  Q,  etc.  haben,  so  dass  also  die 
Gleichung  (2)  folgende  Form  annimmt: 

(11) 

+  p'vHt  +  p"v^u  +  p'"vH+p^^vu^ 

+  pf'vf^  +  p^huH+p^^Hv^p^^^Jut  +  p^^vut^  +  p^vtä  ^ 

+pXiuH+p^^^u^+p^^^H^  +  p^^^ut^  +  p^Vu^p^^H 

^pXFilffip^pXVnijfl^pXlXfi^pXXtgif^pXXIufi^pXXUuii 
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V.  Wenden  H^ir  das  gleiche  Verfahren  auf  die  Gleichungen 
(V)  and  (3)  der  vorip;en  Nummer  an,  so  erhalten  wir  nachstehende 
GUichungen,  von  denen  einige  zur  Bestimmung  der  CoefGcienten 
a,  6,  c,....A:,  a\  b' y  c\.,„k'  gebraucht  werden,  die  uhrigen  aber 
die  Bedingungen  angeben,  unter  welchen  eine  Fläche  vierten 
Grades  in  zwei  Flächen  zweiten  Grades  übergehen  kann.  Diese 
Gleichungen  sind: 

B  C  D  E  F  \ 

G  J  ^ 

b+b'  +  dd'=^;     ae'+a'e—2''    bd'  +  b'd—j; 

B'  />'  P  n^^ 


ll'+6'Ä=^';    A+A'+rf/"'  +  rf/=§';    k  +  k'+fr^^; 


A 


i\a'd  +  ce'^&e  -  ^  =0;    6«'  +  ^'e  +  cd'+c'rf—  ^  =  0;  \ 

¥+*'i7+cA'+CA-^=0;    ÄA'  +  ft'A+AA'— ^'=sO;       W2) 

r+c'A+^A'+5r'A-^'=0;    dA'+ d'A+/Ä'+/^A--:^'=:0;| 

eÄ'+«'*+/57'+/"^-  ^  =0;    fHf'k- ^  =0; 

'+^*-— ^-=0;  AA'+A'Ä-^=0;    AA'-^=a      / 

Die  Gleichungen  (l)  können  zur  Bestimmung  der  CoefBcien- 
i,  b,  C....A;  aS  b',  c%....A'  gebraucht  werden;    die  Gleichun- 
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\h  '  Bei  einer  gieichen  BdiandiuDg  der  Gleichungen  (4) 
and  (5)  in  IV.  würden  wir  ähuiiche  Bestimmuogs*  nnd  Bedin- 
gungsgleichungen wie  bei  den  beiden  vorhergehenden  erhaltep» 
deren  Angabe  zu  weitläufig  wurde;  wir  begnügen  uns  daher  blos 
mit  der  Hersetzung  der  umgewandelten  Formen  jener  Crieichnn- 
gen  (4)  und  (5)  und  geben  die  Bestimmung  der  Coefficienten  und 
die  erforderlichen  Bedingungen  erst,  wenn  wir  sie  in  der  Anwen- 
dung gebrauchen. 

"       Die  Vollständige. Form  der  umgewandelten  Gleichung  (4)  ist; 
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YII.  Entwickehi  wir  die  Gleichang  (S)  ifi  I.  nod  ordnen  sie 
nadi  den  Potenzen  von  v^  u,  t  wie  die  Glmchung  (1)  in  IV. ,  80 
erfmiten  wir: 

— 2irf©« -2yt«*p--2yA>— 2aa««-2/?ft«+(y*— Ci«;«« 

+  2hi^ßu  +  2ai«flrf— [oi  V  +  Äi«/3*  +  Ci  V] 

Identificiren  wir  diese  Gleichung  mit  (1)  in  IV.  ^  so  folgt,  dass 

A=l;    B=l;    C=l;    />=£=0;    F=2;    G=2; 

J5r=J=Ä=:L=J!f=A^=0;  P=2;  0=0;  ^'=— 2y;  Ä'=— 2jS; 

C'=— 2a;  D'rr:— 2/J;   JB'=— 2a;   F'=T-2y;   G'=-.2y;  iy'=:0; 

J'=-.2a;  Ä'=-2/5;  ^"=y«— c^a.  jj./--|52_ft^«.  C'=ß«— «,«; 

Z>"=2cj5;    i;"=2ay;    F''=2ßy;    A'"  =  2cfy;    B"'  =  2b^^ß\ 

C"  =  2ai«a ;    !)"'=— [flri2a«+  6|«/3«  +  Ci  V]- 

Substituiren  wir  die  Wertbe  von  A,  ß,  D,  F,  J,  E,  G,  K, 

Cy  A'y  A\  A"\  D"'  in  (8),  (9)  und  (W)  Nr.  IV.,  so  erhalten  wir: 

a*  +  2a2+l=0  oder  (0^  + 1)2=0,  also  o=  +  V^.    (2) 

6«  +  26«+l=0  oder  (62  +  1)2=0,  also  6=±V^.    (3) 

c*+2ycH(y*-Ci2)c«~2ciV-[«i*«*+*i*i32+CiV]=0-    (4) 

Ohne  diese  letzte  Gleichung  aufzulösen,  sehen  wir  schon,  dass 
die  Wertbe  der  Coefficienten  a,  a',  a",  a'",  6,  6',  6",  6'"  ima- 
ginär werden,  dass  also  die  durch  die  Gleichung  (5)  I.  dargestellte 
Fläche  nicht  in  ein  System  von  vier  reellen  Ebenen  degeneriren  kann. 

Setzen  wir  a=|5  =  y=0,  d.  h.  identificiren  wir  die  Glei- 
chungen (7)  1.  und  (2)  I.,  so  erhalten  wir  aus  (8),  (9),  (10)  IV. 
wieder : 

a=±V^,    A=±V^,    c  =  0oderc=ci; 

also  geht,  wie  es  scbon  vorauszusehen  war,  weder  die  Fläche 
(5)  I.,  noch  ^  die  Fläche  (7)  I.  unter  keinerlei  Bedingung  in  ein 
l§|ystem  von  vier  reellen  Ebenen  über ;  dasselbe  erfolgt  auf  gleiche 
Art  bei  den  Flächen  (2)  und  (3)  III. 
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VIII.  UnteMuchen  ^tt  jetzt,  ob  dh»  FIttohe  (5)  I.  nicht  in 
gewissen  Fällen  in  ein  System  Fon  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
fibei^ehen  kann,  und  .fähren  desshalb  die  in  VII.  angegebenen 
Werthe  der  CoefBcienten  A,  ß,  C,  D  etc.  in  den  Gleichungen 
(4),  (5)  V.  ein,   so  erhalten  wir: 

a6_2a«— a*+4a»-'ö«— 2a+l=0, 

6«^2*«— «4  +  4Ä»-*«— 26  +  l=äO. 

Wir  finden  aber  leicht «  dass  sich  diese  beiden  Gleichungen 
aof  folgende  zwei  reduciren : 

(a—I)«(««— 1)«=0  oder  (<t-l)(«*—l)  =  0, 
(6— l)«(6«-l)a=0  oder  (6-.l)(6a-.I)=0. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichungen  sind:   a=l,  a=±  VT;    6=1, 

6=JtVT    Nehmöh  wir  a  =  l  und  6=±l,    so    erhalten   wir   mit- 
telst del*  Gleichungen  (1)  und  (2): 

o'=l,   6'  =  1,    c=0,    c'=0,    e=0,    c'=:0,    rf=0,    c/'=0^ 

M—r.    r=-y*    §=—ß*    ^'=~ft    A=-«,    A'=~«; 
alsdann : 

kW  =  —  K«««  +  6i2/52+  ci  VI- 

Die  vier  letzten  Gleichungen  geben  die  Bedingung,  dass  die 
Fläche  (5)  i.  nur  in  eine  Fläohe  zweiten  Grades  übergehen  kann, 
wenn  cr|3=6|  =  Ci  und  a=ß=zY=0;  also  wenn  die  Fläche  eine 
Kugel  von  einem  gegebenen  Radius  a^  oder  6^  oder  ci  und  ihr 
Mittelpunkt  zugleich  derjenige  Punkt  ist,  von  welchem  aus  die 
Perpendikel  auf  ^le  beröhrenden  Ebenen  gefallt  werden,  in  wel* 
chem  Fall  die  Gleichung  (5)  1.  in  ^-f  u^+v^=ai^  übergeht,  d.  h. 
die  Ku«el  ist  ihre  eigene  Fusspunkten  -  Fläche ,  wenn  die  Perpen* 
dikei  vom  Mittelpunkt  aus  geföUt  werden. 

Bei  der  Fläche  II.  (2)  sind  die  CoefBcienten  werthe  von  A, 
B^  C,....  die  gleichen  wie  bei  der  vorigen,  mit  Austiahroe  von 
il'%  A'"  und  /)'";    diese  sind 

QDd  wir  finden  leicht  die  Bedingungen  a==0,  j3==0,  y^O, 
0|*=±:A|*=äi«— Ci^;  dadurch  wird  die  Gleichung  d^t  Fosspaüktell- 
Fläche  des  eintheiligen  Hyperboloids  zu: 

n* 
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oder 

Diese  Gleichung  drückt  eine  imaginäre  Kugel  vom  Radius  a^  V^— 1  aC 

IX.  Wir  werden  uns  leicht  üherzeugen,  dass  die  Flächen  1.  (£ 
II.  (2),  111.  (2)  nicht  in  Systeme  von  einer  reellen  Fläche  zweite 
Grades  und  zweier  reellen  Ebenen  übergehen  können. 

Denn  die  Hauptbestimmungsgleichungen  der  CoefBcienten  sip 

.     F      AJD-AB)         [Bm-<iABF+AJ^]       B(^D-AB> 
"      ^"  +        A*       "^  A^  "+         ^» 

B*F    .  -B»      ft 

'         A  '    ^  A^         l^~  A^  '  i 

[AA"^+AA'A"'+2A'^A"-iA^D"']^     A'[A"^+A'A"'—4Aiy^ 

+ 35 r 3ir- 

.  [A'A"A"'—AA"^+A'^D"']     „ 
+ 31 =0. 

Die  übrigen  Bedingungsgleichen  für  die  Coefficienten  c\  c^ 
sind  alle  von  der  Art,  dass  immer  eine  der  Grüssen  a,  b,  f  dt 
mittelbar  oder   unmittelbar  vorkommt.    Substituiren  wir  in  di< 
Gleichungen  die  Werthe  von  A,  A',  A*\  B^  C  etc.  aus  VII., 
erhalten  wir  wieder:  .  H 

(«_l)(„a_l)=0,    (6-l)(6»-l)=0;  ^. 

allein  die  dritte  der  obigen  Gleichungen  wird  von  der  Art,  dai^ 
der  daraus  sich  ergebende  Werth  die  übrigen  Bedingungsgleicbafl 

gen  nicht  erfüllt;  da  wir  alsdann  überdiess  a"=+V^—l,  a'= — V--3 

c=0,  rf=0,  /=0,  Är=0,  //'  =  +  \AZ4,  6'= -^  V"^  aus  da 
Coefficienten •  Gleichungen  erhalten»  so  geht  schon  aus  den  ima^ 
nären  Werthen  von  ä',  ä",  a',  a"  hervor,  dass  die  Fläche  I.  (MI 
nicht  in  eine  reelle  Fläche  zweiten  Grades  und  in  zwei  reell! 
Ebenen  degeneriren  kann.  Das  Gleiche  findet  bei  den  FlächlN 
11.  (2),   Hl.  (2)  statt.  : 
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Endlich  finden  wir  in  Beziehung  auf  IV.  (5),  wenn  wir  sie 
mit  der  Gleichung  IV.  (1)  identificiren ,  aus  den  Bestimmungs- 
gleichnngen  der  CoeflQeienten  a^^,  6,  rf,  /";  6'^,  c,  e,  h  folgende: 

■dwcDD  wir  hierin  die  Werthe  von  ö,  A,  F,  •/,  B,  JE,  Cr,  Ä,  C 

VI.  einfiShren : 

«'^*+2«^^a  +  l=0  oder  a^'2+J=0,  aUo  a^^=±V^=I; 
H  26^^« +  1  =  0  oder  6^^+1  =  0,  also  6J^=±\ni; 


für  die  oberen  Zeichen 


4=-V^,  cc=-\c:i,  d=-\rri,  /^=i,  a=i, 

^=-2,    i=V"^,    it=V^etc. 

t,  woraus  wir  schon  hinlänglich  erkennen,  dass  die  Fläche 
niemals  in  eine  reelle  Fläche  dritten  Grades  und  in  eine 
le  übergehen  kann ;  dasselbe  findet  auch  bei  den  Flächen  II.  (2) 
UL  (2)  statt. 

Bei  einem  ähnlichen  Verfahren,    wie  jenes,    welches  wir  bei 
Torh ergehenden  Flächen  angewendet  haben,  finden  wir  auch, 
die  Flächen  III.  (6),  (7)  weder  in  Systeme  von  drei  reellen 
I,  noch  in  Systeme  von  einer  reellen  Fläche  zweiten  Gra- 
vid eine  reelle  Ebene  fibergehen  können. 
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Ge^chtnissrede  aaf  Carl  Gustav  Jacob  Jacob! 

Ton 

Lejeune  Dirichlet. 


(Gehalten  in  der  Akademie  der  Wisnenschaften  zu  Berlin  am  1.  Jiiii  1852») 

kKtem  ich  es  uoternehme,  die  wissenschaftlichen  Leistungen 
des  grossten  Mathematikers  zu  schildern,  welcher  seit  Lagrange 
unserer  Kurperschaft  als  anwesendes  Mitglied  angehört  hat»  tre- 
ten mir  lebhaft  die  Schwierigkeiten  der  Aufj^abe  vor  Augen,  die 
ganze  Bedeutung  der  Schöpfungen  eines  Mannes  darzustellen, 
w:elcher  mit  starker  Hand  in  fast  alle  Gebiete  einer  durch  zwei- 
tausendjährige Arbeit  zu  unermesslichem  Umfange  angewac Irenen 
Wissenschaft  eingegriffen,  überall,  wohin  er  seinen  schöpferischen 
Geist  gerichtet,  wichtige  oft  tief  verborgene  Wahrheiten  zu  Tage 
geföcdeit  und  neue  Grundg^anken  in  die  V^  issenschaft  eiofäb- 
read,  die.  nathematische  Speculation  in  mehr  als  eitutt  Richteng 
auf  eine  höhere  Stufe  erhoben  hat.  Nur  die  Ueberzeugung,  dass 
solchen  der  Wissenschaft  und  ihren  Pfleger»  geiei«teten  DiensteB 
gegenüber  eine  Pflicht  der  Dankbarkeit  zu  erfüllen  ist,  kann  die 
Bedenken,  welche  das  Bewusstsein  meiner  Dnzulänglichkeit  in 
mir  hervorruft,  zum  Schweigen  bringen:  denn  wem  könnte  die 
Erfüllung  dieser  Pflicht  mehr  obliegen,  als  mir,  der  ich,  wie  alle 
meine  Fachgenossen  durch  Jacobi's  wissenschaftliche  Produktio- 
nen so  wesentlich  gefördert,  überdies  eine  nicht  geringere  Beleh- 
rung meinem  vieljährigen,  so  nahen  Verkehr  mit  dem  grossen 
Forscher  verdanke.  — 

Carl  Gustav  Jacob  Jacobi  wurde  den  10.  December  1804 
zu  Potsdam  geboren ,  wo  sein  Vater  ein  begüterter  Kaufmann  war. 
Die  erste  Unterweisung  in  den  alten  Sprachen  und  den  Elementen 
der  Mathematik  erhielt  er  von  seinem  mütterlichen  Oheim,  Herrn 
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L  eh  mann»  der  den  regsamen  Knaben  weniger  za  unterrichten« 
als  za  lenken  hatte,  und  unter  dessen  einsichtiger  Leitung  dieser 
«o  rasche  Fortschritte  machte,  dass  er  noch  nicht  zwölf  Jahre 
alt  in  die  zweite  Klasse  des  Potsdamer  Gymnasiums  und  schon 
nach  einem  halben  Jahre  in  die  erste  aufgenonimen  wurde.  In 
dieser  blieb  er  volle  vier  Jahre,  da  er  nicht  liiglich  vor  zurückge- 
legtem sechszehnten  Jahre  die  Universität  besuchen  konnte.  Der 
mathematische  Unterricht,  der  ganz  als  Gedächtnisssache  behan- 
delt wurde,  konnte  dem  jungen  Primaner  nicht  zusagen.  Sein 
Verhältniss  zum  Lehrer  war  daher  längere  Zeit  sehr  unangenehm, 
gestaltete  sich  jedoch  zuletzt  besser,  da  der  Lehrer  einsichtig 
geDug  war,  den  ungewöhnlichen  Schuler  gewähren  zu  lassen  und 
es  zu  gestatten,  dass  dieser  sich  mit  Euler's  ,, Introductio** 
beschäftigte,  während  die  übrigen  Schüler  mühsam  erlernte  Ele* 
mentarsätze  hersagten.  Wie  weit  Jacobi's  geistige  Entwicklung 
damals  schon  vorgeschritten  war,  zeigt  der  Versuch,  den  er  um 
diese  Zeit  zur  Auflösung  der  Gleichungen  des  5ten  Grades  an- 
stellte, und  dessen  er  in  einer  seiner  Abhandlungen  später  er- 
wabnt  hat. 

An  dieser  Aufgabe  hat  mehr  als  einer  Ton  denen,  welche 
spSter  einen  grossen  Namen  erlangt  haben,  zuerst  seine  Kräfte 
geübt,  und  man  begreift  in  der  That  leicht,  welchen  Reiz  gerade 
dieses  Problem  anf  ein  erwachendes  Talent  ausüben  musste,  so 
lange  die  Unmöglichkeit  desselben  noch  nicht  erwiesen  war.  Zu 
der  BerOhmftheit,  welche  so  viele  fruchtlose  Beroiihungen  dieser 
Untersuchung  gegeben  hatten,  gesellte  sich  der  besondere  Um- 
stand, dass  das  Problem,  als  einem  Gebiete  angehörig,  welches 
unmittelbar  an  die  Elemente  grenzt,  ohne  ein  grosses  Maass  von 
Vojrkenntnissen  zugänglich  schien. 

Auf  der  hiesigen  Universität  theilte  Jacobi  seine  Zeit  zwischen 
fiUlosophisGheo ,  philologischen  und  mathematischen  Studien.  Als 
Tlwifaiehmer  an  den  Uebungen  des  philologischen  Seminars  erregte 
et  die  Aufmerksamkeit  unseres  Collegen  Böckh,  des  Vorstehers 
dieses  Instituts,  welcher  den  jungen  iVJann  wegen  seines  scharfen 
«Ml  eigenthumüchen  Geistes  sehr  lieb  gewann  und  durch  beson- 
deres Wohlwollen  auszeichnete. 

Mathematische  Vorlesungen  scheint  er  wenig  besucht  zu 
haben^  da  diese  damals  auf  der  hiesigen  Universität  einen  zu  ele- 
mentaren Charakter  hatten,  jals  dass  sie  Jacobi,  der  schon  mit 
einigen  der  Hauptwerke  von  Eni  er  und  Lagrange  vertraut  war, 
wesentlich  hätten  fördern  können.  Desto  eifriger  sah  er  sich  in 
der  mathematischen  Literatur  um  und  suchte  namentlich  eine  all* 
gemeine   Uebersicht   der  grossen  wissenschaftlichen  Scbätze  zu 
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gewiiiiieD»  welche  die  akademischen  Sammlongen  enthalten.  Jai;obi, 
dessen  Nator  das  blosse  Einsammeln   von  Kenntnissen  nicht  zn* 
sagte  und  det  das  BedGrfniss  föhlte,    der  Dinge,    womit  er  sich 
beschäftigte,  ganz  Herr  zu  werden,  erkannte  nach  etwa  zweijäh- 
rigen Universitätsstudien  die  Nothwendigkeit,  einen  Entschlass  zu 
fassen,  and  entweder  der  Philologie  oder  der  Mathematik  zn  ent- 
sagen.    Da  die  Entscheidung,    welche  er  traf,    nicht  nur  fär  Ihn, 
sondern  auch   för  die  Wissenschaft,    welcher  er  sich  von  nnn  an 
ausschliesslich  widmete,   so  wichtige  Folgen  gehabt  hat,    so  wird 
man  die  Grunde,    welche  seine  Wahl  bestimmten,    gern  von  Ihm 
selbst  erfahren.     Er  schreibt  darfiber  an  seinen  schon  genannten 
Oheim:    „Indem  ich  so  doch  einige   Zeit  mich  ernstlich  mit  der 
Philologie  beschäftigte,    gelang   es  mir,    einen  Blick   wenigstens 
zu  thun  in  die  innere  Herrlichkeit  des  alten  hellenischen  Lebens, 
so  dass  ich  wenigstens  nicht  ohne  Kampf  dessen  weitere  Erfor- 
schung aufgeben  konnte.    Denn  aufgeben  muss  ich   sie  fSr  jetzt 
ganz.      Der  ungeheure  Koloss,    den  die  Arbeiten  eines  Euler, 
Lagrange,    Laplace  hervorgerufen  haben,    erfordert  die  unge- 
heurste  Kraft  und  Anstrengung  des  Nachdenkens,    wenn  man  Iti 
seine  innere  Natur  eindringen  will  und  nicht  bloss  äusserlich:  darao 
hemmkramen.    Ueber  diesen  Meister  zu  werden,  dass  man  nicht 
jeden  Augenblick  fürchten  muss,   von    ihm   erdruckt   zu  werden» 
treibt  ein  Dräng,  der  nicht  rasten  und  ruhen  lässt,  bis  man  oben 
steht  und   das  ganze  Werk  übersehen  kann.    Dann   ist  es  auch 
erst  möglich,  mit  Ruhe  an  der  Vervollkommnung  seiner  einzelnen 
Theile  recht  zn  arbeiten  und  das  ganze,  grosse  Werk  nach  Kräf« 
ten  weiter  zu  führen,  wenn  man  seinen  Gei^^t  erfasst  hat.'' 

Zu  seiner  Doktordissertation  wählte  Jaeobi  einen  schon  viel- 
fach behandelten  Gegenstand,  die  Zerlegung  der  algebraischen 
Brüche.  Er  beweist  darin  zuerst  merkwürdige  Formeln,  welche 
Lagrange  ohne  Beweis  in  den  Abhandlungen  unserer  Akade- 
mie gegeben  hatte,  geht  dann  zu  einer  neuen  Art  der  Zerl^^g 
über,  welche  nicht,  wie  die  bis  dahin  ausschliesslich  betrachtete, 
vClIig  bestimmt  ist,  und  beschllesst  die  Abhandlung  mit  Unter- 
suchungen über  die  Umformung  der  Reiben,  wobei  schon  ew 
neues  Princip  bemerklich  wird,  von  welchem  er  in  späteren  Ai^ 
beiten  mehrfach  Gebrauch  gemacht  bat. 

Gleich  nach  seiner  Promotion  habilitirte  sich  Jaeobi  bei  der 
Universität  ^nd  hielt  eine  Vorlesung  über  die  Theorie  der  krum- 
men Flächen  und  Curven  im  Räume.  Nach  dem  Zeugniss  eines 
seiner  damaligen  Zuhurer  muss  sein  Lehrtalent  bei  diesem  ersten 
Auftreten  schon  sehr  entwickelt  gewesen  sein  tind  er  es  verstan- 
den haben,   sein  Thema  mit  grosser  Klarheit  und  auf  öine  seine 
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ZuhOrer  sehr  anregende  Weise  zu  behandeln.  Der  21jfihrige 
Docent  zeigte  aach  darin  eine  sehr  frfihe  Reife  des  Urtheils,  dass 
er  unbeirrt  durch  den  Misskredit,  in  welchen  die  Methode  des  Cn- 
endlichkleinen  uro  jene  Zeit  durch  eine  grosse  Autorität  gekom- 
men war 4  gerade  dieser  in  seiner  Darstellung  folgte  und  seine 
ZnhSrer  mit  dem  besten  Erfolge  zu  überzeugen  sich  bemühte, 
dass  die  verdächtigte  Methode  nur  in  ihrer  abgekürzten  Form 
von  der  stren«[en  Methode  der  Alten  unterschieden  ist,  aber  gerade 
durch  diese  Form  bei  allen  zusammengesetzteren  Fragen  onent- 
behrlich  wird. 

Die  Aufmerksamkeit,  welche  Jacobi  zu  erregen  anfing,  ver- 
anlasste die  hüchste  Unterrichtsbehörde ^  ihn  aufzufordern,  seine 
Lehrthätigkeit  vorläufig  als  Privatdocent  in  Königsberg  fortzusetzen, 
wo  durch  die  eben  vacant  gewordene  Professur  der  Mathematik 
sich  %VL  seiner  Beförderung  mehr  Aussichten  als  in  Berlin  darboten. 

Bei  seiner  Uebersiedlung  nach  Königsberg  war  es  för  Jacobi 
ein  wichtiges  Ereigniss  den  grossen  Astronomen  B  es  sei  persön- 
lich kennen  zu  lernen  und  zum  ersten  Male  in  einem  dem  seini- 
gen 80  nahe  verwandten  Fache  ein  Genie  in  der  Nähe  zu  sehen. 
Die  tägliche  Anschauung  des  Feuereifers  dieses  ausserordentlichen 
Mannes  übte  selbst  auf  ihn,  der  es  doch  von  seiner  frühsten 
Jugend  an  gewohnt  war,  die  grössten  Anstrengungen  von  sich  zu 
fordern,  *den  mächtigsten  Einfluss,  dessen  er  später  oft  dankbar 
erwähnt  hat. 

Es  war  für  Jacobi's  scbrifltstellerische  Laufbahn  ein  glück- 
licher Umstand,  dass  der  Anfang  derselben  mit  der  Gründung  der 
mathematischen  Zeitschrift  zusammenfiel,  durch  deren  Heraus- 
gabe sich  unser  College  Grelle  ein  so  grosses  und  bleibendes 
Verdienst  nicht  nur  um  die  Verbreitung,  sondern  auch  uro  die 
Belebung  des  Studiums  der  Wissenschaft  erworben  hat.  Jacobi, 
der  zu  den  frühsten  Mitarbeitern  der  Zeitschrift  gehörte,  ist  ihr 
bis  zu  seinem  Tode  treu  geblieben,  und  wenn  man  die  beiden 
besondern  Werke  „Fund,  nova*'  und  „Canon  arith,**  ausnimmt, 
so  sind  fast  alle  seine  andern  Arbeiten  zuerst  im  Grelle'schen 
Journal  erschienen. 

• 

Jacobi's  erste  Abhandlungen  zeigen  ihn  schon  als  durchaus 
vollendeten  Mathematiker,  mag  er  nun,  wie  in  den  Aufsätzen  „über 
Gauss  neue  Methode  zur  genäherten  Bestimmung  der  Integrale ^^ 
und  „über  die  Pfaffsche  Methode  für  die  Integration  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen"  bekannte  Theorieen  aus  einem 
neuen  Gesichtspunkte  betrachten  und  wesentlich  vereinfachen  oder 
noch  nicht  gelöste  Probleme  behandeln  und  zu  neuen  Resultaten 
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gelangen.     Unter  den  Arbeiten  der  letzteren  Art  sind  hier  xwei 
besonders  so  erwShneo:    eine  Abhandlung  von  wenigen.  Seiten« 
in  der  er  eine   bis  dahin  unbekannt  gebliebene  Grundeigenscbaft 
der  merkwürdigen  Funktion  kennen  lehrt,  welche  von  Legeodre 
zuerst  in  die  Wissenschaft  eingeführt,   in  allen  spätem  allgemeir 
nen  Untersuchungen   über  die  Anziehung  eine   so    grosse    Rolle 
gespielt  hat,  und  eine  andere  „über  die  cubischen  Reste.'*    Diese 
letztere  enthält  zwar  nur  Sätze  ohne  Beweise,   aber  diese  Sätate. 
sind  der  Art,    dass  sie  nicht  das  Ergebniss  der  Indaction  sein 
können  und   keinen  Zweifel  darüber  lassen,    dass  Jacobi  sehen 
damals  in  dem  wissenschaftlichen  Gebiete,    welches  Gauss  ein 
Vierteljahrhundert  früher  der  mathematischen  Speculation  eröffnet 
hatte  und  welches   eben  so  sehr  der  höheren  Algebra»    als  der 
Theorie  der  Zahlen  angehört,  im  Besitze  neuer,  fruchtbarer  *Prio- 
cipien  sein  musste,   was  auch  durch  eine  spätere  Publikation  be- 
stätigt wird,  in  der  er  ausdrucklich  erwähnt,   dass  er  diese  Prin- 
clplen  schon  damals  Ganss  brieflich  mitgetheilt  habe. 

Von  der  weiteren  Verfolgung  dieses  Gegenstandes  wurde 
Jacobi  zu  jener  Zeit  durch  eine  andere  Arbeit,  seine  Unter- 
suchungen über  die  elliptischen  Punktionen  abgezogen,  welche 
ihm  bald  eine  so  grosse  Berühmtheit  verleihen  und  eine  Steife 
unter  den  ersten  Mathematikern  der  Zeit  anweisen  sollten. 

Der  junge  Mathematiker,  der  sich  schon  in  so  vieten  Rich- 
tungen mit  Erfolg,  versucht  hatte,  schien  längere  Zeit  in  der  Theo- 
rie der  elliptischen  Funktionen  vom  Glücke  nicht  begünstigt  zu 
werden.  Einer  seiner  Freunde,  der  ihn  eines  Tages  auflallend 
verstimmt  fand,  erhielt  auf  die  Frage  nach  dem  Grunde  dieser 
Verstimmung  von  ihm  die  Antwort:  Sie  sehen  mich  eben  im 
Begriff,  dieses  Buch  (Legen dre*s  exercices  etc.)  auf  die  Biblio- 
thek zurückzuschicken,  mit  welchem  ich  entschiedenes  Unglück 
habe.  Wenn  ich  sonst  ein  bedeutendes  Werk  studirt  habe,  hat 
es  mich  immer  zu  eigenen  Gedanken  angeregt  und  ist  dabei  immer 
etwas  für  mich  abgefallen.  Diesmal  bin  ich  ganz  leer  ausgegan- 
gen und  nicht  zum  geringsten  Einfalle  inspirirt  worden. 

Wenn  die  eigenen  Gedanken  in  diesem  Falle  etwas  lange  anf 
sich  warten  liessen,  so  stellten  sie  sich  dafür  später  um  so  reich- 
licher ein,  so  reichlich,  dass  sie  in  Verbindung  mit  den  gleich- 
zeitigen Gedanken  AbeTs  eine  unerwartete  Erweiterung  und  die 
völlige  Umgestaltung  eines  der  wichtigsten  Zweige  der  Analysis 
zur  Folge  hatten. 

Indem  der  Fortschritt  hier  zu  derselben  Zeit  von  zwei  ver* 
schiedlBnen  Seiten  ausging,  wird  es  erforderlich,  neben  Jacobi's 
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Onteraochongen  die  gleicbzeitigen  Arbeiten  AbeTs  za  envähneD. 
bi  Cnpninge  von  einander  unabbängi«; ,  c^eifen  die  Entdecknn- 
fM  beider  später  so  in  einander  ein ,  dass  die  Darstellung  der 
wten  ohne  Beröcksicbtisrung  der  andern  kaum  verständlich  sein 
Crde. 


Theorie  der  elliptischen  Funktionen,  mit  irelcher  Abel's 
id  Jacobi's  Namen  auf  immer  verbunden  sind,  reicht  in  ihren 
■fingen   nicht  über  die  zweite  Hälfte  des  vorigen  Jahrhunderts 
Brück.  Ein  italienischer  Mathematiker  von  ungewöhnlichem  Scharf- 
Inn,    der  Graf  Fagnano    aus    dem  Kirchenstaate,    machte  die 
lerkwiirdige  Entdeckung,   dass  das  Integral,  welches  den  Bogen 
kr  Curve  ausdrückt,  welche  damals  die  Mathematiker  unter  dem 
liaen  Lemniscate  vielfach  beschäftigte,   ähnliche  Eigenschaften 
Utzt,    wie    das  einfachere  Integral,    welches  einen  Kreisbogen 
taellt,    und  dass  z.  B.  zwischen  den  Grenzen  zweier  Integrale 
iiser  Art,  deren  eines  dem  doppelten  Werthe  des  andern  gleich 
M,  ein    einfacher  algebraischer  Zusammenhang  Statt  findet,    so 
,hBS  ein  Lemniscatenbogen,  wenn  gleich  eine  Transcendente  höhe- 
i|r  Art,    doch   wie   ein  Kreisbogen  durch  geometrische  Constrok- 
«iü  verdoppelt  oder  gehälftet  werden  kann.    Euler   fand  einige 
Ure  später  die  eigentliche  Quelle  dieser  und  anderer  ähnlicher 
Bgeoschaflen   in  ^inem  Satze,    der    zu   den  schönsten  Bereiche- 
nigen  gehurt,  welche  die  Wissenschaft  diesem  grossen  Forscher 
lerdankt.    Nach   diesem  Euler' sehen  Satze   hängt  ein  gewisses 
fa^al,   welches  allgemeiner  ist  als  das  von  Fagnano  betrach- 
hte  und  in  unserer  jetzigen  Terminologie  elliptisches  Integral  der 
ttten Gattung  heisst,  so  von  seiner  Grenze  ab,  dass  zwei  solche 
kfegrale    mit   beliebigen   Grenzen  immer  in   ein   drittes  vereinigt 
UMen  können ,   dessen  Grenze   eine  einfache  algebraische   Ver- 
lidoDg  der  Grenzen  jener   ist,    gerade  so  wie  der  Sinus  eines 
itheiljgen  ßogens  algebraisch  aus  den  Sinus  seiner  Bestand- 
gebildet werden    kann.     Aber  das    elliptische   Integral  ist 
meiner,    als  dasjenige,    welches  einen  Kreisbogen  ausdrückt 
die  einfachste  Form   gebracht,    hängt    es  nicht   wie    dieses 
von  seiner  Grenze,    sondern   auch   von   einer  andern  in  der 
ktion  enthaltenen  Grosse,  dem  sogenannten  Modul,  ab.     Das 
ler'sche  Theorem  ergab  nur  Beziehungen  zwischen  Integralen 
demselben  Modul.     Das  erste  Beispiel   eines  Zusammenhan- 
swische»  bitegralen,    die  sich  durch  ihre  Moduln  unterschei- 
,  bei  eine  spätere,   von  Landen  und  in  etwas  anderer  Form 
Lag  ränge  gemachte  Entdeckung  dar ,  nach  welcher  ein  ellip- 
Integral  durch  eine  einfache  algebraische  Substitution  in 
anderea  Integral  derselbe»  Art  verwandelt  werden  kann. 
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Es  ist  Legendre's  unvergänglicher  Ruhm«  in  den  eben  er- 
vrähnten  Entdeckungen  die  Keime  eines  wichtigen  Zweiges  der 
A.nalysis  erlcannt  und  durch  die  Arbeit  eines  halben  Lebens  auf 
diesen  Grundlagen  eine  selbständige  Theorie  errichtet  zu  haben» 
welche  alle  Integrale  umfa^st,  in  denen  keine  andere  Irrational!* 
tat  enthalten  ist,  als  eine  Quadratwurzel,  unter  welcher  die  Ver- 
änderliche den  vierten  Grad  nicht  übersteigt.  Schon  Euler  hatte 
bemerkt,  mit  welchen  Modifikationen  sein  Satz  auf  solche  Inte-* 
grale  ausgedehnt  werden  kann;  Legendre,  indem  er  von  dem 
glucklichen  Gedanken  ausging,  alle  diese  Integrale  auf  feste  cano- 
nische Formen  zurückzuführen,  gelangte  zu  derffür  die  Ausbil- 
dung der  Theorie  so  wichtig  gewordenen  Erkenntniss,  dasd  sie 
in  drei  wesentlich  verschiedene  Gattungen  zerfallen.  Indem  er 
dann  jede  Gattung  einer  sorgfältigen  Untersuchung  unterwarf,  ent- 
deckte er  viele  ihrer  wichtigsten  Eigenschaften,  von  welchen  na- 
mentlich die,  welche  der  dritten  Gattung  zukommen,  sehr  verbor- 
gen und  ungemein  schwer  zugänglich  waren.  Nur  durch  die  aus- 
dauernste  Beharrlichkeit,  die  den  grossen  Mathematiker  immer 
von  Neuem  auf  den  Gegenstand  zurückkommen  Hess,  gelang  es 
ihm,  hier  Schwierigkeiten  zu  besiegen,  welche  mit  den  Hülfsmit- 
teln,  die  ihm  zu  Gebote  standen,  kaum  überwindiich  scheinen 
mussten. 

Die  Theorie,  wie  Abel  und  Jacobi  sie  vorfanden ,  bot  meh- 
rere buchst  räthselhafte  Erscheinungen  dar,  zu  deren  Aufklärung 
die  damals  bekannten  Principien  nicht  ausreichten.  So  hatte  man, 
um  nur  eine  dieser  Erscheinungen  zu  erwähnen,  gefunden,  dass 
der  Grad  der  mit  Hülfe  des  Euler' sehen  Satzes  gebildeten  Glei- 
chung, von  deren  Lösung  die  Theilung  des  elliptischen  Integrals 
abhängt,  nicht  wie  in  der  analogen  Frage  der  Kreistl^eilung  der 
Anzahl  der  Theile,  sondern  dem  Quadrate  dieser  Anzahl  gleich 
ist.  Die  Bedeutung  der  reellen  Wurzeln,  deren  Anzahl  mit  jener 
übereinstimmt,  war  leicht  ersichtlich,  wogegen  die  zahlreichern 
imaginären  ganz  unerklärlich  erscheinen  mussten.  Aber  dass  hier 
ein  Geheinmiss  verborgen  liege,  darüber  hatte  man  vor  Abel 
und  Jacobi  kein  Bewusstsein,  und  ihnen  war  es  vorbehalten, 
sich  zuerst  über  diesd  und  ähnliche  Erscheinungen  zu  wundem, 
was  in  der  Mathematik  wie  in  anderen  Gebieten  oft  schon  eine 
halbe  Entdeckung  ist. 

Obgleich  die  Umgestaltung  der  Theorie  der  elliptischen  Funk- 
tionen, welche  man  Abel  und  Jacobi  verdankt,  aus  dem  Zu- 
sammenwirken mehrerer  sich  gegenseitig  unterstützender  Gedan- 
ken hervorgegangen  i^t,  so  scheint  doch  zweien  dieser  Gedanken 
die  grösste  Wichtigkeit  zugeschrieben  werden   zu  müssen,    weil 


U  Dir  fehlet:    Geäächtnissrede  auf  C.  G.  J.  Jacobi.         165 

sie  alle  Theite  der  neuen  Theorie  innig  durchdringen.  Während 
die  frilheren  Bearbeiter  dieses  Gegenstandes  das  elliptische  Inte- 
gral der  ersten  Gattung  als  eine  Funktion  seiner  Grenze  ansahen, 
erkannten  Abel  und  Jacobi  unabhängig  von  einander«  wenn 
auch  der  erstere  einige  Monate  früher,  die  Nothwendigkeit,  die 
Betrachtungsweise  umzukehren  und  die  Grenze  nebst  zwei  ein- 
fachen, von  ihr  abhängigen  Grössen,  die  so  unzertrennlich  mit 
ihr  verbunden  sind  wie  der  Sinus  zum  Cosinus  gehurt,  als  Funk- 
tionen des  Integrals  zu  behandeln,  gerade  wie  man  schon  früher 
aor  Erkenntniss  der  wichtigsten  Eigenschaften  der  vom  Kreise 
abhängigen  Transcendenten  gelangt  war,  indem  man  den  Sinus 
und  Cosinus  als  Funktionen  des  Bogens  und  nicht  diesen  als  eine 
Funktion  von  jenen  betrachtete. 

Ein  zweiter,    Abel  und  Jacobi  gemeinsamer  Gedanke,  der 
Gedanke,    das  Imaginäre  in  diese  Theorie  einzuführen,    war  von 
noch  grösserer  Bedeutung,  und  Jacobi  hat  es  später  oft  wieder- 
holt, dass  die  Einführung  des  Imaginären  allein  alle  Räthsel  der 
froheren  Theorie  gelöst  habe.     Wäre   es  nicht   eine   so  alte  Er- 
fahrung,   dass  das  nahe  Liegende  sich  fast  immer  zuletzt  darbie- 
iek,    so  würde  man  es  auffallend  finden  müssen,    dass  dieser  Ge- 
danke Euler  entgangen  ist,    zu   dessen  frühesten  und  schönsten 
Leistungen  es    gehört,    die.  Theorie  der  Kreisfunktionen,   indem 
er  diese  als  imaginäre  Exponentialgrössen  behandelte,  in  solchem 
Grade  vereinfacht   und    erweitert  zu   haben,    dass  fast  das  ganze 
fSebiel  der  Analysis  eine  wesentliche  Umgestaltung  dadurch  erfuhr. 

Indem  Abel  und  Jacobi  in  die  vorhin  erwähnten,  durch  Um- 
kebrung  aus  dem  elliptischen  Integral  der  ersten  Gattung  gebilde- 
ten Funktionen,  welche  nach  unserer  jetzigen  Terminologie  aus- 
43ebliesslich  elliptische  Funktionen  genannt  werden,  das  Imaginäre 
einführten,  erkannten  sie,  dass  diese  Funktionen  gleichzeitig  an 
der  Natur  der  Kreisfunktionen  und  an  der  der  Exponentialgrössen 
Tfaeil  haben,  und  dasS|^  während  jene  nur  für  reelle,  diese  nur 
fär  imaginäre  Werthe  des  Argumentes  periodisch  sind,  die  ellip- 
tischen Funktionen  beide  Arten  der  Periodicität  in  sich  vereinigen. 

Durch  den  Besitz  dieser  Grundgedanken  auf  einen  neuen  Bo- 
den gestellt,  richteten  Abel  und  Jacobi  ihre  Untersuchungen 
^uf  zwei  verschiedene  Begionen  der  Theorie.  AbeTs  Thätigkeit 
'sandte  sich  den  Problemen  zu,  welche  die  Vervielfältigung  und 
Theilung  der  elliptischen  Integrale  betreffen,  und  indem  er  mit 
Bölfe  des  Princips  der  doppelten  Periode  in  die  Natur  der  Wur- 
ateln  der  Gleichung,  von  welcher  die  Tbeilung  abhängt,  tief  ein- 
drang,   gelangte  er  zu  der  ganz  unerwarteten  Entdeckung,    dass 
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die  aligemeine  Thellang  des  eliiptischeo  kitegrftl'^  Biit  beliebigör 
Greoze  iminer  algebraisch ,  dv  h.  durch  blosse  Wurselausziehangei 
bewerkstelligt  vrerden  kann,  sobald  die  besondere  Theihing  der 
sogenannten  vollständigen  Integrale  als  schon  ausgeführt  ratBxm' 
gesetzt  wird.  Die  eben  genannte  besondere  Tfaeilung  scheint  nur 
für  specteile  Module  möglich  5  unter  welchen  derjenige  der  ein- 
fachste ist 9  dem  die  Lemuig^cate  entspricht.  Indem  er  die  LOsimg 
des  Problems  für  diesen  Fall  durchführte,  zeigte  et,  dass  Ai 
Theilung  der  ganzen  Lemniscate  der  Kreistheilung  TölKg  analeg 
ist  und  in  denselben  Fällen  durch  geometrische  Construkttoii  |^ 
leistet  werden  kann,  in  welchen  nach  der  schönen,  25  Jahre  frfilif^ 
von  Gauss  gegebenen  Theorie  der  Kreis  eine  solche  TfceiliiDg 
zulässt. 

An  diese  letztere  Arbeit  Abel's  knüpft  sich  eine  erwähttens- 
werthe  historische  Merk  Würdigkeit.  In  der  Einleitung  zum  letzten 
Abschnitte  der  „Disq.  arith.'S  welcher  der  Kreistheilung  ge- 
widmet ist,  hatte  Gauss  im  Vorbeigehen  bemerkt,  dass  dasselbe 
Princip,  worauf  seine  Kreistheilung  beruht,  auch  auf  die  Thei- 
lung der  Lemniscate  anwendbar  sei,  und  in  der  That  lic^  diui 
Gaussische  Princip,  nach  welchem  die  Wurzeln  der  zu  lueenden 
Gleichung  so  in  einen  Gyclus  zu  bringen  sind,  dass  jede  von  der 
vorhergehenden  auf  dieselbe  Weise  abhängt,  der  Abhandlung 
AbeTi^  über  die  Theilung  der  Lemniscate  wesentlich  zu  Grrande; 
wenn  aber  für  die  Kreistheilung  längst  bekannte  Eigenschaften 
der  trigonometrischen  Funktionen  genügten,  um  die  Wurzeln  dem 
Gaussischen  Principe  gemäss  zu  ordnen,  so  war  für  den  Fall 
der  Lemniscate  zu  einer  ähnlichen  Anordnung,  ja  um  nur  die 
Möglichkeit  einer  solchen  zu  erkennen ,  eine  Einsicht  in  die  Natur 
der  Wurzeln  erforderlich,  weiche  nur  das  Princip  der  doppeltift'n 
Periodicität  gewähren  konnte.  Die  vorhin  erwähnte  Aeusserung 
ist  also  durch  Abel's  Abhandlung  zu  einem  unwidersprechlichen 
Zeugnisse  geworden ,  dass  Gauss,  seiner  Zeit  vorauseilend ,  schob 
zu  Anfange  des  Jahrhunderts  das  Principe  der  doppelten  Periode 
erkannt  hatte.  Dieses  Zeugniss  ist  jedoch  erst  durch  die  spätere 
Arbeit  Abel's  verständlich  geworden  und  thut  daher  seinem  tind 
Jacobi^s  Anrecht  an  diese  Erfindung  keinen  Abbruch. 

Ausser  den  schon  erwähnten,  auf  die  Theilung  bezüglichen 
Resultaten  hatten  Abel's  Untersuchungen  noch  eine  andere,  nicht 
weniger  wichtige  Entdeckung  zur  Folge.  Indem  er  in  den  If'er- 
iUeln,  durch  welche  er  die  elliptischen  Funktionen  eines  vielfa<^eii 
Argumentes  durch  die  Funktionen  des  einfachen  dargestellt  hattii 
den  Multiplikator  unendlich  werden  Hess,  erhielt  er  merkwürdige 
Ausdrücke   fSr    die  elliptiscfaen  Funktionen  in  Form  ven  unend» 
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leiten  Reihen,  so  wie  von  Quotienten  unendlicher  Produkte»  eine 
Entdeckung,  welche  für  die  Aualysis  vielleicht  von  noch  grosserer 
Bedeutung  ist,  als  die  von  Abel  nachgewiesene  algebraische 
Liibarkeit  der  Gleichungen  für  die  Theiluiig. 

Zu  derselben  Zeit,  als  Abel  diese  schonen  Untersuchungen 
mfilhrte,  war  Jacobi  in  einem  anderen  Theile  desselben  Ge- 
Hetes  nicht  weniger  erfolgreich  beschäfltigt.  Die  oben  erwähnte 
Mstitution,  durch  welche  ein  elliptisches  Integral  in  ein  Integral 
knelben  Form  übergeht,  war  bis  dahin  die  einzige  ihrer  Art. 
Imur  hatte  Legendre  nicht  lange  vor  der  Zeit,  wo  Jacobi 
feeh  diesem  Gegenstande  zuwandte,  eine  zweite  Transformation 
Ibt  elliptischen  Integrale  aufgefunden,  aber  diese  zweite  Trans- 
Imation,  mit  welcher  er  den  Gegenstand  für  abgeschlossen  hielt, 
Jtt  damals  in  Deutschland  noch  nicht  bekannt,  und  es  gehGrte 
2|kr  ein  seltener  Scharfsinn  dazu,   aus  einem  sichtbaren  Ringe 

Jas  Vorhandensein  einer  unendlichen  Kette  zu  schliessen,  und 
eben  so  grosse  Kühnheit,  sich  die  Erkenutniss  der  Natur 
Kette  als  Aufgabe  zu  stellen. 

Eine  gtückliche  Induktion,   bei  welcher  der   feine   und  ganz 

Gedanke  eine  wesentliche  Holle  spielte,  die  Transformation 

die  Multiplikation  aus  einem  gemeinschaftlichen  Gesichtspunkte 

letztere  als  einen  speciellen  Fall  der  erstem  zu  betrachten, 

Jacobi  auf   die   Vermnthung,   dass   rationale   Funktionen 

Grades  geeignet  seien,  ein  elliptisches  Integral  in  ein  Inte- 

derselben  Form  zu  verwandeln.    Diese  Vermuthung  bestätigte 

sogleicb.    Indem  sich   ergab,    dass  die  Anzahl  der  willkühr- 

Coefficienten ,  über  welche  man  (Tir  jeden  Grad  zu  verfügen 

I,  aasreichte,   um  allen  Bedingungen  zu  genügen,   welche  zu 

waren,    wenn    das  transforrairte  Integral  der   Form  nach 

dem  ursprünglichen  übereinstimmen  sollte.    Aber  wenn   eine 

^efaifiiche  Betrachtungsweise   über    die  Möglichkeit   der   Sache 

einen  Zweifel  lassen  konnte,  so  war  noch  ein  grosser  Schritt 

Ion,  nm  die  innere  analytische  Natur  der  zur  Transformation 

»ten   gebrochenen    Ausdrücke    zu    erkennen.    Von   welcher 

die  hierbei. zu  besiegenden  Schwierigkeiten  waren,  und  durch 

geistreiche  Betrachtungen  Jacobi  diese  überviand,   kann 

licht  ansgefubrt  werden,   eben  so  wenig,   als  es  mir  gestat- 

i,  alle  wichtigen  Folgerungen  aufzuzählen,  die  sich  aus  dem 

lig    gelösten   Probleme    ergaben.     Ich    erwähne    nur   des 

rdigen  Ergebnisses  dieser  Untersuchung,   dass  die  Multi- 

immer  aus  zwei  Transformationen   zusammengesetzt  wer- 


Uen  Abel  und  Jacobi  so  die  Theorie  gleichseitig  in  iwei 
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verschiedenen  Richtungen  Tervollkommneten »  schien  es,  als  habe 
das  Schicksal  die  Ehre  des  zu  vollbringenden  Fortschrittes  gleich- 
massig  unter  die  jungen  Wettkämpfer  vertheilen  wollen ,  denn  die 
Art,  wie  bald  darauf  einer  die  Erfindung  des  andern  weiter  führte» 
liess  keinen  Zweifel,  dass  jeder  von  ihnen,  wäre  ihm  der  andere 
nicht  in  einem  Theile  der  Arbeit  zuvorgekommen,  den  ganzen 
Fortschritt  allein  vollbracht  haben  würde. 

Jacobi  war  in  seinen  Untersuchungen  von  der  Annahme 
ausgegangen,  dass  bei  der  Transformation  die  ursprungliche  Va- 
riable rational  durch  die  neue  ausgedrückt  sei.  Abel  behandelte 
das  Problem  in  der  weiteren  Voraussetzung,  dass  zwischen  bei* 
den  irgend  eine  algebraische  Gleichung  Statt  finde,  und  gelangte 
zu  dem  Resultate,  dass  das  so  verallgemeinerte  Problem  imineT 
auf  den  Fall  zurückgeführt  werden  kann,  den  Jacobi  so  voUstSo- 
dig  behandelt  hatte. 

Nicht  minder  erfolgreich  griff  Jacobi  In  die  von  Abel  gege* 
bene  Theorie  der  allgemeinen  Theilung  ein.  Die  Art,  wie  Abel 
das  Problem  gelost  hatte,  zeigte  zwar,  dass  die  Wurzeln  immer 
algebraisch  ausdrückbar  sind,  erforderte  aber  zur  wirklichen  Dar* 
Stellung  derselben  die  Bildung  von  gewissen  symmetrischen  Wur- 
zelverbindungen,  die  nur  in  jedem  besondern  Falle  bewerkstelligt 
werden  konnte.  Aus  einem  neuen  Principe,  welches  bald  näher 
zu  erwähnen  sein  wird,  leitete  Jacobi  die  scliliesslichen ,  tür 
jeden  Grad  'geltenden  und  unmittelbar  aus  den  Daten  des  Pro- 
biems  gebildeten  Ausdrücke  der,  Wurzeln  ab,  welche  Ausdrücke 
überdies  vor  den  AbeT sehen  eine  grössere  Einfachheit  ihrer  Form 
voraus  haben.  Als  Jacobi  das  Resultat  dieser  Arbeit  in  einer 
kurzen  Notiz  bekannt  machte,  hoffte  er  Abel  durch  die  VervoU** 
kommnung  der  Lösung  des  Theilungsproblems  in  Verwunderang 
zu  setzen ,  aber  diese  Hoffnung  blieb  unerfüllt.  —  Abel  war  eben 
gestorben,  kaum  27  Jahre  alt,  weniger  als  zwei  Jahre  nach  der 
Bekanntmachung  seiner  ersten  Arbeiten  über  die  elliptischen  Funk- 
tionen. Ein  so  frühes  Ziel  hatte  der  Tod  der  glänzenden  Laof- 
bahn  dieses  tiefsinnigen  und  umfassenden  Geistes  gesetzt. 

Jacobi' s  weitere  Untersuchungen  über  die  elliptischen  Tran- 
scendenteii,  wie  auch  die  zuletzt  erwähnte,  sind  aus  einem  Ge- 
danken hervorgegangen,  dem  man  wegen  der  Folgen,  die  er  gehabt; 
vielleicht  die  erste  Stelle  unter  seinen  Conceptionen  einräumen 
muss.  Es  war  dies  der  Gedanke,  die  unendlichen  Produkte,  durch 
deren  Quotienten  Abel  die  elliptischen  Funktionen  ausgedrückt 
hatte,  als  selbständige  Transcendenten  in  die  Aiialysis  einzuRlb- 
ren.  Als  es  ihm  gelungen  war,  diese  Produkte,  die  übrigens  alle 
von  derselben  Natur  und  als  besondere  Fälle  einer  Transcendente 
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unuehen  sind»  in  Reihenform  darzustellen,  erkannte  er  eine 
Funktion,  welche  sich  französischen  Mathematikern  schon  in  Un- 
tmochungen  der  mathematischen  Physik  dargeboten  hatte,  ivo 
se  aber  wenig  beachtet  und  nur  eine  ihrer  Eigenschaften  bemerkt 
nrden  war.  Jacobi  unterwarf  sie  einer  tief  eindringenden  Un- 
fasdchung,  erforschte  ihre  analytische  Natur  und  fährte  sie  dann 
v  die  Theorie  der  Integrale  der  zweiten  und  dritten  Gattung  ein, 
te  nicht  nur  die  Erkenntniss  des  inneren  Zusammenhanges 
klon  bekannter,  isolirt  stehender  Eigenschaften  dieser  Integrale, 
londem  auch  die  wichtige  Entdeckung  zur  Folge  hatte,  dass  die 
l^grale  der  dritten  Gattung,  welche  von  drei  Elementen  abhan- 
ga.  vermittelst  der  neuen  Transcendente ,  welche  deren  nur  zwei 
ttthält,   ausgedrückt  werden  können. 

Bei  der  spätem  Darstellung  der  ganzen  Theorie,  wie  Jacobi 
ibb  seinen  Vorlesungen  zu  geben  pflegte,  bildet  die  Betrach- 
W^  der  erwähnten  Funktion  den  Ausgangspunkt.  Die  ganze  Lehre 
iNrnint  dadurch  nicht  nur  einen  überraschenden  Grad  von  Ein- 
idiheit  und  Durchsichtigkeit,  sondern  dieser  umgekehrte  Gang 
iiaach  dadurch  bemerkenswerth ,  dass  er  für  andere,  später  zu 
!Vwihnende  Untersuchungen  das  Vorbild  geworden  ist. 

Bedenkt  man,  dass  die  neue  Funktion  jetzt  das  ganze  Ge- 
|bt  der  elliptischen  Transcendenten  beherrscht,  dass  Jacobi 
pi  ihren  Eigenschaften  wichtige  Theoreme  der  höheren  Arith- 
iMIlk  abgeleitet  hat,  und  dass  sie  eine  wesentliche  Rolle  in  vielen 
lifrendungen  spielt,  yon  welchen  hier  nur  die  vermittelst  dieser 
kiDscendente  gegebene  Darstellung  der  Rotationsbewegung  er- 
Hhit  werden  mag,  welche  eine  von  Jacobi's  letzten  und  schiin- 
Nhi  Arbeiten  ist,  so  wird  man  dieser  Funktion  die  nächste  Stelle 
■dl  den  längst  in  die  Wissenschaft  aufgenommenen  Elementar- 
MDscendenten  einräumen  müssen.  Auffallender  Weise  hat  eine 
Pwicfatige  Funktion  noch  keinen  andern  Namen,  als  den  der 
icendente  9,  nach  der  zufölligen  Bezeichnung,  mit  der  sie 
t  bei  Jacobi  erscheint,  und  die  Mathematiker  würden  nur 
Pflicht  der  Dankbarkeit  erfüllen,  wenn  sie  sich  vereinigten, 
,  Jacobi's  Namen  beizulegen,  um  das  Andenken  des  Mannes 
ehren,  zu  dessen  schönsten  Entdeckungen  es  gehört,  die  innere 
und  hohe  Bedeutung  dieser  Transcendente  zuerst  erkannt 
jhaben. 

Abei's  oben  erwähnte  Arbeiten  sind  nicht  die  einzige  Lei- 

ersten  Ranges  dieses   hervorragenden  Mathematikers,  sie 

nicht   einmal   die    bedeutendste   seiner   Leistungen.     Seine 

Eiste  Entdeckung  hat  er  in  einem  Satze  niedergelegt,   welcher 
en  Namen  fährt  und  ganz  das  Gepräge  «eines  ansserordent- 

rhcil  JLWl.  12 


170        /.  Diricklet:    CeddeAMssrede  mmf  C.  6.  J.  JaeoH. 

tiebeo  Geisfes  trägt,  dessen  charaüeristische  Eigenschaft  es  war, 
die  Fragen  der  ^Wissenschaft  in  der  nmfassendsten  Allgemeinheit 
behandeln. 

Das  schon  oben  bezeichnete  Euler'scbe  Theoiem  —  ich  rede 


hier  von  demselben  als  Princip,  nicht  von  den  daraus 
Folgerungen,  die  sich  täglich  weito* erstreckten  —  bildete  damab 
anf  dem  Gebiete,  dem  es  angehrirt,  die  Grenze  der  Wissenschafi^ 
tiber  welche  hinauszugefaeo  Euler  selbst,  Lagrange  nnd.  andere 
Vorgänger  Abel's  sich  vergebens  bemuht  hatten.  Welche  Be- 
wunderung musste  daher  eine  Entdeckung  hervorruren,  welebe 
.die  Integrale  aller  algebraischen  Funktionen  umfassend  die  Gnmd- 
eigenschaft  derselben  enthüllte. 

Legendre  nennt  das  Abel' sehe  Theorem  ein  numumemban 
0ure  perenuius,  und  Jacobi  bezeichnet  denselben  Satz,  „^tm  er 
in  einfacher  Gestalt  und  ohne  Apparat  «tin  Caicul  den  tiefstsB 
und  umfassendsten  mathematischen  Gedanken  ausspreche »  als  die 
grosste  mathematische  Entdeckung  unserer  Zeit,  obgleich  erst  ehM 
]k6nftige,  vielleicht  späte,  grosse  Arbeit  ihre  ganze  Bedeatnpg 
aufweisen  könne.*' 

Diese  Arbeit  hat  bereits  begonnen  und  Jacobi  selbst  hat 
daran  den  wesentlichsten  Antheil  gehabt. 

Der  nahe  liegende  Versuch,  die  umgekehrten  FonktionM  der 
Ab  ersehen  integrale  anf  dieselbe  Weise,  wie  es  bei  den  elBp- 
tischen  mit  so  grossem  Erfolge  geschehen  war,  in  die  Analysls 
etnzufiShren,  erwies  sich  bald  als  unausführbar  und  verwickelte  in 
udaufloslichen  Widerspruch,  denn  Jacobi  erkannte  sogleich ,  daas 
diese  umgekehrten  Funktionen  vier-  oder  mehrfach  periodisch  sein 
müssten,  während  doch  eine  analytische  Funktion,  wenn  sie  wie 
die  elliptischen  und  Kreisfunktionen  einwerthig,  und  wo  sie  nicht 
Qilendlieh  wird,  stetig  sein  soll,  nur  zwei  Perioden  zulässt*  Es 
keduthe  also  hier  eines  neuen  verborgenen  Gedankens^  wenn  das 
Abel* sehe  Theorem  nicht  unfruchtbar  bleiben,  wenn  es  die  Basis 
einer  grossen  analytischen  Theorie  werden  sollte. 

Nachdem  Jacobi  mehrere  Jahre  hindurch  den  Gegenstand 
nach  allen  Seiten  erwogen  hatte,  fand  er  endlich  die  Losung  des 
Rätbsels  darin,  dass  hier  gleichzeitig  vier  oder  mehr  Integrale  sn 
betrachten  und  aus  ihnen  durch  Umkehrung  zwei  oder  mehr  Funk* 
tloileti  von  eben  so  vielen  Argumenten  zu  bilden  eind.  Diese  Di- 
tination  machte  er  in  eiber  Abhandlung  Von  10  Seiten  Ikekan^ 
der  %wel  Jahre  später  eine  nmfftogrelchere  folgte,  in  welcher  die 
Attalytische  Matur  diener  umgekehrten  Punktionen  im  iMlIatMl 
Lichte  ersdiien. 
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'  G^HOrt  auch  die  spSter  gefundene  Dar^ttellung  dieser  Fank- 
1)6dc»I  dicht  Jaünbi,  sondern  zwei  jGngern  Mathematikern  von 
ttngewShtiliehüm  Talente ,  fco  ronss  ich  ddehauch  dieses  \¥icbtlgeb 
Fortoehrlttes  hier  in  so  fem  ervrähneft^  als  Jacobi's  Eioflüss  ab» 
MrkMItbdr  darin  hervortritt.  Goepel  und  Rosenhain  haben 
beide»  Jaeobi's  oben  erwfihnte  zweite  Behandlung  der  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  zum  Vorbilde  nehmend^  ihren  schOnen 
Arbeiten  die  Betrachtung  von  unendlichen  Reihen  zu  Grunde  ge- 
legt, deren  ßildungsgesetz  allgemeiner ,  aber  von  derselben  Art, 
wie  das  der  Reihe  ist,  durch  welche  die  Jacobi'sche  Funktion 
naBgedrÖckt  wird. 

Obgleich  ich  mich  bei  der  eben  gegebenen  Darstellung  von 
Jtteobi's  Entdeckungen  im  Gebiete  der  elliptischen  und  Abel- 
Iwhen  Transcendenten  auf  das  Wesentlichste  beschränkt  habe,  cfo 
int  dieselbe  dennoch  zu  einem  Umfange  angewachsen»  der  mich 
tfwitigty  die  noch  zu  erwähnenden  Leistungen  Jacobi's  hier  In 
ririe  kvrze  Uebersicht  zusammenzufassen,  aus  welcher  ich  viele 
Arbeiten,  welche  nur  einzelne  Fragen  betreffen  und  das  Detail 
der  Wissenschaft  vervollkommnet  haben,  ausschliessen  moss. 

Schon  oben  ist  von  Jacobi's  Untersuchungen  über  die  Kreis- 
tbeilung  und  die  Anwendungen  derselben  auf  die  höhere  Arithme- 
tik als  zu  seinen  frühesten  Arbeiten  gehörend  die  Rede  gewesen. 
Bei  diesen  Untersuchungen,  denen  er  die  Form  zum  Grunde  legte» 
welche. die  zuerst  von  Gauss  gegebene  Auflösung  der  zweiglie- 
drigea  Gleichungen  später  durch  Lagrange  erhalten  hafte»  traf 
er  in  einigen  Resultaten  mit  dem  grossen  Mathematiker  Cauchy 
susammea,  der  zu  derselben  Zeit  mit  ähnlichen  Forschungen  be- 
echäftigt  war  und  dieses  Umstandes  erwähnte,  als  er  während 
Jaeebi's  ersten  Aufenthaltes  in  Paris  seine  Arbeiten  im  Aus- 
sage TerSffenilichte. 

Ads  einenk  schunen,  aus  der  Kreistheilung  abgeleiteten  Satze» 
auf  den  auch  Cauchy  gekommeA  tvar,  und  naeh  welchem  alle 
Primzahlen»  die  bei  der  Division  durch  eine  gegebene  Primzahl 
oder  das  Vierfache  derselben  die  Einheit  zum  Reste  lassen»  auf 
eine  bestimmte  Potenz  erhoben »  deren  Exponent  bloss  von  der 
letxteren  Primzahl  abhängt  >  durch  die  sogenannte  quadratische 
tiaupftform  dargestellt  werden»  welche  die  negativ  genommene  ge- 
ge|>ene  K^rimzaM  zur  Determinante  hat»  schupfte  Jacobi  die  Ver- 
matjbaug».  dass  jener  Exponent  mit  der  Anzahl  der  von  einander 
verMhie  Jenen  quadratischen  Formen  übereinstimmen  müsse»  welche 
der  erwähnten  Determinante  entsprechen.  .  Da  sich  diese  Ver» 
nmthung  in  allen  numerischen  Beispielen  bestätigte»  so  trug  er 
heilii  fie4<^ken,    diese  Bemerkung  in  ein^r  kurzen  Notiz  zii  ver- 
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öffentlichen.  Ich  glaube  den  bisher  unbekannt  gebliebenen  Ursprung 
dieses  Resultats  nach  Jacobi's  niiindlicher  Mittheilung  als  dn 
merkwfirdiges  Beispiel  scharfsinniger  Induktion  hier  envibnen  so 
•nifissen,  obgleich  der  strenge  Beweis  desselben  nicht,  auf  die 
Kreistbeilung  gegründet  werden  zu  -können,  sondern  w^sentiich 
verschiedene,  der  Integralrechnung  und  der  Reiheniehre  entnom- 
mene Principien  zu  erfordern  scheint,  die  erst  später  in  diD  Wis- 
senschaft eingeführt  worden  sind. 

Die  im  Jahre  1832  erschienene  zweite  Abhandlung  von  Gauss 
über  die  biquadratischen  Reste,  die  durch  den  tiefsinnigen  Ge- 
danken, complexc  ganze  Zahlen  in  der  höheren  Arithmetik  gerade 
so  wie  reelle  zu  behandeln,  und  durch  das  darin  aufgestellte  Re- 
-ciprocitätögesetz  Epoche  macht,  welches  in  der  Theorie  der  biqaa- 
dratischen  Reste  zwischen  zwei  complexen  Primzahlen  Statt  findet 
gab  Jacob!  Veranlassung,  seine  früheren  Untersuchungen  wie- 
der aufzunehmen,  und  es  gelang  ihm,  den  erwähnten  schonen  Sali 
von  Gauss  und  einen  ähnlichen,  welcher  sich  auf  die  cnbiseben 
Reste  bezieht,  mit  grosser  Einfachheit  aus  der  Kreistheilong  ab* 
zuleiten. 

Obgleich  Jacob!  die  eben  angeführten  Untersuchungen  und 
andere  damit  zusammenhängende,  die  ich  nicht  einmal  andeutungs- 
weise bezeichnen  kann,  in  den  Jahren  1836 — 39  vollständig  nie- 
■dergeschrieben  hat,  so  ist  er  doch  nie  dazu  gekommen,  sie  durch 
den  Druck  zu  veröffentlichen.  Seine  Zogerung  entsprang  aus  dem 
Wunsche,  einigen  seiner  Resultate  eine  grössere  Ausdehniitog  so 
geben,  wozu  er,  von  so  vielen  andern  Arbeiten  in  Anspruch  ge- 
nommen, die  nöthige  Müsse  nicht  gefunden  hat.  Ein  Theil  seiner 
|i*orschungen  und  namentlich  die  schon  erwähnten  Beweise  der 
Reciprocitätssätze  sind  jedoch  einigen  deutschen  Mathematikern 
durch  Nachschriften  der  Vorlesungen  bekannt  geworden,  welche 
er  im  Winter  1836—37  in  Königsberg  über  die  Kreistbeilung  und 
deren  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Zahlen  gehalten  hat. 

Eine  andere  höchst  ergiebige  Quelle  für  die  höhere  Arithme- 
tik hat  Jacob i  in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  ent- 
deckt, aus  welcher  er  schöne  Sätze  über  die  Anzahl. der  Zerle- 
gungen einer  Zahl  in  2,  4,  6  und  8  Quadrate,  so  wie  andere  über 
solche  Zahlen  abgeleitet  hat,  welche  gleichzeitig  in  mehreren 
quadratischen  Formen  enthalten  sind.  Diese  wichtigen  Bereicbe- 
mngen  der  Wissenschaft  sind  eine  Frucht  der  oben  erwähntes 
Einfährung  der  Jacobi' sehen  Funktion  in  die  Theorie  der  ellip- 
tischen Transcendenten. 

Jacobi  hat  sich  wiederholt  mit  der  Reduktion  und  Werth- 
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bestimmung  doppelter  und  vielfacher  Integrale  beschäftigt.  Ich 
erwShne  hier  besonders  der  einfachen  Methode,  durch  welche  er 
die  Bestimmung  der  Oberfläche  eines  ungleichaxigen  Ellipsoides 
aaf  elliptische  Integrale  der  ersten  und  zweiten  Gattung  zurQck- 
Ahrt,  welche  Zuruckfuhrung  Legendre^  zu  dessen  schönsten 
LeLstaDgen  sie  gehört,  nur  mit  Hülfe  sehr  verborgener  Eigen- 
schaften der  Integrale  der  dritten  Gattung  gelungen  war.  In  einer 
andern  hierher  gehörigen  Abhandlung  hat  Jacobi  das  Euier'sche 
Additionstheoreni  auf  doppelte  Integrale  ausgedehnt,  und  bald 
darauf  bemerkt,  wie  auch  der  Abel' sehe  Satz  einer  ähnUchen 
Erweiterong  föhig  sei. 

Von  Jacobi's  Arbeiten  über  das  eben  genannte  Kapitel  der 
Integralrechnung  ist  nur  ein  Theil  veröffentlicht  worden.  Eine 
grosse  Abhandlung,  welche  die  Attraktion  der  Ellipsoide  zum  Ge- 
genstände hat,  obgleich  seit  langer  Zeit  beinahe  vollendet,  ist 
bisher  ungedruckt  geblieben  und  nur  durch  einige  gelegentliche 
Notizen  bekannt  geworden.  Als  er  sich  mit  dem  erwähnten  Pro- 
'biem  beschäftigte,  kam  er  auch  auf  den  schönen,  von  Poisson 
um  dieselbe  Zeit  gefundenen  Satz,  nach  welchem  die  Anziehung, 
weiche  eine  unendlich  dünne,  von  zwei  concentrischen,  ähnlichen 
und  ähnlich  liegenden  ellipsoidischen  Flächen  begrenzte  Schale 
auf  einen  Punkt  im  äusseren  Räume  ausübt,  ohne  Integralzeichen 
dargestellt  werden  kann.  Jacobi  hat  dieses  Umstandes  nie  öffent- 
lich Erwähnung  gethan,  obgleich  er  sich  dabei  auf  das  Zengniss 
mehrerer  Mathematiker  hiitte  berufen  können,  denen  er  den  Satz 
initgetheilt  hatte,  ehe  die  er^te  Anzeige  der  Poisson'schen  Ab- 
handlung erschienen  war. 

Mit  den  eben  besprocheneu  Untersuchungen  hängt  eine  andere 
Arbeit  Jacob i's  zusammen,  die  wegen  ihres  überraschenden 
Resultates  hier  nicht  unerwähnt  bleiben  darf.  Maclaurin  hat 
belcanntlich  zuerst  gezeigt,  dass  eine  homogene  flüssige  Masse 
mit  Beibehaltung  ihrer  äussern  Gestalt  sich  gleichförmig  um  eine 
feste  Axe  drehen  kann,  wenn  diese  Gestalt  die  eines  Rotations- 
Kllipsoides  ist,  und  dieses  schöne  Resultat  ist  später  von  d' Alem- 
bert  und  Laplace  durch  den  Nachweis  vervollständigt  worden* 
dass  jedem  Werthe  der  Winkelgeschwindigkeit,  wenn  dieser  unter 
einer  gewissen  Grenze  Hegt,  zwei  und  nur  zwei  solche  Ellipsoide 
entsprechen.  Lagrange  scheint  zuerst  an  die  Möglichkeit  ge- 
dacht zu  haben ,  dass  auch  ein  ungleichaxiges  Ellipsoid  den  Be- 
dingungen der  Permanenz  genügen  könne;  wenigstens  geht  dieser 
grosse  Mathematiker  in  seiner  analytischen  Mechanik  bei  Behand- 
lung dieser.  Frage  von  Formeln  aus,  welche  fiir  ein  beliebiges 
Ellipsoid  gelten.    Indem  er  aber  so  zu  zwei  zu  erfällenden  Glei- 
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qfiMogen  gelangt«  id  weichen  die  beiden  Aeqqatorialaxeui  .^uf  fio 
symmetrische  Weise  enthalten  sind,  zieht  er  ^x^St  Aiqser  3yW9H 
tri^  den  Schluss,  dass  jene  4^^n  gleich  sein  müsse 9«  wlbr^ 
dpcb  nur  daraus  folgt,  dass  sie  gleich  «sein  künnen,  wq  iB^ 
l^id^  Gleichungen  in  eiqe  und  mit  der  von  Maclaurip  ^^^^ 
aufgesiteUten  u^d  von  d'Alembßrt  iind  Laplace  discutirtf 
i^i|849wenfallen. 

Der  Verfasser  eines  bekannten  Lehrbuchs,  der  In  der  Dsf 
Stellung  dieses  Gegenstandes  Lagrange  gefolgt  ist  und  den  «bi6i 
ervi'äbnten  übereilten  Schluss  mit  dem  Worte  ^^noth wendig'*  be^ 
gleitet,  erregte  zuerst  Jacobi's  Verdacht,  welcher  liei  genaa» 
rer  Betrachtung  jener  zwei  Gleichungen  zu  seiner  und  gewiss  aller 
fl^thematiker  grossen  Ueberraschung  bald  fand,  dass  auc)i  9J|| 
yQg|eichai;iges  ^llipsoid  don  Bedingungen  des  Gleichgewichte  Mj 
nflgen  k^nn*  ,.ji 

Der  Veranlassung 9  welche  Jacobi  in  seinen  Untersnchmigill 
über  die  Attraktion  der  Ellipsoide  fand,  sich  mit  den  FlMckil 
scweiten  Grades  zu  beschäftigen  ^  verdankt  man  die  Kenntniss  aflil 
vever  interessanter  Eigenschaften  und  einer  buchst  eleganten  bi 
zeugungsweise  dieser  Flächen.  Die  mir  gestellten  Grenzen  iiripf 
gen  inich»  mich  auf  diese  Andeutung  ?u  beschränken,  und  Jacf* 
bi's  übrige  der  Geometrie  gewidmeten  Arbeiten  nur  dem  Gegenstaii 
nach  zu  bezeichnen.  Ich  nenne  daher  nur  die  Abhandlung  Cbfll 
ein  Problem  der  Elementargeometrie,  welches  vor  ihm  nur  ht 
specielien  Fällen  bebandelt  worden  war,  und  dessen  vollständigi 
Lösung  er  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten  ab* 
leitet,  seine  Untersuchungen  über  die  Anzahl  der  DoppeltaBg60< 
ten  algebraischer  Curven  und  einige  kleinere  Aufsätze,  in  wefehfi 
er  Sät:^e  über  die  Krümmung  der  Flächen  und  kürzeste  Linien  ^df 
grosser  Einfachheit  auf  rein,  synthetischem  Wege  beweist.  j 

Zu  Jacob i's  wichtigsten  Untersuchungen  geböten  diejenigü 
iUl^  die  analytische  Mechanik.  Hamilton  hatte  die interessaiA 
Entdeckung  gemacht,  dass  die  Integration  der  DiffereptialglP 
ckuBgen  der  Mechanik  sich  immer  auf  die  Lusiung  von  zwei  si|i.0 
taaen  partiellen  Differentialgleichungen  zurückführen  lässt,  alH 
diese  Entdeckung  war,  wie  merkwürdig  sie  auch  erscheinen  musit^ 
völlig  unfruchtbar  geblieben,  bis  Jacobi  sie  van  einer  unaothig^ 
Complication  befreite,  indem  er  zeigte,  dasti  die  zu  findende  U 
sang  nur  einer  der  beiden  partiellen  DiffeFentialgleichungen  4 
genügen  braucht.  Indem  er  vermittelst  der  so  vereinfachten  TM 
rie,  am  nur  eine  der  zahlteichea.  Anwendungen  anzafilhren,  dfl 
noch  angelfiste  Problem  behandelte,  die  geodätische  Line  atf 
dem  oni^dcbaJiigeB  Ellipsoid  zu  bestimmen,   gelang  es  ihm,  nl 
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Hflife  dnes  analytischen  iDstrumenta,  welches  «ich  9cllon  frOhor 
ia  aeiiUMi  HfiDden  als  sehr  wirksam  gezeigt  hatte  und  jetat  unter 
fleoi  Namen  der  elliptischen  Coordinaten  allgemein  bfkaont  iat» 
die  partielle  Differentialgleichung  zu  iptegriren  und  ao  die  Gleichung 
der  geodätischen  Linie  in  Form  einer  Relation  zwischen  zwei 
Abel'schen  Integralen  darzustellen.  Diese  Jacobi'scbe  Ent* 
dedrang  ist  die  Grundlage  eines  der  schönsten  Kapitel  der  höhe- 
ren Geometrie  geworden,  welches  deutsche,  französische  und 
eDgliacbe  Mathematiker  wetteifernd  ausgebildet  haben. 

Durch  den  oben  erwähnten  Zusammenhang  zwlt^chen  einem 

Systeme    von    gewöhnlichen    Differentialgleicbungen    und   einer 

partiellen  Differentialgleichung  wurde  er,  die  Sache  in  umgekehrt 

ter  Ordnung  betrachtend,  zur  Theorie  der  partiellen  Differential» 

gleichungen  zurfickgefuhrt,    mit  welcher  er  sieb  schon   in   einer 

«oner  frühesten  Abbandlungen  ilber  die  Pf  äff 'sehe  Methode  be- 

•chäffigt  hatte,  und  gelangte  jetzt  zu  dem  Resultate,   das«  von 

der  ganzen  Reihe   von   Systemen,    deren  successive   Integration 

Pf  äff  fordert,  die  Behandlung  des  ersten  alle  übrigen  überfliissig 

SBfteht,   daj^s  also  schon  der  erste  Schritt  der  früheren  Methode 

▼oUatändig  zum  Ziele  fuhrt 

Einen  ähnlichen  Charakter  hat  die  Vervollkommnung,  welche 
die  Variationsrechnung  Jacobi  verdankt.    Während  zur  Existenz 
^ines  Maximums   oder  Minimums    das  Verschwinden   der   ersten 
^^ariation  not h wendig  ist,    so  ist  diese  Bedingung  allein  nicht 
^•vsreichend  und  erst  die  Beschaffenheit  der  zweiten  Variation 
Entscheidet,    ob  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  oder  keines  von 
beiden  stattfindet.    Zufolge  der  Theorie,  wie  sie  Jacobi  vorfand, 
'^'^«ren  nach  den  Integrationen,    die  durch   das  Verschwinden  der 
^Y^en  Variation  gefordert  werden,    neue  Integrationen  zu  leisten, 
'^^  die  zweite  Variation  zu  discutiren;    Jacobi  zeigte,  dass  die 
^^steren  die  letzteren  involviren,  so  dass  also  auch  hier  die  voll- 
ständige Lösung   der  Aufgabe    bereits   mit   der    Vollendung  des 
^^^en  Sehrittes  gegeben  ist. 

Wenn  es  die  immer  mehr  hervortretende  Tendenz  der  neue« 
^^n  Analysls  ist,  Gedanken  an  die  Stelle  der  Rechnung  zu  setzen, 
^^  glebt  es  doch  gewisse  Gebiete,    in   denen   die  Rechnung  ihr 
-V^echt  behält.    Jacobi,    der  jene  Tendenz  so  wesentlich  geför- 
dert bat,    leistete  vermöge  seiner  Meisterschaft  in  der  Technik 
^ncfa  in  diesen  Gebieten  Bewunderungswürdiges.    Dahin  gehören 
S^ioe  Abhandlungen  Ober  die  Transformation  homogener  Funktionen 
^ea  3 weiten  Grades,  Ober  Elimination,  über  die  simultanen  Werthe, 
^Vefche  einer  Anzahl  von  algebraischen  Gleichungen  genügen,  übet 
^ie  Undcehrung  der  Reihen  und  über  die  Theorie  der  Determinan« 
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lea.  lo  de«  lets^ewumten  Kapitef  ▼erdankt  mam  ikM 
gdWMete  Iheme  der  Ten  ikm  mit  dem  Xataen  der  FaalrtiMua- 
Iletenrnnsieii  besciebneten  Ai»drficke.  Isdca  er  die  AwJefne 
dieser  Aasdrfirike  mit  den  Dfiereotialqaoiieate«  w«ft  woMf^ 
gebiigte  er  z«  eioeai  allgeaeiBe»  Prineipe,  wekkes  er  das  Princip 
des  letzten  Ufaltipücatfirs  nannte,  and  welches  bei  fiut  alle»  ia 
den  Aawendoiigea  rorkonmenden  iDtegrationsproUeBien  die  Mite 
Intesrafion  zb  bewerketellieen  das  Mittel  leiebt^  iadea  es  den  daza 
erforderliehen  integrirendep  Faktor  #r  priori  an^bt 

Der  Cinllass,  welchen  Jacobi  aof  die  Fortscliritte  der  Hu- 
senscbaft  gefibt  bat,  wOrde  nur  onToilstandi^  berrortreten,  weaa 
ieb  nicbt  seiner  ThStigkeit  als  ofentficber  Lebrer  ErwibnanK 
•  tbSte.  Es  war  nicbt  seine  Sacbe,  Perthes  und  Ueberfiefiertes 
ron  nenem  zn  llberiiefern ;  seine  Vorlesongen  bewegen  sieb  sinuat- 
Reb  ansserbalb  des  Gebietes  der  Lebrböeber,  nnd  amfiMsten  aar 
diejenigen  Tbeile  der  Wis^enscbaft,  in  denen  er  selbst  seiiafcnd 
aufgetreten  war,  nnd  das  biesM  bei  ünn,  sie  boten  die  reiebsto 
Ffille  der  Abweebseinng.  Seine  Vorträge  zeichneten  sieb  nicbt 
durch  diejenige  Dentlicbkeit  ans,  welche  auch  der  geistigci 
Arronth  oft  za  Theil  wird,  sondern  dnrefa  eine  Klarheit  boheicr 
Art.  Er  sachte  vor  Allem  die  leitenden  CManken,  welche  jeder 
Theorie  zu  Gmnde  liegen,  darzostellen,  und  indem  er  Alles,  was 
den  Schein  der  Konstlicbkeit  an  sich  trog,  estfemte..  entwickelte 
sich  die  Losang  der  Probleme  so  natsrgemäss  ror  seinen  Za- 
hurem,  dass  diese  Aebnliches  schaffen  zo  können  die  Hoffnung 
fassen  konnten.  Wie  er  die  schwierigsten  G^enstande  zu  beban- 
dein  wusste,  konnte  er  seine  Zuhörer  mit  Recht  durch  die  Ver- 
sichenjng  errouthigen,  dass  sie  in  seinen  Vorlesungen  sich  nur 
ganz  einfache  Gedanken  anzueignen  haben  wurden. 

Der  Erfolg  einer  so  ungewöhnlichen  Lehrart,  wie  ich  sie  eben 
geschildert  habe  und  wie  sie  nur  einem  schöpferischen  Geiste  zo 
Gebote  steht,  war  wahrhaft  ausserordentlich.  Wenn  jetzt  in  Deutsch* 
land  die  Kenntniss  der  Methoden  der  Analysis  in  einem  Grade 
Terbreitet  ist  wie  zu  keiner  frühem  Zeit,  wenn  zahlreiche  jüngere 
Mathematiker  die  Wissenschaft  nach  allen  Ilichtungen  erweitern 
und  bereichern:  so  hat  Jacobi  an  einer  so  erfreulichen  Erschei- 
nung den  wesentlichsten  Antheil.  Fast  alle  sind  seine  Schuler 
gewesen,  selten  ist  ein  aufkeimendes  Talent  seiner  Aufmerksam- 
keit entgangen,  keinem,  sobald  er  es  erkannt,  hat  sein  fordern- 
der Rath,  seine  aufmunternde  Theilnahme  gefehlt. 

Ich  habe  mich  eben  bemuht,  Jacobi  als  Erfinder  mid  ia 
seiner  Wirksamkeit  als  Lehrer  darzustellen.  Soll  ich  jetzt  deo 
Versuch  wagen,  ihn  zu  schildern,  wie  er  ausserhalb  der  wissen- 
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whaftUcben-  Sphäre  denen  erschien,  die  den  inathematMChen 
Wigifliiiiichaften  fern  stehen,  so  niuss  ich  es  als  den  Gniudsug 
mm^  Wesens  bezeichnen,  dass  er  ganz  in  der  Welt  der  Gedan» 
ken  lebta,  und  dass  in  ihm  Das,  ivozu  es  bei  den  meisten,  selbst 
bedeutenden  Menschen,  eines  besorrderen  Anlaufs  bedarf,  das 
Denicen  zum  habituellen  Zustande  und  wie  zur  zweiten  Natur  ge- 
worden war.  Wenn  etwas  im  Leben  oder  in  der  Wissenschaft 
einmal  seine  Aufmerksamkeit  erregt  hatte,  so  ruhte  er  nicht,  bis 
er  es  zu  eigenen  Gedanken  verarbeitet  hafte,  und  mit  dieser  nn- 
uterbrochenen  geistigen  Thätigkeit  war  in  ihm  ein  so  seltenes 
Gedächtniss  vereinigt,  dass  er  Alles,  womit  er  sich  einmal  be- 
Nhäftigt  hatte,  sich  sogleich  vergegenwärtigen  und  darüber  ver- 
flgen  konnte.    • 

Der  unerschöpfliche  Vorrath  an  Wissen  und  eigenen  Gedan- 
bi,  welcher  Jacob i  jeden  Augenblick  zu  Gebote  stand,  eine 
Miene  geistige  Beweglichkeit,  durch  die  er  sich  jedem  Alter, 
Jrier  Fassungskraft  anzupassen  wusste,  und  eine  eigen thfimlich 
knoristische,  die  Dinge  scharf  bezeichnende  Ausdrucksweise  ver- 
Men  dem  grossen  Mathematiker  auch  im  geselligen  Verkehr 
«ie  angewuhnlicbe  Bedeutung,  die  noch  durch  die  Bereitwillig- 
keit, wissenschaftliche  Fragen  aus  dem  Stegreif  zu  behandeln 
oteht  wurde.  Diese  Bereitwilligkeit  entsprang  aus  dem  innersten 
Wesen  seiner  Natur,  die  in  der  Ueberwindung  von  Schwierigkei- 
ten ihre  eigentliche  Befriedigung  fand,  und  es  lag  daher  fiir  ihn 
da  ganz  besonderer  Reiz  darin,  wissenschaftliche  Ergebnisse 
.Jmch  einÜMshe  Betrachtungen  selbst  solchen  verständlich  zu  machen, 
denen  die  dazu  scheinbar  unentbehrlichen  Vorkenntnisse  fehlten. 
Nir  musste  er,  um  einen  solchen  Versuch  anzustellen ,  die  Ueber- 
Kngung  haben,  dass  die,  mit  welchen  er  sich  unterhielt,  ein 
wiridiches  Interesse  an  der  Sache  nahmen.  Wo  er  hingegen  ge- 
dukenlose  Neugier  zu  bemerken  glaubte  oder  entschiedene  Mei- 
mgen  mit  Selbstgefälligkeit  von  solchen  aussprechen  horte,  die 
rieh  nie  die  harte  Arbeit  des  Selbstdenkens  zugemutbet  hatten, 
Teriiess  ihn  die  Geduld,  und  er  machte  dann  gewöhnlich  der  Cn- 
Maltang  durch  eine  ironische,  nicht  selten  scharf  abweisende 
Bemerkung  ein  Ende.  Mat  bat  ihm  oft  vorgeworfen,  dass  er  sich 
kd  solchen  Anlässen  seiner  geistigen  Kraft  zu  sehr  bewusst  ge- 
leigt  habe.  Aber  die,  welche  ihn  so  beurtheilten ,  würden  viel- 
Meht  ihre  Meinung  geändert  haben ,  hätten  sie  den  Preis  gekannt, 
ii  wdcben  er  das  Recht  auf  ein  solches  Bewusstsein  erlangt 
ktte.  Ein  Brief  aus  dem  Jahr  1824,  aus  einer  Zeit  also,  zu 
reicher  Jacob i  noch  vrdlig  unbekannt  war  und  daher  durchaus 
em  Interesse  haben  konnte,  seine  geistigen  Kämpfe  mit  übertrieb 
ioen  Fariben  zu  schildern,    enthält  folgende  Stelle,   die  ich  als 
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merkwürdigm  Beitrag  aar  Charakteristik  des  aoaserordentlichei 
Mannes  hier  wörtlich  mittheile.  Jacob i  war  daniala  ebcmSOJUirc 
alt  geworden  und  seit  etwa  einem  Jahre  ausschliesslicb  mit  ■Mthe* 
natischen  Stadien  beschäftigt* 

„Es  ist  eine  saure  Arbeit,  die  ich  gethan  habe«  und  ein^ 
eanre  Arbeit^  in  der  ich  begriffen  bin.  Nicht  Fleiss  and  Gedacht- 
qIss  sind  es»  die  hier  zum  Ziele  fähren»  sie  sind  hier  die  nnter^ 
geordnetsten  Diener  des  sich  bewegenden  reinen  Gedankens.  Abei 
bartpSckiges,  hirnzersprengendes  Nachdenken  erheischt  mehr  Krafl 
als  der  ausdauernste  Fleiss.  Wenn  ich  daher  durch  stete  Uebang 
dieees  Nachdenkens  einige  Kraft  darin  gewonnen  habe»  so  glaube 
man  nicht,  es  sei  mir  leicht  geworden,  durch  irgend  eine  glQck« 
Hebe  Naturgabe  etwa.  Saure,  saure  Arbeit  hab'  ich  zu  besteheoa 
and  die  Angst  des  Nachdenkens  hat  oft  mSchtig  an  meiner  Ge- 
sundheit gerüttelt.  Das  Bewusstsein  freilich  der  erlangten  Krall 
siebt  den  schönsten  Lohn  der  Arbeit,  so  wie  wiederum  die  Er- 
muthigung,  fortzufahren  und  nicht  zu  erschlaffen.  Gedankenlose 
Menschen ,  denen  jene  Arbeit  und  jenes  Bewusstsein  also  auch 
ein  ganz  fremdes  ist,  suchen  diesen  Trost,  der  doch  allein  maeheb 
kann,  dass  man  auf  der  schwierigen  Bahn  den  Mnth  nicht  sinken 
lässt»  dadurch  zu  TerkClmmern,  dass  sie  das  Bewusstsein,  ein  eig- 
nes» freies  zu  sein  —  denn  nur  in  der  Bewegung  des  Gedanken^ 
ist  der  Mensch  frei  und  bei  sich  —  unter  dem  Namen  ElgendOn- 
kel  oder  Anmaassung  gehässig  machen.  Jeder,  der  die  Idee  einer 
Wissenschaft  in  sich  trSgt,  kann  nicht  anders,  als  die  Dinge  dar- 
nach abschätzen .  wie  sich  der  menschliche  Geist  in  ihnen  offen- 
bart: nach  diesem  grossen  Maassstabe  muss  ihm  daher  manchem 
als  geringfiigig  vorkommon,  was  den  andern  ziemlich  preiswürdi^ 
erscheinen  kann.  So  hnt  man  auch  mir  oft  Anmaassnng  ▼«rg^- 
worfen,  oder  wie  man  mich  am  schönsten  geloht  hat,  indem  niam 
einen  Tadel  auszusprechen  meinte,  ich  sei  stolz  gegen  alles  Nie« 
dere  und  nur  demilthig  gegen  das  Höhere.  Aber  jener  unendlieho 
Maassstab,  den  m.in  an  die  Welt  in  sich  und  ausser  sich  leg^ 
hindert  vor  aller  UeberschStzung  seiner  selbst,  indem  man  immer 
da.^  unendliche  Ziel  im  Auge  hat  und  seine  beschränkte  KralL 
In  jenem  Stolze  und  jener  Demuth  will  ich  immer  za  beharrea. 
streben,  ja  immer  stolzer  und  immer  demuthiger  werden.'* 

Oaas  es  bei  Jacob!  keine  blosse  Phrase  war,  wenn  er  tm 
akb  «agt»  dass  er  die  Dinge  darnach  alwchitze»  wie  sieb  dfff 
nenscbliche  Geist  in  ihnen  offenbare,  und  dass  er  wirklich  All9% 
was  die  Welt  der  Gedanken  nicht  berührte,  wenn  nicht  mit  Glekdb» 
gOltigkfit»  doch  mit  Gleicfaniutb  behandelte»  bat  er  in  den  sehwia» 
fflialM  Lagen  «eiae^  Leben«  geaeigt  As  bewnsderungsiriiidigstai 
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ofei|bi|it9  «ich  fieser  wahrhaft  philo«QphUche  Gleicbmath,  als  ihn 
das  UnglAck  traf,  sein  ganses,  von  aoinein  Vater  ererbtes  Ver- 
mögen SU  verlieren,  ein  Verlust,  der  ihm  um  ao  empfindlicher 
hätte  sei»  kOnneu,  als  er,  «eit  zehn  Jahren  verheiratbet,  (ur  eine 
sahlreiclie  Familie  zu  sorgen  hatte.  Wer  ihn  daniala  aab,  als  er 
herbeigeeilt  war»  um  seiner  von  ähnlichem  Verluste  betroffeneu 
Alotter  mit  R^th  und  That  beizustehen,  konnte  in  seipf^r  Stimmung 
skht  die  geringste  Veränderung  wahrnehmen.  Er  sprach  mit 
demselben  Interesse  wie  immer  von  wissenschaftlichen  Dingen  und 
klagte  nur  darüber,  dass  die  unerwartete  Reise  ihn  aus  einer  Un- 
iersudiung  gerissen  habe,  die  ihn  gerade  lebhafl;  beschäftigte. 

Wie  Jacobi's  Gedankencultus  sich  in  der  Anerkennung  von 
A- bei 's  grosser  Entdeckung  kund  gab,  habe  ich  schon  früher 
erwähnt.  Eipen  ähnlicheq  Sinn  zeigte  er  tur  ^alles  geistig  Bedeu- 
tende ,  und  auf  ihn  findet  der  Aqnsprucb  eines  alten  Schriftstellers 
keine  Anwendung,  dass  die  Menschen  eigentlich  nur  das  bewun- 
dem, was  sie  selbst  vollbringen  zu  kennen  glauben.  Seine  An- 
«rkennung  umfasste  das  ganze  geistige  Gebiet,  und  in  seiner 
Wissenschaft  war  Jacobi's  Freude  über  eine  fremde  Erfindung 
^m  so  lebhafter,  je  mehr  sich  diese  durch  ihr  Gepräge  von  sei- 
nen eigenen  Schöpfungen  unterschietl.  Es  war  eine  ihm  natür- 
liche Bewegung,  in  solchem  Falle  den  Ausdruck  seines  Beifalls 
durch  das  Gestand niss  zu  verstärken,  d^ss  er  diesen  Gedanken 
nie  gehabt  haben  würde. 

ESs  bleibt  mir  nun  noch  übrig,  das,  was  ich  oben  von  Jaco- 
bi's äussern  Lebensverhältnissen  erwähnt  habe,  mit  wenigen  Wor* 
ten  zu  vervollständigen. 

Als  er  seine  Untersuchungen  über  die  elliptischen  Funktionen 
bekwnt  zu  machen  anfing,  war  er  noch  Privatdocent ;  die  Bewun. 
derung,  welche  seine  Entdeckungen  bei  allen  denen  erregten,  denen 
iq  solchen  Dingen  ein  Urtheil  zustand,  hattp  die  Folge,  dass  er 
sogleich  zum  ausserordentlichen  und  bald  d^^uf  zum  ordentlicheo 
Professor  befördert  wurde. 

Indem  ich  vpn  der  Aufnahme  rede,  welche  Abel's  und  Ja<* 
cobi's  Entdeckpngen  — ^  denn  beider  N^men  sind  hier  unzertrenn- 
lich —  bei  allen  Fachgenossen  fanden,  kann  ich  nicht  umhin,  des 
BIl^poW  namentlich  zu  erwähnen,  der  durch  seine  vieljährigen 
Forschungen  ganz  besonders  berufen  war,  den  unerwarteten  Fort- 
schritt nach  seiner  ganzen  Bedeutung  zu  würdigen.  Legendre, 
4^  feine  Zeitgenossen  so  oft  der  Theilnahmlosigkeit  angeklagt 
i^d  n^ii  kurz  vor  jener  ^eit  da^  Bedauern  ausgesprochen  hatte, 
djf94ft   feuie   lyii|bru]^swissQnii<;ha|t»    vos    allen    andern  verlassen. 
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dtircb  ihn  allein  erst  nach  4(>jähriger  Arbeit,  wie  er  glaubte,  «om 
Abschloas  gekommen  sei,  begrüsste  Abel's  und  Ja co  1b i's  Ent- 
deckungen, welche  die  Theorie  weit  Ober  die  Grenzen  hlnaus- 
föhrten ,  die  ihm  selbst  durch  die  ^atur  des  Gegenständen  gesetzt 
schienen,  mit  so  warmer,  ja  enthusiastischer  Anerkeriming',  dass 
es  schwer  zu  sagen  ist,  wen  eine  solche  Anerkennung  mehr  ehrte, 
die  jungen  Mathematiker,  welchen  sie  am  Eingange  ihrer  Lauf- 
bahn zu  Theil  ward  oder  den  edlen  Altmeister,  der  fast  am  Ziele 
angelangt  sich  solcher  Geßihlswärnie  flihig  zeigte. 

Eine  nicht  minder  ehrenvolle  Auszeichnung  war  es,  als  bald 
darauf  die  Pariser  Akademie,  obgleich  sie  keine  Preisbewerbung 
über  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  eruffoet  hatte,  Abel's 
und  Jacobi's  Arbeiten  als  der  wichtigsten  Entdeckung  der  Zeit 
einen  ihrer  grossen  mathematischen  Preise  zuerkannte  und  zwischen 
Jacobi  und  AbeTs  Erben  theilte. 

Ich  muss  mich  darauf  beschränken,  hier  die  Beweise  der  An- 
erkennung zu  erwähnen,  welclie  Jacobi's  Eintritt  in  die  wissen- 
schaftliche Laufbahn  bezeichoeten,  die  mir  gesteckten  Grenzen 
gestatten  mir  nicht,  alle  die  Auszeichnungen  anzuführen,  die  ihm 
auch  später  in  so  reichem  Maasse  zu  Theil  wurden,  und  derea 
Erwähnung  in  einer  ausführnchen  Biographie  nicht  fehlen  dürfte. 

Bald  nachdem  Jacobi  im  Jahre  1829  seine  „Fundnmenta 
nova  theoriae  funcL  ellipL" ,  die  nur  einen  Theil  seiner  Unter- 
suchungen über  diesen  Gejj^enstand  enthalten,  veröffentlicht  hatte, 
machte  er  die  erste  grössere  Reise  in's  Ausland,  schlug  den  Weg 
über  Göttingen  ein,  um  Gauss  persönlich  kennen  zu  lernen,  und 
wandte  sich  dann  nach  Paris,  wo  er  mehrere  Monate  sich  auf- 
hielt und  wo  damals  ausser  Legendre,  mit  dem  er  seit  länge- 
rer Zeit  in  naher  brieflicher  Verbindung  stand  und  für  den  er 
immer  eine  grosse  Pietät  bewahrt  hat,  noch  Fourier,  Poisson 
und  andere  hervorragende  Mathematiker,  die  Jacobi  überlebt 
haben,  vereinigt  waren. 

Eine  zweite  Reise  ins  Ausland  unternahm  Jacobi,  der  seit 
1831  mit  einer  Frau  von  hervorragender  Geistesbildung  verheirathet 
war,  erst  wieder  im  Jahre  1842  in  Gesellschaft  seiner  Frau.  Die 
Veranlassung  zu  dieser  Reise  war  fär  ihn  zu  ehrenvoll,  als  dass 
ich  sie  unerwähnt  lassen  könnte.  Dem  erleuchteten  Staatsmanne, 
welcher  damals  an  der  Spitze  der  Verwaltung  in  der  Provinz 
Preussen  stand,  schien  es  im  Interesse  der  Wissenschaft  wün- 
schensv^erth,  dass  Bessel  und  Jacobi  einmal  der  schon  oft  an 
sie  ergangenen  Aufforderung  zur  Theilnahme  an  der  jährlich  in 
England  Statt  findenden   Gelehrtenversammlung   Folge   leisteten. 
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and  er  stf  Ute  daher  bei  dem  Kooige  den  Antrag  auf  Bewillignng 
der  -Kosten  zii  einer  solchen  Reise ,  welchem  Antrage  Se.  Maje* 
stftt  mit  Königlicher  Munifieenz  zu  willfahren  geruhte. 

Bald  nach  seiner  Ruckkehr  von  dieser  Reise  zeigten  sich  bei 
«Tacobi  die  Symptome  einer  leider  unheilbaren  Krankheit.  Er 
schwebte  längere  Zeit  in  der  grussten  Gefahr ,  und  als  diese  end- 
lich för  den  Augenblick  beseitigt  war,  erklärten  seine  Aerzte  zu 
seiner  Kräftigung  einen  längeren  Aufenthalt  in  einem  südlichen 
Klima  für  nothwendig.  Diese  ärztliche  Erklärung  setzte  Jacobi 
in  nicht  geringe  Verlegenheit,  aber  diese  Verlegenheit  war  nicht 
▼on  langer  Dauer,  denn  die  Lage  der  Sache  war  nicht  sobald 
durch  unseren  Collegen  Alex,  von  Humboldt,  dessen  gewicb* 
tige  Vermittelung  nirgend  fehlt,  wo  es  die  Ehre  der  Wissenschaft 
and  das  Wohl  ihrer  Vertreter  gilt,  zur  Kenntniss  Sr.  Majestät 
des  Kunigs  gelangt,  als  durch  einen  neuen  Akt  K«iniglicher  Gross* 
muth  eine  ansehnliche  Summe  zu  einer  Reise  nach  Italien  ange- 
wiesen wurde.  t 

DasmHde  Klima  von  Rom,  wo  Jacobi  den  Winter  zubrachte, 
wirkte  so  woblthätig  auf  ihn,  dass  die,  welche  ihn  dort  sahen, 
weit  entfernt,  in  ihm  einen  Reconvalescenfcen  zu  erkennen,  über 
seine  wahrhalt  ausserordentliche  Thätigkeit  erstaunen  mussteo. 
Kr  schrieb  nicht  nur  während  der  fünf  Monate  seines  dortigen 
Aufenthaltes  ausser  mehreren  kleinern  Aufsätzen,  welche  in  einer 
wissenschaftlichen  Zeitschrift  in  Rom  selbst  erschienen,  eine 
wichtige,  sehr  upifangreiche,  för  das  Crelle'sche  Journal  be- 
stimmte Abhandlung,  sondern  unternahm  auch  die  Vergleichung 
der  im  Vatikan  aufbewahrten  Handschriften  des  Diophantus, 
mit  welchem  er  sich  seit  längerer  Zeit  angelegentlich  beschäftigt 
hatte. 

In  sein  Vaterland  zurückgekehrt,  wurde  er  von  Königsberg 
nach  Berlin  versetzt,  wo  das  wenigstens  relativ  mildere  Klima 
seine  Gesundheit  weniger  zu  bedrohen  schien.  Ohne  hier  der 
Universität  anzugehören,  hatte  er  nur  die  Verpflichtung,  Vorle- 
sungen zu  halten,  so  weit  es  mit  der  Schonung,  deren  sein  Ge- 
sundheitszustand 80  sehr  bedurfte,  verträglich  sein  würde.  Si^ne 
schriftstellerische  Thätigkeit  während  seines  hiesigen  Aufenthal- 
tes stand  gegen  die  der  besten  Kunigsberger  Zeit  kaum  zurück, 
itfer  es  die  hier  in  etwa  6  Jahren  geschriebenen  Abhandlungen 
küietfgöli,  welche  zwei  starke  Quartbände  ftillen. 

Zu  Anfang  des  Jahres  1851  hatte  er  einen  Anfall  der  Grippe 
zu  bestehen;  da  er  sich  jedoch  schnell  erholte  und  wieder  mit 
grossem  Eifer  zu  arbeiten  anfing,   so  durften  seine  Freunde  sich 
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4er  Hoffnung  HberlaBsen,  das«  er  ihnen  und  der  Wissötietliaft  noch 
lAPgö  erhalten  bleiben  würde,  als  er  plOtilich  am  11.  Februar  von 
Neuem  erkrankte.  Sein  Zustand  erregte  sogleich  die  grtisaten  Be- 
sorgnisse, und  als  man  nach  einigen  Tagen  erkannte,  däia  er  von 
den  Blattern  ergriffen  sei,  die  auf  dem  durch  das  alte  Üebel  un- 
terwühlten Boden  den  busartigsten  Charakter  zeigten,  schwand 
jecle  Hoffnung.  Den  18.  Februar,  Abends  II  Uhr,  acht  Tage  nach 
seiner  Erkrankung,  erlag  er  ohne  Kampf. 

Jacobi's  wissenschaMiiche  I^ufbahn  umfasst  gerade  ein 
Vierteljahrhunderti  also  elben  weit  kurzem  Zeitraum,  als  die  der 
Meisten  frfibern  Mathematiker  ersten  Ranges,  und  kaum  die  Hälfte 
der  Zeit^  über  welche  sich  Euler's  Wirksamkeit  erstreckt  hat, 
ttilt  dem  er  wie  durch  Vielseitigkeit  und  Fruchtbarkeit,  so  auch 
darin  die  grusste  Aehnlichkeit  hat,  dass  ihm  alle  Hülfsmittel  der 
Vl^iss^nschaft  immer  gegenwärtig  wäre«  und  jeden  Augenblick  zu 
Gebote  standen. 

Der  Tod,  welcher  ihn  so  früh  und  so  plötzlich  im  Besitze 
seiner  vollen  Kraft  von  der  Arbeit  hinweggenömitieii,  hat  der 
Wiss^schaft  die  grossen  Bereicherungen  nicht  gegundt,  die  sie 
ifhii  Jäcobi'd  nie  ermüdender  Thätigkeit  noch  erwarten  dutfte. 
ndem  ich  dies  ausspreche,  thue  ich  es  nicht  nur  in  der  Voraus*, 
i^etilullg,  dass  in  einem  solchen  Geiste  die  schr>pferiscfae  Kraft 
nur  mit  der  jßhysischen  zugleich  erlöschen  konnte;  ich  habe  aiich 
^itie  Reihe  von  fast  vollendeten  Arbeiten  vor  Augen,  an  die  er 
selbst  in  kurzer  Zeit  —  vielleicht  wahrend  des  Drucks,  wie  er  es 
iil  der  letzten  Zeit  so  gern  that  —  die  letzte  Hand  hätte  legen 
ItOnnen  und  die  jetzt  durch  seine  Frennde  als  Bruchstücke,  in  un- 
vollkommener Form  an's  Liebt  treten  müssen.  Noch '  während 
seiner  Krankheit,  kaum  vier  Tage  vor  seinem  Tode,  beklagte  er 
das  Missgeschick,  welches  über  vielen  seiner  grossem  Arl>elten 
gewaltet  habe,  die  Krankheit  oder  häusliches  Unglück  unterbroehen 
habe«  Wenn  Ich  dann,  setzte  er  webraüthig  hinzu,  später  an  die 
Arbeit  zurückkehrte,  habe  ich  lieber  etwas  Neues  anfangen,  als 
Untersuchungen  wieder  aufnehmen  wollen,  die  so  traurige  Erione- 
rangen  in  mir  erweckten.  Aber  ich  sehe  ein,  dass  ich  nicht  las- 
ger  zugern  darf,  jene  altern  Arbeiten ,  denen  ich  einen  so  grossen 
TheU  meiner  besten  Krart  gewidmet  habe,  der  Oeffentliclikeit  aa 
Abergebeni  wenn  sie  noch  erfolgreich  in  den  Gang  der  Wissca- 
schaft  eingreifen  sollen.  Glücklicher  Weise  bedarf  es  dam 
sehr  kurzer  Zeit,  die  mir  ja  hoffentlich  nicht  fehlen  wird. 
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XJeber  die  Theorie  des  Grossten  und  KieiAsten. 

Von 

:■'! 

Herrn  Simon  Spitzer, 

Atili%L  and  I^rivatdoc  der  Mathematik   am  k.  k.  pol;ftec)inisclien 

Institate   za   fVien. 


Man  bestimme  die  höchsten  oder  tiefsten  Punkte  der  FIßche, 
^«ren  Gleichung 

^^U    Um  diese  zu   finden,    hat  man    bekanntlich  aus  den  beiden 
^SSleichuiigen 

^ie  reellen  Wurzeln  o»  und  y  zu  «uehefi  ^  die  gefundenen  Werthe  in 

^if  sototitttiren  und  naehsuseheii ,  ob  der  M  erhaltene  Attedmck 
tut  alle  sefir  kleinen  und  reellen  Werthe  von  h  und  k  stifts  dui^' 
%elbe  Zeichen  beibehält  oder  nicht.  Im  ersten  Falle  hat  mkn,  je 
tiachdem  das  Zeichen  positiv  oder  ni^gativ  ist,  ein  Minimum  oder 
lllazimam ,  im  zweiten  Falle  wed<»r  tm  Minimum  noch  ein  Maximum. 

Es  kann  nun  sein,   dass  j-  ^^^  ^  einen  gemeinschaftlichen« 
st  irod  y  enthaltenden  Factor  besitzen;  wäre  etwa 
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also  für  unendlich  viele  Werthe  von  an  und  y;  ich  behaupte,  in 
diesem  Falle  erhält  man  im  Allgemeinen  statt  höchste  und  tiefste 
Punkte  höchste  und  tiefste  Linien^  deren  Gleichungen  . 

(3)     Y=''^^'^^' 
t  ^(x,  y)  =  0 

sind*  Ich  nenne  nämlich  bochi^e  oder  tiefste  Linien  auf  krummen 
Flächen  solche^  Linien,  deren  sämmtlicbe  Punkte  dieselbe  Hohe 
habeby^'dei^iiilädhste  .aber' ausser  thneif  auf  der  Fläche  libgenden 
Punkte  entweder  alle  tiefer  oder  alle  hüher  liegen. 

Dass  sämmtlicbe  Punkte  der  Curve  (3)  dieselbe  Hube  haben, 

ist  Jeicht  einzusehen,  denn  ' if;(:r,  ^)  =  0  bringt  ja  identisch  jZ,^^^ 

•^  auf  Null,  diess  hat  zur  unmittelbaren  Folge,  dass  sämmtlicbe 

an  diese  Curve  gezogenen  Tangenten  horizontal  laufen,  also  ist 
diese  Curve  selbst  eine  horizontale;  ihre  Gleichungen  müssen  sich 
s'öniit  auf  die  Form : 

(  Z=Ä, 

(^) 

f  if;(a:,y)  =  0 

bringen  lassen,  uiiter  A  eine  constante  Z«ahl  verstanden.  — -  Man 
wird,  um  diese  Formänderung  ihrer  Gleichungen  zu  bewirken, 
9>(a7,y)  durch  t/;(a:,  ?y)  dividiren,  ist  der  Quotient  fix^y)  und  der 
Rest  A,  so  hat  man: 

a^Ä9(ar,y)=>^te,y)./*(ar,y)  +  A, 

was  sich  für  t\)(x,  y)^=z(^  auf  2=:^  2urfickzieht. 

.riUmzu  unteriBuchen ,  in  welchem  Falle  die  Curve,.  deren  Glei« 
chungen 


'■    (3): 

,h'     ■. " 


C  i^(p{x,y). 


sind,  und  die  man  sich  in  der  Form 


■     (4)   l 
aufgestellt  denken  kann,   wirklich  eine  höchste  oder  tiefste  Linie 
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der  Fliehe  zz=:q>(x,y)  ist,  gehe  roaA  vod  ihr  (der  Linie  (4))  zu 
anderen,  auf  derselben  Fläche  in  unmittelbarer  Mähe  liegenden 
tiller»  etwa  dadurch ,  dass  man  y  um  dif  wachsen  lässt,  unter  dy 
eine  beliebige  Function  von  x  verstanden,  die  stets  sehr  kleinen 

numeriseben  Werth  hat 

« 

Alan    erhält   sonach  als  Gleichungen  von,    in  der  Mähe  der 
Cinrve  (3)  auf  der  Fläche  z=:q>(x,  y)  liegenden  Curven  folgende: 

yz=zm(Xf  y\ 

Die  Substitution  y  =f(x)  -f-  ^  in  x  =  qf(x,  y)  und   darauf  fol- 
S^nde  Entwickeinng  nach  Taylor 's  Reihe  gibt: 


,  .  •      dz  ^  dy^  d^z  . 


dx 
<^<aer,  da  3-  wegen  des  innehabenden  Facton  ^x,  g)  gleich  Noil 

'•^'Ird, 

Behält  -j-^  fiSr  alle  Punkte   der   horizontalen  Projection  der 

^wurve,  d.  h.  fSr  alle  Werthe  von  x  und  y,  welche  der  Gleichung 

^tJ(x,  y)  =  0  genügen,  einerlei  Zeichen,  so  ist  offenbar  die  Linie  (3) 

dh 
^^ne  höchste  oder  tiefste;    sollte  -r^    hiefür   Null    werden,    so 

^^üifaste  man,  gleich  den  ähnlichen  Theorieen  des  Manmums  und 
[ioimums,  das  nächste  Glied  der  Reihe  zu  Rathe  ziehen ;  ist  die- 
positiv  oder  negativ,  so  hat  man  weder  eine  höchste  noch 
^^ne  tiefste  Linie;  ist  es  aber  auch  Null,  so  entscheidet  das 
Seieben  des  vierten  Differentialquotienten  u.  s.  f. 

Um  daher  die  höchsten  und  tiefsten  Linien  einer  Fläche 

z  =  <p(x,  y) 

mn  finden,    bilde  man  sich  die  Ausdrücke 

dfp{x,  y)      dq>{x,  y) 
dx      *  dy      ^ 

und  sehe,   ob  sie  einen  gemeinschaftlichen,   variablen  Factor  be- 
«itzen.    Sei  einer  vorhanden  und  heisse  dieser 

Theil  XXII.  13 
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00  aofemucbe  man,  ob  — jVg    ■   för  alle  Wertbe,    die  der  Glei- 

cboiig  <^(jr,  3f)=0  geo^en»   positir  oder  negativ  sei;    im   emten 
Falle  ist  die  Corve,  d««B  Gleiehiiogeii 

2  =  9(0:,  y),     ^(o:,  y)  =  0 

sipd,   eiDO  tiefste,  im  zweiten  eme  bdch«te;    ist  aber  — Jh^ 

för  if;(a:9y)^0  gleicb  Nall«  so  bleibe  man  bei  dem  ersten ^  biefur 
nicbl  verscbwiudenden  Gliede  der  Reibe 

d\{x,  y)       d^g>(x,  y)       d^q>(x,y) 

■  I 

steben;   ist  nun  — .   /   ■■  dieses  erste,  so  bat  man  eine  bucbste 

oder  tiefste  Linie,  wenn  n  gerade  ist»  und  wenn  es  dasselbe  Zeieben 
beibebält  für  alle,  der  GLeicbong '^(j:,  y)  =  0  genugenden  Wertbe; 
«od  weder  eine  boebste,  ikocbeine  tiefste,  wenn  anqb  anr  eiM 
der  beiden  Bedingungen   nicbt  erfüllt  wird. 

Sollte  dernte  Differentialquotientstets  dasselbe  Zeieben  beibebalten, 
mit  Ansnabme  einiger  specieller  Wertbe,  wofür  er  Null  \i  ird,  so  mnss 
man  für  diese  speciellen  Wertbe  die  Untersucbung  auf  dieselbe  Weise 
Ibrtsetzen;    man  bilde  nämlicb  die  nicbsteu  Oifferentialqaotienten 

d»My(ar,  y)      d^^^jx.y)       ^»Hh^(^,y) 
rfy«+^       *  rfy»+a       '  rfy"+» 

sübstftuire  in  denselben  die  speciellen  Wertbe ,  welcbe  — —-^^^=0 

machen,  und  bleibe  bei  dem  ersten,  för  diesen  speciellen  Werth 
nicbt  Fcrscbwindendeo  Differentialquotienten  steben ;  ist  dieser  von 
gerader  Ordnungszahl  und  ist  das  Zeieben  desselben  mit  dem 
Zeichen  des  nten  Differentialquotienten  übereinstiramend,  so  bat 
mau  auch  in  diesem  Falle  eine  bScbste  oder  tiefste  Linie. 

8er  z.B.   x=(jr«-y«+l)«— 10(0:«— y*+l)  +  9,    so  Ist 

^=4o:(a;^-y2-4),     ^=-4y(o:2-y2-4). 

Diese   beiden    Ausdrücke   haben    den    gemeinschaftlichen   Factor 

dh 
jr»— y*  — 4;    ferner  ist  ^y=s— 4o:*+ 12y^+16,  und  setzt  man  in 


>  ••' 


dy' 

dh 
diesem  o:'"=y*+4,  so  ist  j-j=8y*;    da  dieses  stets  positiv  ist 

(mit  Ausnahme  des  einzigen  Falles,  wenn  y=0,  o;=±2  ist),  so 
ist  die  Curve,   deren  Gleicbungen 
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2=(ar«— ya  +  J)2— 10(a;a-y*  +  l)  +  9,    a:«  — ^«  =  4; 

oiet  reducirt 

2=r  — 16,    x^ — y*=4 

sind,  eine  tiefste  auf  der  Fläche  z=:(ar2— ^^-f-l)«— 10(:r^— y«+l)+9 
liegende  Cnrve,  falls  nur  noch  die  Substitution  Fon  y  =  0»  ;i;=:^2 
den  dritten  Differentialquotienten  zu  Null,  den  vierten  aber  positiv 
macht;  oder,  falls  der  vierte  Differeritialquotient  auch  0  würde, 
den  fünften  zn  Null,  den  sechsten  positiv  u.  s.  f.    Nun  ist: 

dh  d*2       ,. 

also  ist  bestimmt  die  Curve  eine  tiefste,  weil  der  dritte  Differen- 
titlquotieot  gleich  Null,  der  vierte  gleich  24  ist. 

Diese  Theorie  ist  einer  Verallgemeinerung  fähig.  Wäre  nSmIloh 

X  ^^  fyX^y  X^y  •••»   Xn)$ 

80  sind  jene  Werthe  von  Xi,  x^,  ....  Xm  welche  x  zu  einem  Maxi- 
mam  oder  Minimum  machen,  aus  den  Gleichungen: 

dx      ^       dx      g.  dx ^ 

aXi  ax.2  aXn 

zu  bestimmen.  Wird  diesen  n  Gleichungen  genügt  durch  r  Glei. 
chnngen,  wo  r<9i  ist,  so  tritt  ein  ähnlicher  Fall  ein,  wie  der  in 
diesem  Aufsätze  discutirte. 


■« 


Integration    der  partiellen  Differentialgleichung 

/cfj;        dx  rfa? \  _ ^ 

\dxi*     dx2*  "**  dxn/^ 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 
^^^l«t.  Qod  Privatdoc.  der  Mathematik  aink.  k.  polytechn« Institute  zu  Wien. 


Setzen  wir  der  Kürze  halber,  so  wie  es  Üblich  ist: 

dx  dx  dx 


IS' 


*^  Spitzer:  Integral. d. partiell. Difter.-Gleich.fi^^,  ^'•••^) 

80  finden  zwischen  den  partiellen  Differentialquotienten  folge 
swei  Gleichungen  statt: 

Sucht  man   aus   der   ersten   dieser  Gleichungen  den  Werth 
pn»   SO  hat  man: 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  andere  Gleichung  einföhrl 
dx=ipidxx  +  p^dx^  +....+/>n-.i<^arn-i  +  (p{pi ,  p^,  '.'.pn^i)dan 

welche  5  nach  der  Methode  des  theilweisen  Integrirens  behand 
sich  so  stellt: 

ar=  PiXi  +;?2^2  +  •—  +  p«-l^n-l  +  ^ng>(pi ,  P2»  •—  Pn-l) 
—  /{Xidpi  +  X2,dp2  +  *"'  +  a:n-ldpn-l  +  Xndq>(pi ,  J92»  ••.•P«-i)' 

Setzt  man  statt  rf^C/^i,  P2>—Pn-i)  seinen  Werth 

dfx  ^p^  ^df^^p^ + ••  • + df:i&^^' 

so  erhält  man: 

a:=pia:i  +  /?2^2+  ••••  +pn-lXn-l  +  ^ng>(pi ,  /?2>  •—  />«-0    ' 
— /{(^i  +^n^)dpi+(x2+x„^)dp2+...M^n-i+a:n^      dpi^ 

und  nimmt  man  nun  an^  dass  die  Grösse  ui^r  dem  Integralzeid 
das  vollständige  Differential  der  Function 

sei,  so  ist: 
(1)    a:=/?ia:i  +  p2^2+-— +;>n-ia:«-i+arn9(Pi »  P^y  „..pwi) 

—  '^PiPtyP^y-Pn-l), 

während  zugleich  folgende  Gleichungen  stattfinden: 

dll;(pi,p2f  ....pn-i)  _  d(p(pi,  P2,  ....  pn-^l) 

^x        <^^(A  >  ;>2>  —  Pn-l)   _  ^     ,   ^    d(p(pi,p2f.,..pn^l) 

{l)  -7—  — ^2+^n  ;t-- * 


dp^  -.^2T^n  ^^ 


'2 
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leb  behaupte  nun,  das  Resultat  der  RliminatioD  von  pi,  |»3»... 
fm^i  aus  den  Gleichungen  (I)  und  (2)«  hiebe!  t/;  als  willkOhr- 
te  Function  betrachtet^  ist  das  Integral  der  vorgelegten  Diffe* 
itialgleichung.  Denn  denkt  man  sich  aus  den  n — 1  Gleichun- 
'  &)  P\y  /'2f  •••• /'n-i  gesucht,  dann  in  (1)  substituirt,  wodurch 
p2'  -*•  fn-i  sowohl,  als  auch  orals  eine  Function  vonoTi»  ots»«- 
*«  erscheinen,  so  hat  man,  wenn  man  x  successive  nach 
x^^..„Xn  differenzirt.  Folgendes: 

\rfpi  c^^i      rfpa  rf^i  '*'""'*'  dpn-i    dxi  / 

Setzt  man  bierin  statt  -i—  »    ^ —  >  ••••  -j ihre  aus  (2)  folgen- 

Werthe  und   reducirt  gehörig,    so  erhält  man   j — =Pi.  und 
so   findet  man  auch: 

da:  dx  dx 

t  ist  unsere  Behauptung  gerechtfertigt. 


Untersuchung  über  die  Formel 

\^%F(nx)  =  m  +  /-(x  +  ^)  +  /'(a- + 1)  + . . .  /'(a:  +  — ). 

Von 

Herrn   H.  Kinhelin, 
Kandidaten  der  Mathematik  zu  München. 


§1. 

ror   wir    zum   Gegenstand   der  Untersuchung  selbst  über- 
ist es  nothig,  noch  feinen  Hülfssatz  aus  der  Theorie  der 
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Rebvrsi^asgleiclnmgeii  aufzastellen.  Eis  s^  z.  B.  eine  zweiglie- 
drige RekiirnoD8gletchang  Yorgelegt»  weldie  ffir  alle  leellen  Wcarthe 
▼OB  m  gültig  ist: 

/i:jr+l)  =  g)(ar)+iK^)/(jr).  (1) 

A  9«  ^  sind  bdiebige  Fanktionszeicben.  Alsdann  ^bt  es  nn- 
Qndlich  viele  Funktionen  fix),  %velcbe  dieser  Gleicbnng  ein  Ge- 
nüge leisten.  Dieser  Lebrsatz  lässt  sieb  auf  die  folgende  Art 
leicht  allgemein  beweisen  für  jede  n  -  gliedrige  Reknrsion.  Man 
luse  nenilicb  die  Gleicbnng  (1)  nacb  den  bekannten  Methoden, 
welche  für  ganze  Werthe  Fon  x  gelten,  auf  und  nenne  diese  Auf- 
i5saBg  f'{3c).  Man  lasse  nun  in  dieser  Funktion  f  (x)  x  einen 
variablen  Wertb  annehmen,  so  wird  dieselbe  der  Gleichung  (1) 
noch  immer  ein  Genüge  tbnn.  Es  sei  nun  f{pc)  die  allgemeine 
AnflSsung  der  Gleichung  (1),  so  ist 

f{x)=^x)r(x)\v{x).  (2) 

Nun  ist  klar,  dass  f{x)  für  ganze  positive  oder  negative  Werthe  in 
f{x)  übergeben  muss.    Eis  wird  daher 

^(a:)=l+J'(a:).(ar2— P)(a:2_22)(a;«— 3«)...  in  inf.) 

[*     (3) 

wo  A'(x)  und  B'(x)  noch  zu  bestimmende  Funktionen  von  x  sind. 
Oder  es  muss 

li(x)  =  1 + -^(a:) .  sin  7tx ,  v(x)  =  B(x) .  sin  tcx 

sein;  und  sonach  wird 

/(a:) = (1 + A(x)  sin  tcx)  f*{x) + B(x)  sin  nXy  (4) 

wo  nun  Ä(x)  und  B{x)  zu  bestimmen  sind.  Wird  aus  dieser 
Gleichung  der  Wertb  von  f(x)  in  die  Gleichung  (1)  substituirt,  so 
wird  erhalten: 

welcher  Gleichung  offenbar  durch  unendlich  viele  Verfügungen  über 
A(x)  und  B{^x)  willfahrt  werden  kano. 

Eine  der  interessantesten  dieser  Annahmen  ist  folgende: 

A{x)  B(x)  B{x-\-l)        .  . 

'— ^(x  +  1)'      -^(^+1)'''^^)-J(:r +  !)=''(*) 

odm 

J(dF+l>=-J(*^^ÄC«)^a:)+Ä(a:+l)s=^a;)9)(«).     (6)    . 


ifXnx)=f(x)  +f(^+l)+f(^+l)+'  ••/{ ^+*,r)' 


IM 


Ans  der  ersten  dieser  Gleichangen  wird  durch  Aaf  lusen  in  gao? 
len  Zahlen  A(x):=^(—l)'C  erhalten,  wo  C  eine  beliebige  Kon- 
stante Torstellt.  L^sst  man  hierin  x  einen  beliebigen  variabehi 
Werft  annehmen,  so  kommt 

A(a:) = C(cos(2Ä+l)  nx+  V^=T,  sin  (2Ä+1)  nx).         (7) 

Es    Icann  also  A(x)  die  zwei  Werthe 

J(jr)  =  Ccos(2Hl)«ar  und   J(j:)  =  C'cos(2Ä+l)jrar     (8) 

annehmen ;  und  zur  Auffindung  von  B(,v)  erhält  man  alsdann  resp. 
eine  der  folgenden  zwei  Rekursionen: 

B(a:  +  l)—CcosCäc^l)7ta:.q>(x)-B(x)'ilf(a:),  ^ 
B(x+l)=C'sin(U+l)nx.g>(x)—B(x)'^(x).  5     <*"> 

C  und  C  bedeuten  zwei  beliebige  Konstanten,  welche  auch  Null 
^in  konnfen. 

Atw  dem  Vorhergeheoden  geht  ferner  hervor,  dass  es  nur 
Kiue  algebraische  Funktion  gebe,  welche  eine  Rekursionsgleichung 
^Qflost.  •  Wenn  in  dieser  Funktion,  welche  oben  mit  f*(x)  beaeicb- 
^^  wurde,  x  beliebig  variabel  erklärt  wird,  so  erhält  man  die 
sogenannte  einfache  Auflösung  der  n-gliedrigen  Rekursiond- 
Slelchnng« 

§.  2. 

Nach  dem  bekannten  Fourier 'sehen  Lehrsatz  läast  aieb  jede 
-^tinltion  f(x)  in  eine  Reihe  nach  cos  und  sin  der  Vielfachen  tod 
^^^o?  entwickeln.    Setzt  man  der  Kürze  wegen  27^0:  =  ^:',  so  hat  mail 

m[^i?J  =  ^  -|-  2  [Aicosx* + A2COS2X' -{■  A^cosSx'+.^^.Akcoskx' +,,.  in  inf.} 
\BiSinx'+B^sm2x'+B^8\n3x'+..,i-Bks\ukx'+...  in  inf.|  *^j  (1) 

A,  Ak,  Bk  Konstanten  sind,  welche  durch  die  Gleichungen 
^•^Pf(x)dx,  Ak=^S^f{x)Qo^kx'dx,   Bk—f^f{x)Bmkx'dx    (3) 


o  ü 


^^^timmt  werden.     Die  Gleichung  (1)  gilt  im  Allgemeinen  für  alle 
J^^e  Werthe  von  x,  welche  innerhalb  der  Grenzen  0  und  1  fallen. 

Es  aei  nun  n  eine  beliebige  ganze  Zahl,  so  setze  man  in  Glei- 
^•^Uiig  (1)  für  X  nach  und  nach  die  Werthe 

1  2  . n-1 


193  B.  Minkeiin:  fhUermektm§  ßker  äte  Fmmei 

so  erhSlt  mam,  wenn  man  die  danws  cntstehcBden  n  Gleidingeii 
ad^rt: 

A-)+/(-+i)+r(-+|)+-+<'+^) 


Setzt  man 


A  +  22  "^Jk^amkf+^S  '°^i»8inix'=F('),  (3) 


ao  bat  mao  endlich  folgeode  Gleicbong: 


a:>0 
1 


Die  Fonn  von  F(x)  wird  too  der  Form  von  f(x)  abhangen 
nnd  nmgekelirt.  Dorcb  die  Gleicbong  (3)  ist  F(x)  nnmitteHvar 
mittelst  der  Coefficieoten  der  Entwickehing  too  /Xje)  gegeben;  anf 
gleiche  Weise  ist,  wenn  F(ap)  gegeben  ist,  f(x)  durch  die  Coeffi- 
cienten  der  Entwickeloog  tod  F(x)  gegeben,  indem  man  in  Akm  nnr 
11=1  zn  setzen  braucht  In  den  meisten  Fällen  handelt  es  sich 
aber  dannn,  f{x)  nnd  F(x)  als  endliche  Funktionen  zn  bebandeln, 
wie  man  es  z.B.  für  die  Eo  I  er 'sehe  Funktion  J^J?)  nnd  dieJaeob 
Ber nouili' sehe  FaDktioni?(a:)  gethan. hat  Es  ist  nicht  der  Plan 
vorliegenden  Aufsatzes,  die  Art  und  Weise,  wie  eine  dieser  bei- 
den Funktionen  f(x)  und  F(x)  aus  der  gegebenen  andern  erhalten 
werden  kann,  näher  zu  erörtern.  Wir  werden  uns  damit  befassen, 
diejenigen  Funktionen /(^)  und  F(x)  zn  finden,  iur  den  Fall,  dass 
die  Relation 

F(iiar)  =  9(«)+iKw)/l«^)+i|''(»)<^»w:)  (5) 

unter  ihnen  statthabe,  wo  q>{n),  flf(n),  t(/(n)  bestimmte  Funktionen 
von  n  sein  werden,  welche  selbst  wieder  von  f(nx)  abhängen. 
Q(nx)  stellt  eine  gegebene  ganze  rationale  Funktion  von  nx  vor. 
Alle  diese  Gleichungen  müssen  simultan  bestehen,  nnd  es  ist  un- 
sere Aufgabe,  aus  dieser  Simultaneität  /(:r),  9(n),  ^^it)  zn  be- 
stimmen. 

§.3. 

Es  sei  als  erster  Fall  ^nj?)=0,  so  geht  die  Gleichung  (5) 
$.  2.  fiber  in 

F(nx)=q>(n)  +^(n)f(nx).  (J) 

Alsdann  wird  also 


iFXnx)=zf(x)  +/(*+^)+r(*+ 1)+  .../(^+  ^). 


198 


Und  es  inass,  wenn  man  die  Gleichung  (1)  in  Reiben  entwickelt, 

A+2£    [Akucoakna:'  +  Bknsinknx'] 

= if(n) A  +  m(n)  +  2tfi(n) 2^  { Ak cos kruc' + Bksin knx' \ 

k='L 

^^1d.    Damit  diese  Gleichung  bestehe,  muss 

q>(n)-\-H^{n)A=A,  (2) 

^{n)Ak^Akn»  (3) 

^{n)Bk=^Bkn  (4) 


Die  Funktion  f{x)  hat  diesen  drei  Bedingungen  zu  genfigen, 
^ianiit  die  Entwickelung  (1')  möglich  sei.  Zur  Untersuchung  der 
^Sleichungen  (2),  (3),  (4)  schlagen  wir  folgenden  Weg  ein.  Setzt 
^mnan  in  Gleichung  (3)  successive  die  Werthe  k»  kn,  kn\,,.knf*^^ 
•«uistatt  ki  und  multiplicirt  alsdann  diese  entstehenden  Gleichungen 
^nit  einander,  so  folgt  ^if{ny^Ak^=^  Akntn:  Setzt  man  aber  weiter 
Vd  (3)  ft"*  f&r  n,  so  ist  auch  ip{n^)Ak=^  Ahm »  und  folglich  ^(n)'" 
^=^n<"),  woraus  nun 

i(;(n)=««'  (5) 

geschlossen  wird;  m'  stellt  eine  beliebige  reelle  oder  imaginSre 
2ahl  Tor.  Da  aber  in  der  folgenden  Entwickelung  der  Fall,  wo 
fnf  imaginär  ist,  leicht  aus  dem  ersten  «abzuleiten  ist,  so  brauchen 
'^ir  m*  nur  als  reelle  Zahl  anzusehen.    Es  wird  also  auch 

Ak»^=^n^'Ak9  Bkn=n^'Bk; 

woraus,  wenn  A:=  1  gesetzt  und  hernach  n  in  A  umgewandelt  wird, 
Ak=^'Ai,  Ä=Ä^'l?i,  wo  Ai  -pfixicoBx'dx,  Bi—pf(x)aitut'dx 

o  o 

ist  Obige  Bestimmung  von  ijfin)  ischeint  nun  nur  Bestand  zu  ha- 
ben, wenn  die  Reihe  in  (1)  §.2.  konvergent  ist,  d.h.  ffir  mf_0. 

Bedenkt  man  aber,  dass,  wenn  diese  Bestimmung  von  if;(n)  in  die 
Gleichung  (IQ  eingeführt  ist  und  ihr  zufolge  auch  f(jc)  berechnet, 
alsdann  die  Gleichung  (10  noch  Bestand  haben  wird,  so  sieht  man, 
dass  diese  Gleichung  (5)  ffir  alle  reellen  Werthe  von  mf  gfiltig  Ist 
und  gebraucht  werden  darf.    Man  setze  f?t'=— ft,  so  kommt 

A  =  ~  J,,  Bk^y,B^  (6) 


WL  £imiutiim  ä 


Q 


[Ik'  Fimhtfw  TxT 


«»1  -fn  -rV^  i-^-'f  r+—  »^-/f  Ä^ )=^-£ 


9» 


S»     i- 


W«rii  "'in  -T  »dt-   :iihrr 


W-is  am  ZleL    — 


/^  + 


-<-♦ 


D- 


=:=;Z^/»«3K  +  »WBf    (li 


rf.i=Jt 
:^1  &w  X. 


,(^)t../(,4i:-')+.'^.=^.' 


+1 


(»-ao 


/:»+r^/^,=^ 


f*r+I 


nF(nx)  ^f{x)  +  f(x^^  +/'C^+|)  +  •  •  •/'(^+'ir)' 
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od«r,  weim  n  =  I  gesetzt  wird, 

/(j?+l)=/(j:)+ßr«-i  (2) 

sein,  wo  C  eine  beliebige  konstante  Grosse  vorstellt.  Diese  Gleichung 
ist  es,  welche  die  Fonn  der  Fanktion  f(x)  angibt.  Zar  üiskossioQ 
derselben  übergehend,  so  ist  vorerst  klar,  dass  die  einfache  Auf- 
lösung derselben  der  Gleichang  (2)  sowohl  als  der  Gleichung  (1) 
genügen  werde*  Denfi  wenn  man  ans  (2)  die  einfache  Auflusong 
berechnet^  für  ganze  Werthe  von  Xy  so  ist  dies  eine  Funktions- 
forai,  welche  der  Gleichung  (1)  genügt.  Lässt  man  x  beliebig  va- 
ria.bel  werden,  so  wird  die  Form  der  Funktion  die  nemliche  bleiben 
und  .sonach  der  Gleichung  (1)  immer  noch  genügen. 

1.  Es  sei  fi>0  und  >1,  so  ist  die  Reknrsion 

f(x-\-\)-f{x)=xf^--^C, 

anfzülSsen. 

Die  einfache  Auflösung  ist 

Für  C=A2)- /'(!)= 1  und  /'(l)=/*(0)=0  wird 

/l[a:)  =  lM-^  +  2^-i +  3^^  + ... +(a:  ^1)^-1 , 

'^^elches,  wenn  ft  eine  ganze  Zahl  ist,  die  von  Herrn  Prof.  Raabe 
^iskutirte  Hernoulli'sche  Fanktion  ist. 

2.  Es  sei  ferner  fi=l,  so  wird  f(x-{-\)=C-{-f{x)y  woraus 

nx)=Cx+fO)  (6) 

I 

gefunden  wird.  Eine  zweite  ebenfalls  einfache  Auflösung  findet 
"^iian  so:  Man  setze  /(a;)  =  logF(a;),  so  kommt  F(x-\-\)-=:  ÖF^x)* 
Da  die  Konstante  O  beliebig  ist,  so  darf  man  sie  gleich^ — 1  an- 
nehmen, ohne  der  Allgeraeinheit  weiter  zu  schaden.  Alsdann  ist 
F(a:+1)  =  — F(^)y  woraus  schon  in  §.  1.  F(.r)  =  c' cos  tm?  und 
F(x)^=:c8in7tx  gefunden  wurde.  Da  nun  c'cosTr^r  in  csmnx  über- 
geht, wenn  man  darin  x-\-i  für  x  setzt,  so  braucht  man  als  zweite 
einfache  Auflösung  bloss 

/\a:)=logcsia:sa;  (7) 

anzunehmen. 

Anmerkung.     Im  folgenden  Fall  werden  wir  sehen,  dass. 


Jl  MimMeiim  §t 


C^J:,  Tgnu— f,  —  i>g,feM#t^)  =  0#t<ft 


a  C»  Mi  MdBdb  C=0,  w  wM  /f^^4)=/|:rV 


A^)=c.  (8) 

Di#  zircile  ilnfiifcL    l«m— ^  ^ 


Btmg  »C  die  CliinhMi,  (1) 


w#  mm  F(x)  umä  F'Cx)  so  bcsfinat  wcvd»  kiMes.  dass 

A«f  Hicse  Weise  crilik  man 

/(;r)=ccöt^Mr,  /(;r)=:c'taiigMr.  0») 

Setzt  man  eDdlicIi  noch  f{x)r=^—9   so   irird   andi   F(,x-f  1) 

=F(j:)y  also  aacb 

/lar)=csec2i:3M:,  /(j:)  =  c'cosec2^Äj:.  (11) 

Auch  für  diese  letztere  ßestimmiing  irerden  die  Reihen  nn- 
braaebbar.  Durcb  Entwickelang  der  Ausdrucke  in  (ß)  und  (10) 
fiadet  man  in  der  Tbat,  dass  for  diesen  Fall  fi==0  ist,  womit  die 
Cntersocbtoig  fOr  f4=  positiv  gescblossen  ist 

.    §.5. 

Nennt  man  B^ix)  die  Summe  £  A^  and  ßXa:)  die  Somme 
£       lfl^^\  wo  m  eine  ganze  positive  Zabi  ist,  so  wird 


^2m<|-l  Asm  1  /2fll 
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J  (1) 


mro  £ib   die  kte  Bernoulli'sche  Zahl,  positiv  gonommen,   vor- 
«teilt;  und  man  findet  wirklich 

B'f^s  _2(-l)"'+^  ,  „  „     «j     ^«ain2A«c  i  jr  =  0 


^oraas  also 

B(a:)+B'(a^+l)  +  ...B'(x+'^y  :   [   (3) 


„a«H-i-r    2w+2       ^2"»+* 


Bm+i 


ferner 


,     ^  .                  *==«cos2Ä7ra:}  a:=0 
log2sinn;a:= — -^    r {     _| 


abo 


X=  TT -^        i >  1 

2      7C  k=i        k       t  ^  <  1 


•  sin  n{ a:+~  J .  sin  tct  x\ "*)•••  sin  jp(  ar+  — —  \ 


sinsro;. 

=  2*-«sinnjKr 
und 


und  endlich 


••<  .:i 


(4) 


(5) 


M.  MfmMeiim:  €wiifmckm§  üker  dU  Fmrwul 

i  • 

t 


<«) 


wonns 


z=zncxA%m%x.    (7) 

Mao  seile  hierSber:  Raabe,  die  Jacob  Bernoulli'sche 
Funktion;  Crelle's  JonrnalBd.  XLIl.;  Ealer^  Einleitung 
in  die  Analysis  des  Dnendiicben.    Cap.  14. 


§.6. 

Wir  geben  nun  zn  jenen  Fnnictionen  über,  wo  fi  n^ativ  Ist 
oder  fi= — m;  in  diesem  Fall  werdende  Reilien  difergent,  also 
nnbraadhbafy  und  es  wird 

/(»)+/'(«+  i)  \f{x\  |)+...=«-+Y(it;r)+Ji.(l~l^).  (X) 

Soll  diese  Gleicbong  für  alle  reellen  Werthe  von  x  bestehen, 
so  muss 

A^+l)  =  ^i+A^)  (2) 

sein,  WS  die  Fälle  fft=0  nnd  ms  — 1  ausgeschlossen  sind.  Hieraus 
komtiit 

fiir  ganze  positive  Werthe  von  jr.    Für  die  Annabme,  dass  m  eine 
ganze  Zabl  ist«  wird  (ur  variable  Werthe  von  z 

/(a:)-Ä„+i  +  j.2  3    ,^  — ^^— P—- .  (30 

Mansche:  Legendre,  Trait^  des  fonctions  elliptiques. 

fc=OD       1 

Band  II.  Nr.  90  ff.,  wo  Su^x  die  Sumnie  2i    Um\\  bedeutet 
Anmerkung.    A=^S^f{x)dx  wird  hier  scheinbar  unendlich. 


xF{nx)^f{a:)  +/(*+^)  +/(^+|)  +  -  /^G+^)- 


1«^ 


Verführt  man  aber  wie  Legendre  a.  a.  O.,  so  findet  man 

^=a  (4) 

:■!:•-•  •    ,^!1  •      .  •    .  •      / 

Betrachtet  man  die  Gleiqbung  (2)  §•  4.»  so  sieht  man»  dass 
aacb  die  successiFen  Differenzialien  und  Integrale  von  f{x)  dersel- 
ben genügen  werden,  wenn  gewisse  Bedinguf^gen  stattfinden.  Dif- 
feremirt  maii  daher  allö  dort  in  den  Formeln  (3),  (7),  (8),  (0),  (10), 
(11)  gefundenen  Funktionen^  so  sieht  man,  das^  sich  alle  auf  diesem 
Weise  erhaltenen  Heuen  Funktionen  auf 

m=^^^^^  (1) 

reduziren.    Ebenso  reduziren  sich  $ille  durch  Integration  zu  erhal- 
tenden neuen  Funktionen  auf 

,  /■(ar)=:/<*)log^sin;MPiiap'»- 

^9  ist  aber  aus  §.  5.  Gleichung  (4)  '  \ 

^^^er  ntch  der  bekmntoq  RednktionsformeV  der  mehrfachen  Inte- 
^^^le,  wenn  man  um  abzukürzen  1.2.3...r=r!  setzt: 

^        ]  />«  (2«)  (2n) 

(^5j~jr|  /     (x—t)^'^  log  (2  sin  nt)  dt  +  Aq''^^'"'^  +  Aio:^-^  \ 

^      0  ]       (2) 

Ä^y    (^-*)^Iög(^sin7rOrf<  +  3o^2„  +  ^i«*»-*      I 

0  I       (3) 

^o  die  2iib  IntegrationskonstäÄten  sind,  welche  nun  bestimmt  wer- 
^^n  müssen.  Wird  die  Gleichuiig  (3)  nach  m  diffierenzirt,  so  muss 
^^«  Gleichung  (2)  hervorgeben,  es  musft'atM.allgem'ein 


äyO  fi-  KU^kelin:  üntenuchung  über  die  Formel 

\  •    .  i  .  .1  ..-.■... 

(4n+l)    (4«) 

(2n-Ä)it  =  ^t 
sein;  und  hieraus  erhält  mao«  indem  man  successive  für  n 
Werthe  n,  n— 1>  n-^|,  n-|>  -n-l  annimmt,  und  diese  € 
stehenden  Gleichungen  alle  mit  einander  multipiicirt : 

^*  •"  (2«-ifc)!  • 

Setzt. man  in  der  Gleichung  (2)  a;=0>  so  Terschwindet  c 
Integral  und  es  wird  ^ 

^a— 1—  (2«)2^  '^—    2.(2«)!     ' 
wird  dagegen  in  der  Gleichung  (3)  ar=0  angenommen,  so  komi 

und  es  wird  also,  wenn  der  Kurze  wegen 


fr\  _  r(r-l)(r->2)...(r-A+l) 
.Ay""  1.2.3...A: 


ist: 
/(a:)=2y(ar-ü««-Mog(2sinjt0d*+j(^"["^)ßiar 

0 

...(-1)»+1Ä.(^;~})(«+1) 
_  (-l)«+»2.(2n— 1)/  ^«  cos  2Aa;a; 

/l«)  =2 /*'(«— <)*'iog(28iD  «Orf'+l •  ( 1  )^i*"* 
0 

(-,l)«+i2.(2n)l  fa««m2ibta; 
—      <2»)«^»       i^       iP»     * 


(4) 


(»J 


«#i[w)=/(^) +/(*+^)  +f(^+l) + •  •/(*+^r) 


ni 


Hjemit  ist  nun  die  Untersuchung  Aber  die  Form  der  Funktion 
fix),  welche  der  Gleichung  (10  §•  3.  ein  Genfige  leistet»  fiir  die 
inalini^  das«  m*  reell  Ist^  als  beendigt  anzusehen. 


§.  a 

Es  bleibt  noch  fibrig,  diejenigen  Funktionen  aufzusuchen«  welche 
in  der  Annahme  (s.  §.  3.)  m'=:a'+6'V— 1  herrorgehen.  Man  be- 
idcbne  V — 1  mit  i,  und  —  m'  mit  p,,  so  sei 

H  a  und  b  reelle  Werthe  haben.     Alsdann  wird 
'  ftA<=n*tcos(6logn)-f  tsin(6logn)), 

n~A*=n--«{cos(6logn) — tsin(6logn)|, 

')  '  .  • 

^      1        cos  (6  log  n)      .sin(ftlogw) 

,v         ti  ros(Älog7i)  .  .sin(6logn) 

(«M_l)  «-/«+»  =  « ^-'  +  «•        '^,J    '■ 

Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  in  §.  3.  gehen  alsdann  Qber  In 


.,  la^^r'flB^  cos2A«:r+2B.r'2il^?*>.l„2*«xj 


f.! 


^le  Gleichung  (2)  §.4.  wird  nunmehr 
L-i  y(«+I>=sCSr«-»co8(Älog«)+iC««-»slD(6lo|r»)+A*)*    (3) 


M,  Ki^kelin:  OntertHChung  über  die  Formel 

Es  sei  nun 

f[x)=F{x)-^iPlx),  (4) 

was  angenommeD  werden  darf;  ao  bat  man  sor  Bestimimiiig  ▼•n 

F(jx)  uod  F'ix)  die  Rekursionsgleichungen 

F(x + 1)  =x^^  cos  (Ä  loga:)  C  +  F(ar) ,  (5) 

F'(ar+l)=a:«->sin(Älog:r)  C  +  F'Co:).  (6) 

Diese  geben  als  einfacbe  Auflusang,  wenn  C=  1  gesetzt  wird : 

F{x) = 1  «-1  ces  (b  log  1)  +  -i«-!  cos  (Ä  log2)  ^ 

+3»-*cos(6log3)  +  ...(ar— l)^icos(6iog(:r--l))  +  #lCJ)    3       ^ 

F'(ar)=l«-isin(6logl)+2»-^sin(61og2)  i 

+  3»-* sin  (6  log3)  + . . .  (:r— l)»-i8in  (6  log (ar-1))  +  F'(l).  3       ^ 

Für  den  speziellen  Fall  a=l  erbält  man: 

^/Xl)+F(ar) = 1 +C0S  (6  log2)  +  cos  (6  log3) + ...  cos  {b log(Ä^l)),  (9) 

F'(a:)=:sin  (61og2)  +sin(6  log3)  +  ...sin  (Älog(ar-l))  +  F(l).     (10) 

a=l    - 


Noch  einige  gemeinsame  Eigenschaften  der  Funktionen  fXx), 
wenn  dieselben  gewissen  Integrationen  unterworfen  werden,  wollen 
wir  ableiten.  Es  ist  nemlicb,  wenn  wieder  x*=^1nx  angenom- 
men wird : 

n^Pf(x)coskai'dx'=ipf(x)cosknx*da:,  \ 

X)  0  / 

[     0) 
n^ßf{x)  sin  kx'dx  =^P^f(x)  sin  knx'dx ;  \ 

.0  0  ' 

wo  k  eine  ganze  positive  Zahl  ist;  m  wird,  je  nachdem  man  eine 
spezielle  Verfügung  über /'(or)  macht,  positiv  oder  negativ  oder  auch 
imaginär  sein.  Werden  diese  beiden  Gleichungen  durch  einander 
dividirt«  so  kommt 

f^f{x)co&kx'dx     f^f(x)  cos  knx'dx 


f^f{x)  sin  kxfdx     f^  f{x)  sin  knxfdx 

0  ö 


oder 


PPf(ß)t«  '^i^^Ja^€t'dxd€i=ppfix)fia)  Bvtkkx'eoabu^dxda, 

O    •  0     0 


n-I\    203 


ifXnx)  =  f(x)  +  /•(x+^)  +r(x+ 1)  + .    f(»+^) 


/*/*A*)  A«)«.<»  *(««'-*0<'«da=O, 


o  o 


(2) 


WO  der  Kürze  we^en  af=^intt  gesetzt  wurde.  Wird  ferner  die 
eiste  Gleichung  in  (1)  mit  eoakä',  die  zweite  mit  sinAo^  multipli- 
ar^  und  alsdaun  beide  addirt  oder  subtrabirt,  so  kommt: 

«"■  \P^fia)cos  kx'dx  coskaf-i^pfix)  sin  A::r'sin  ko^dx  \ 

O  0 

:=f^fXx)  cos  knx^  cos  kaUlx-jtP^fi^)  sin  Änar'sin  kafdx 


•der 


n^Pfix)  cos  k  {af^a')  dx^p  f{x)  cos  A(iu/TaO  dx,     (3) 


Ibw4 


«■•/*  A^)  »in  *  (^'±«0  dx  —Pf(x)  sin  £  (lur'iaO  dx,      (4) 

o  o 

In  a'  einen  beliebigen  reellen  Werth  hat,  die  Null  mitbegriffen. 


§.  10. 

Es  sei  nunmehr  als  zweiter  Fall 

^(nx^^nx, 

bat  man  zur  Bestimmung  der  Bedingungsgleichungen,  wenn  die 
hervorgehende  Funktion  mit  f^(x)  bezeichnet  wird. 


F(nx)  =  (p(n)  +  i/;(n)/*'(nar) +nanf;'(w). 


(1) 


Werden  hier  auf  beiden  Seiten  nach  §.  2.  Gleichung  (1)  und 
die  Funktionen  in  Reihen  entwickelt  und  aus  §.  6.  die  Glei- 
lg  (4)  oder 

x>0 


l        1  i  sini 


1  l  sinii^     sin2nj:'     sin3n£'        sin knx' 


+  •••}     ^^ 


Hfilfi»  genommen,  so  erhält  man  die  identische  Gleichnng 


A+2£    {Ak»coaknx'+Bkn»inknx']z=zA^n)  +  q)(n)-^iil/(n) 
fc»«r  1  ^^>0 

rJ-J     I  ^ii)AcosiiM:'  +  l^(n)Bi-25^i(;X«)|8inÄiw?'J         h 


14* 


Ak^=Pf(:x)  cam&je'dar. 


Cm  hiersum  f(n%  ^»),  ^(»)  n 
4#r  «Mefcmgr  (3^  wie  mit  CMeiefcon^  (2)  $.  3.;  m 


ita^ 


^»)=ii; 


A=Ti:^- 


* 


'K-S)= 


fMWisl  «rff (f. 


-1^(«)= 


n" 


W 


J| 


•'^ 


(9 


Um  dieOleiebong  («r)  aafzalusen,  bringe  man  sie  anter  die  Fi 

ntuflnfin  Mfxfi  tnnn  In  dicMer  Gleichung  für  k  successive  die  W( 
Ar,  /r/i|  A/i^f  I«.  /tn"*'^^f  tnultipruire  die  so  entstehenden  Gleicht 
pu  ro(i|i.  mit  I,  fi'"-*,  w^cw-M,  n'('»-^), . . .  n('"'-i)("-i)  und  adi 
ille  ausiininitni  «o  trhält  man 


:\* 


„mfim-l) 1 

tn-m'BkJ"'- kBk = R.  "  ^.     / . 
8«txt  man  ferner  in  der  Gleichung  (a)  n"*'  für  n,  so  erhält  man 

Ana  der  Vergleichung  dieser  beiden  Gleichungen  unter  einander 
Ugt  aber 


tf) 


worana  endlich 


B\ 


=:c(ii«-»— 1) 


ii^,  and  mithin  Ut 


^'(n)=— 2«c 


fgm 


0) 


WO  c  eine  Konstante  vorstellt,  die  der  Aufgabe  gemSss  bestimmt 
werden  musa.  Zur  Bestimmung  von  Bk  hat  man  nunmehr  die 
Qeicbung 

Setst  man  hier  k=:l,  so  kommt,  wenn  hernach  n  In  ifc  umgetauscht 
wU: 


Bk=c 


+  Äi  = 


A-* 


(70 


Für  die  Annahme  m  =  ]  erhält   —g;^  aus  (/^  die  Form   ir* 

iKFerenzirt  man  daher  Zähler  und  Nenner  dieses  Ausdrucks  nach 
und  setzt  hernach  m^l«  so  erhält  man  Bj^ssm'Bu,  woraus 
rS^^clogn  und  also 


losaen  wird,  und  alsdann  wird  auch 

clog*     i?i 


(80 


Fflhrt  man  diese  Bestimmungen  filr  ^(n)  und  ^(n)   in  die 
Mrhmig  (3)  tf  n»  so  kommt 


#.  KimkeUu:  CMenadkmt  **tr  die 

\  ■  ■  •      .       .     \      .   .  .     --         1 

^»)=jj;  t  J(«-— l)^«e(a— >— 1)1  lir  «^  I       K») 


^«)=i*(l-^)  +  «'S?  ifc  ,^1.  (MD 


{.IL 

FaMt  BU  Alles  ia  $. KL  G^nd«w  zu»uiea,  so  hat 
aia«  Ar  den  Fall,  daai  at^l  ist. 


welche  GlekiiaDg  for  aUe  jene  Werthe  ren  x,  welche  sich  imier- 

halb  der  Grenzen  0  nod  —  befinden,  Bestand  hat     Es  ist  nun- 

n 

IMhr  nnsere  Aufgabe,  diejenigen  Fonktionen  zu  finden,  welche  der. 
selben  ein  Geooge  tbon«  Macht  man  die  Annahme,  dass  die  xv 
fiodende  Fanktioo  die  Eigenschaft  hat,  die  Gleichung  (1)  wenig- 
stens ßir  alle  positiTen  Zahlenwerthe  von  x  zu  erfüllen,  so  setze 

mim  in  derselben  x-^—  für  ;r  ein  nnd  ziehe  diese  so  entstehende 
•  •  if 

Gleichong  von  (1)  ab,  so  kommt,  wenn,  um  abzukürzen,  C=-\-^1jcc  isti 

oder 

Nimmt  man  hier  :r=l  an,  tauscht  alsdaun  n  in  :r  um  und 
bedenkt,  dass  die  Funktion  f(x)  ihre  Form  für  variable  Werthe 
nicht  ändern  wird,  so  erhält  man  fior  alle  Werthe  von  x  die  Re* 
kursion 


r(x+l)^r(^)=C'ai^^-C,  (2) 

wo 

C'«/'(^-r/'a)+C 

ist. 


«ft««)= /(*) +f('+i)+f(*+l)+  •/(*+  ^)' 


mr 


Soft  nuB  die  Anflüsnog  der  Rekursion  (2)  $.  4.  so  Hfilf»,  «o 
also 

«reiches  Resultat Torausziisehen  war;  denn  integrit  man  die  Glei* 
cbwiBg  (2)  $.  4.  nnd  Gleichung  (9)  $.3.,  so  erhält  man  re«p.  die 
Gleichnngeu  (1)  nnd  (2).     Es  ist  diess  also  keine  neue  Fnnkdon. 

Eine  solche  würde  aber  erhalten  beider  Annahme  m=l;  denn 
hat  man  ^ 


=s /»(jur)— CxHlog»  +  J  (u-l)  +  2  log  « . 

Terfthrt  mao  mit  dieser  Gleichung  ganz  gleich  wie  mit 
(IX  so  kommt 


A«+l)- A«)  =nnx+l)-nnx)-Clogn . 
wie  oben 

f'(x+l)^fix)=C  +  Clog»  (5) 

w^  (ur  alle  Werthe  von  x.    Dieses  gibt  also 
A^+l)=Clogr(ar+l)+ C'a:  + AI). 

f(x)=c\ogr(x)+(,x-i)C'-t-r(}),  CJ) 

JXx)  die  doreh  das  Integral  /*«-^a*~^4/a.MWg«drfldcte  Fmkäon 

fx(x+iK^+i..'.(2+t-'l)  ^*'  '^*'*'''®  '"'  San^*  ^"^^  *•• 
die  Funktion  1.2.3... (jr — 1)  übergeht 

Nimmt  man 

c=i.  Ai)=o.  c'=rm-f'0)=o-o=o, 

lehes  keine  WiderspiSdbe  darbietet,  an,  «•  erliSlt  man 

/'(ar)=logr(*). 
alsdann  geht  ans  Gleichung  (i) 

log  r(:r)+log  r(a:+i)  +  ...logr(»+!^) 
=  logr<m94^<4<^Kr)log«-|.il(ii^]) 
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:  '  }  '       \      .  •    f .  -  •        ■  ■  , 

hervor «  wo  nur  noch  A  zu  bestimmen  ist.     Es  ist  nun  nach   der 
Tlieorie  der  Funktioo  I\x):  ■  m 

log  r(a:)  + log  r(l — x)=z\ogn — logsin^co; 

oder  wegen  Gleichung  (4)  §•  5. : 

2Ä+22    (Acosib?'+ÄsiD&r')+22;    (Akcoakx' -Bk^nkiri 

,     ft    .  ^*  cos  kx' 


woraus 


i  ;■ 


2^=:log29e,  A=zl\og27t,  Ak=^j^ 

folgt   Bh  wird  durch  die  Gleichung 

Bk^p^\ogr{x)s\n^Ttxdx  ==  ^--iQiogink—c) 
bestimmt.    Diesem  zufolge  wird 

log  r{x)  +  logr(a:+  i)  +  ...iogr(ar+2=:i) 

n-— 1 

=log  r(war>+ (4  —  war)  logn+ -2"" '®g'^^' 

IogIt^)=ilog2«+i^  —^—^-2^  ^^—sxnU«x\  ^^j  (8) 

WO  c  =  — 0.5772156649...  die  Konstante  des  Integrallogarithmus 
vorstellt.    Die  Gleichung  (8)  fand  Kummer:  Grelle's  Journal   * 
Band  35. 


■-MC- 


..  0 


§,  12. 

Wir  lassen  noch  einen  neuen  elementaren  Beweis  der  Glel- 
chnng  (7)  des  vorhergehenden  Paragraphen  folgen. 

Es  ist  nemlich  aus  Gleichung  (5)  §.  5. 
sinn7ra:=2*-**sin7rxsin7rf  .i;+-J  sinjrf  a:+-j...sin7rf  a;+ 1 , 

wo  X  irgend  eine  reelle  Zahl  vorstellt.    Berücksichtigt  man  nun 
die  Fundamentalgleichung  der  Funktion  r{x)i 


»fXnx)= 


'=''"+''C'+f)+<-+|)+ ../(.+!^). 
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hervorgeheD,  wo  jetzt  f\x,n)  als  Fanktion  von  x  und  n  zu  bestim* 
men  ist.  Greht  in  der  letzten  Gleichung  a;  in  — x  über,  so  erhält 
mau  durch  Vergleichung  mit  der  ersten 

1 

fix,  n)  /(— o:, «) = - » 

woraus 

/^(0,n)=:«-i 
folgt 

Um  nun  fix^n)  selbst  zu  finden,  setze  man  in  der  ersten 
jener  zwei  simultan  bestehenden  Gleichungen  x^  —  inx  x  und  be- 
denke die  Gleichung  (b),  so  kommt 

welche^  mit  der  ursprünglichen  verglichen,  die  Rekursion 

f\x^ -,  n\  =  nf{x, n) 
darbietet,  aus  v^elcher  leicht  .' 


f\^^n'  «)=w*A^»'*) 


gewonnen  wird/  wo  k  irgend  eine  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  ist;  hierin  k=^-^n  gesetzt  gibt 

f{x,  n) = n^f{x*-\f  n) , 

woraus  endlich  nnter  der  Voraussetzung,  dass  x  eine  ganze  Zahl 
sei,  die  Gleichung 

und  sonach 


^G+«  ,  «)=  n^*^  ^  ' ,    f{x,  n)  =  n»*-4 


folgt. 


Die  Gleichung  f{Xyn)^n^''k  -gill  sonach  für  alle  Werthe  vod 
X  von  der  Form  x*  -f  ~>  wo  x^  und  U  beliebige  ganze  Zahlen  vor« 
stellen.    Unter  dieser  Voraussetzung  ist  also 

r{nx\=^nx)T(^x\^1^x\^^ 


nHnx)=f(x)+f(x+l')+f(^+l^  +  ...f(x+^^ 
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\  i         V-  •  ■/      \     ■  •  •  ■■ 

wQfBws,  wenn  man  ,die  Bedentting  von  g  als  ganze  positive  Zahl 
bedenkt«  folgende  Beatimmungsgleichung  filr  fy^-t- — »nj  erbal« 
ten  wird: 

woraus«  wenn  man  hierin  successive  für  x  die  Werthe  x^x  +  '^z» 

2 
:r-| — , «-.  einsetzt«  leicht  erhalten  wird : 
ijn 


:n  9 


Werden  diese  beiden  Gleichungen  durch  einander  dividirt,  et. 
kommt  endlich 

oder  allgemein 

in  welcher  Form  nun  alle  reellen  Werthe  von  x  enthalten  sind 
Die  Formel /*(a:«n)=n'M^-i  gilt  daher  allgemein  ffir  jedes  reelle  4% 

§13. 

Integtirt  man  die  Gleichung  (2)  §.  II.,  welche  von  der  Fora 

f(x+l)-f!(x)=Cx''-^+C'  (1) 

ist«  einmal  nach  x,  so  wird 

n^+ 1)  -  A^) = Cr« + c'x + c\         ao  A 

wenn  allgemein  /(*)(ar)  das  Ate  Integral  von  f{x)  nach  x  badid 
ten  soll.    Integrirt  man  zugleich  Gleichung  (1)  §.  11.«  nemlich     m 


1! 


,F(iw) =/(a:)  +  /'(*+^)  +r('+l)  +  ••  f(f+^)- 
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M  ist  anch 


(2') 


Die  Funktionen,  welche  aus  der  Gleichung  (1^  entspriogen« 
werden  also  auch  der  Gleichung  (2')  ein  Genfige  leisten.  Aber 
ueh  aus  der  Gleichung  (5)  §.  11.  entspringt  durch  Integration  noch 
ebe  Funktion,  welche  die  Gleichung  (2^)  erfüllt,  nemlich 

rOc  + 1)  -  r(x)  =  C(arlog;r)+  C'x  +  C"(a:),  (V) 

wdehe  Gleichung  das  flog r(x)dx  enthält;  und  noch  eine  andere 
FoDktion  wird  erhalten  durch  zweimaliges  Integriren  von  log2sin;ea?, 
mn  man  die  Integrations- Konstanten  willkGhrlich  bleiben  iSsst. 

Und  80  werden  allgemein  diejenigen  Funktionen,  welche  aus 
kt  Gleichung 

entspringen,  die  identische  Gleichung 


n} 


~  fi^Kfur) + oo;* + a'x^-^  +  d'x^-^  +  . . .  a(»-i)  x  +  «(*)     (2*^) 


srflEllen.  Es  ist  auch  leicht  zu  zeigen,  dass  es  wirklich  keine  an- 
deren Funktionen  gibt,  als  die  aus  der  Integration  von  f{£)  und 
'/*(«)  entspringen.  Denn  es  sei  F}f^x)  das  Zeichen  fiir  diese  Funk- 
'Ifenen^  so  wird 

F*(:r)  +  Ft  (a:+^)  + . . . .  A(:r  +  ?~) 

=  jii  f'^rix)  +  ax^ + a'x^"^  + . . .  a^^-^^x + a(»).        (2"0 

Aas  der  Gleichung  (2^0  kennen  nun  nur  algebraische  Funktionen 
rorgehen,  spezielle  Fälle  ausgenommen.  Diese  werden  vom 
Grad  sein:«  Gesetzt  nun,  es  gäbe  noch  andere  algebraische 
■oktionen,  welche  die  Gleichung  (2"0  erfüllen,  welche  vom  ;)ten 
«d  seio  sollen,  so  setze  man  diese  Funktion  in  die  Gleichung 
*)  ein,  Y«rgleiche  linlcs  und  rechts  vom  Gleichheitszeichen  die 
leffisienten  der  gleichen  Potenzen  von  x^  so  werden  die  CoeliB- 
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zienten  der  Fooktion  alle  besthiiint  fverden,  deren  Anzahl  jH-l  ist» 
indem  die  Anzahl  der  so  entstehenden  Gleichungen  auch  p-f-l  M« 
E«  gibt  aUo,  da  diese  Gleichungen  linear  sind,  nor  eine  alge- 
braische Funktion,  welche  der  Gleichung  (2^0  genügt,  und  zwar 
ist  es  die  Funktion,  welche  aus  der  Gleichung  (l'^O  hervorgeht 
Was  nun  die  transcendeoten  Funktionen  betrifft,  welche  die  Glei- 
chung i^*')  erfüllen;  so  wird  man  dieselben  Xrmal  hinter  einander 
differenziren  können,  ohne  dass  sie  Terach winden.  Alsdann  wird 
die  Gleichung  (^")  zu 

""3i^+        W^         + d^  =««-i     Ar^      +«• 

Dieses  ist  aber  die  Gleichung  (1)  S-  ^*  welcher,  die  Funktio- 
nen f{x)  entsprechen.    Es  niuss  also 

oder 

sein» 

Die  Gleichung  (2''0  korrespondirt  aber  mit  der  Gleichung  (ß) 

§.2.,  wenn  i^in)^^'^  gesetzt  wird.  Die  daselbst  angekündigte 
Untersuchung  ist  hiemit  als  geschlossen  anzusehen. 


§.14. 

Es  ergeben  sich  aus  einer  der  Gleichung  (5)  §.  2.  analogen 
Gleichung,  in  welcher  jene  als  spezieller  Fall  enthalten  ist,  noch 
eine  Anzahl  von  Funktionen^  welche  analose  Lehrsätze  hervor- 
rufen,  nemlich  aus  der  Gleichung 

Firuc)  =  1^(71 )  f(nx)  +  t/;'(w)  nx + i/;"(w)  n^x^  i 

+ iff^'n^x^  +  ..,  'tp(M)(n)nf^xf*  +<p  (n) ,  i  ^^ 

wo  '^(n),  ^(n),  ilf"(n),.„'tlf(f*)(n)  ua  Allgemeinen  von  einander  ver- 
schiedene Funktionen  vorstellen,  welche  unter  sich  einen  gewissen 
ZosammenhanK  haben.  Um  aber  zu  untersuchen,  ,was  für  Funktio- 
nen dieser  Gleichung  genügen,  so  hat  man  vorerst  folgende  drei 
Gleichungen  zur  £ntwickelung  von  x,  x^^\  x^p,  welche  nach  dan 
In  §.  2.  Gleichung  (2)  aufgesteOten  Formeln  leicht  erbalten  werd«« 


n— 1\    S15 


it#t«r)=A«)  +/f^S^)+/(*+|)  +  •  /'(*+ V^)- 


**=^+2^  2  ^«f««*^-2^  ^  &,'«!»*«'. 


_1^     (^p-l)(^p-a)  1  C2p-l)(S»> -2).„2  1    , 

"-iP—         (2»)*        A*"*"'-^"*^^        (2»)«i-«        XV 


(2) 


der  Kine  wegen  gesetzt  wurde,  nnd 

(3) 


wo 


jg._,      1      (2;i  +  l).2pl  ;  (2;,  +  l)Cip),...2     1    .  1 


und  endlich  nocb 


1  l  *=«  1 


wo  fibcnU  der  Kfirxe  w^en  x'=2itx  ist    AJsdann  bat  man  die 
identische  Gleichung: 

^A  +  2   2   Ahmtn^hnaf \'l   2   BkmVOLJauKf 


1 

flb.jlfo-Wertiie  ^on  a^»  wekhe  innerlialb  der  GienseB  0  «nd  -r 

li^eo.    Es  miiM  also  oein: 
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AOKn)-l)  +  -5  ^Jrrr +?'(»)  =0 ,  (5) 

1     ^f* 
=Aiil,(n)  +  j^  ^T^ir)(n)Kr,  (6) 

1  ^^^^f* 

Diese  drei  Gleichungen   nun  sind  es  allein,    welche  zur  Be^ 
Stimmung  der  f^-f  ^I^ui^^^ionen  Tonn,  nemlichif;(77),  ip'{n),*.,,i^^){n)r' 
q>{n)  dienen.    Es  ist  also  klar,  dass  eine  Anzahl  jt^— 1  derselben 
beliebig  angenommen   werden  kann.    Die  Willkührlichkeit  dieser 
fft  — 1  Funktionen  ist  es  nun,  welche  eine  unendliche  Menge  For- 
men für  fix)  zulässt.    Die  VerflQgung  über  ^(n),  nemlich 

'^i^)=^^^  (8) 

wo  m  irgend  eine  positive  oder  negative  Zahl  vorstellt,  liefert  ^ige 
interessante  Entwickelungen ,  deren  Ausführung  der  Zweck  der 
folgenden  Paragraphen  ist. 


§.  15. 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

g>'(«) =*'(«)  +  *"(«)  (1) 

und  betrachtet   den  Fall,    wo  fA=2  ist,    so  hat  man  znfolge  dei 
Gleichungen  (5),  (6),  (7)  §.  14.: 

&t(«)-|^  =  Ä*».  (2) 

Setzt  man  ferner  2n^Ah':=^Ak'  und  27cßk=ßk' ,  so  gehen  die 
beiden  letzten  Gleichungen  in  (2)  über  in: 

*Mto'-it«AX«)=:t/;"(n)  und  ABfe»'— *^(«)=— g)'(ii),    (Q 

welche  nun  aufzulösen  sind.  Sietzt  man  in  der  ersten  derselbea 
fKr  k  successive  die  Wert  he  Ar,  kn,  ^n^,....i^n"*''~^  multiplizirt  sie 
dsdano  resp.  mit  «•«'-«ip(w)»'-S  «««'--^(ji)«»'-^  n«^-^(#i)*'- 
and  addirt  sie  sämmtlich«  so  wird : 


-1\   217 


nF{nx)=/{x)  +  f  (^+  ^)+/'(a:+  \)  ^•  .../'(a:+^). 


oder 


Es  ist  aber  auch 


äM'*«»'  -  Ä:«^(n«»')  ^'*=i(/'(n»'). 


Setitmaii  daher 


^(«)  =  ^^ 


(4) 


Miverdeii  die  ersten  Glieder  dieser  beiden  Gleichungen  einander 
;^icb,   und  es  wird  dann: 


(«) 


eder 


n 


n 


2»!' 


woraus 


^'(«)  „a-m_i  =  ^"(«-')  ^(«::S)*-in 


t/;"(n)  =  — a — 7ä oder  i(;"(w)=o- 


M^ 


n"» 


(8) 


folgt.    Behandelt  man  ebenso  die  zweite  der  Gleichungen  (3),  so 
kommt 


(ß) 


woraus 


q>Xn)  =  6 


(«) 


So  lange  m  von  1  oder  2  verschieden  ist,   wird  man  auf  die- 
sem ilVege  auf  keine  neuen  Funktionen  stossen. 

V 

Ffir  fit=s2  dagegen  erhält  man  aus  Gleichung  (a),  welche  in 
«  fibergeht  s 

^.2^12  =  *(«"•)  oder  n >"(») = ^ — ^ , . 


Theil  XXn. 
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und  hieraus: 


,f;"(n)  =  Jlog«.  (7) 


Aisdan  D  i^ird  atich  (6)  zu 


g)'(n)=6^-2-. 


also 


w 


n«  '    rv'v  — ^2 


^{n)  =r  — : g^j5 (8) 


Es  wird  also 

•  =-/*(w^)+a?(6n  — 6— olog»)+ar2anlog»+«9>(^),      (9) 

welche  Gleichung  identisch  ist  för  alle  Werthe  von  x,  welche  in- 
nerhalb der  Grenzen  0  und  -  liegen.  Nehmen  wir  an,  sie  be- 
stehe inx  alle  Werthe  von  x ,  sofern  f{x)  dies  im  Allgemeinen  zu- 

lässt,  so  darf  man  in  derselben  ar+  -   für  x   substituiren.     Thut 

n 

man  das  und  subtrahirt  die  Gleichung  (9)  vop  der  so  entstehenden, 

so  kommt: 

f{xi-\)^fix)=\\f{nx^\)^f(nx)]^-hhn-^b^a\o^n) 


.  ^axn\oQn      a , 
+ =-  +  -logn. 

Nimmt  man  hier  ar=l  an  und  setzt  zur  Abkürzung  /(2) — /(l)  =  c, 
so  wird 

wc  =  /'(n+  1) — f(n)  +  bn  —  b  +  2an\ogn 

oder»  wenn  man  n  in  x  umsetzt,  so  wird  diese  Gleichung  offen- 
bar auch  für  variable  Werthe  von  x  gelten,  und  es  ist 

f(x  +  l)=zf(x)-l-b+x(C'-b)'-'2axiogXy  (10) 

woranS'  fiir  ganze  Werthe  von  x  die  Funktion  fix+l)z=zf(l)^bx 

+  (c-6)(l+2+3  +  ....a;)-2a(llogl  +  2log2  +  3log3  +  ....a:loga:) 
sich  ergibt.  1+2  +  3+ ....ar  ist  aber  die  Bernoulli'sche  Funk- 
tion B\x  +  1),  wenn  x  einen  variablen  Werth  hat.     Bezeichnet 

IM=0 

nan  ferner: 


— 1\   2lft 


Iog'r(ar  +  l)=llogl+2log2  +  31og3  +  ....a;logj:,       (A) 

woffir 

log  Tia:  +  \)=xloga:  +  log  Tix)  (B) 

ist,  nod  also 

log'r(l)=0,    log'r(2)=0;  (C) 

80  ergibt  sich  schliesslich  für  gebrochene  Werthe  von  x  die  Funktion: 

f(x)=(f(})^bHbx+(c^b)B'(x)-^2alogT(x).      (11) 

Dm  endlich  noch  die  Reibenentwickelang  von  f(x)  und  somit 
aacii  TOD  log  ^r(x)  zu  finden ,  so  ist  aus  den  Gleichungen  (2),  wenn 
ttDa=l  annimmt«  was  erlaubt  ist: 

1    .        1   logn  __  1  i>       A  ^ — ^ 

wtfraos,  wenn  A;=  1  gesetzt  und  dann  n  in  A:  umgesetzt  wird: 


k^  +  'Ikn     2« 


-^*=  Äa  +tTIä  ~T"*      Ä=-7:|+üT- —  HZ-  (12) 


For  m=l  erhält  man  auf  ähnliche  Art: 

*(«)  =  -'  t^"(n)  =  a— 2-,  q>\n)=—^\ 


n 


n* 


also  tf;'(«)  = ^5 , 


(13) 


und  9(n)=  g^alo  — (ö^  +  «)w  +6Jn*-36nlognJ. 

Dw>  gibt  also  die  Funktion 

/l(ar  +l)  =  /(ar)  +  (c  —  2aJ  +  2aa:— Älogjr, 
wonos 

f(x)  =m  +  (c-2a)  (^-1)  +  ax{x^l)  -  6  log  IT^r)        (14) 

ier?orgeht.    Da  die  Eigenschaften  dieser  Funktion  schon  bekannt 
äi^f  s^ .bleiben  wir  nicht  dabei  stehen,  sondern  gehen  zum  folgen« 
Fall  über. 

§.  16. 

I       Es  si\  als  zweite  Spezialisirung  fis=s3,  so  «rhIlU  man  die  drei 
?6leicbangen : 


9S0  ß'  Kinhelin:  üntenuchung  über  die  Formel 

Setzt  man  zur  Abkfirznng 

* 

V(«)  +  iJ'''(»»)  +  ir(«)-g>'(«),  2if>»+3<(«)=9.''(n);    (2) 
80  kommt 

^*«=^ti»'(«)+^|^^.  (3) 

Die  erste  der  Gleichungen  (3)  aufgelöst  gibt,  wenn  if^(n)=  — an- 
genommen  Trird»  nach  §.  15.: 

,  «»-"C«)  =  6  ^-^iS—  (8) 

Setzt  man  in  der  zweiten  Gleichung  in  (3)  der  Kürze  weges 
g>'(«)(2;r)a=;C(n),  6  i/;'"(n)  =  9)"Yn) ,  {lit^Bh^^  B'i^,  so  wird  sel- 
bige zn 

Hiemach 4  auch  noch  für  k  die  Werthe  k,  kuy  kn^, ....  kn"^—^  ge- 
setzt, dann  die  entstehenden  Gleichungen  resp.  mit  7i^("»''-^)i(;(ii)"»''-*, 
ii8(m'— 2)^^^^m'-2^  ....l  multipücirt  und  sämmtlich  addirt,  gibt  zuletzt: 

^  n't/;(n)  —  1 

Es  ist  aber  auch 

k^Bkn'^^khi,(n^')B'k+  k^%(n^)  =  ^"'(n'»'). 

Setzt  man  dud,  um  diese  beiden  Gleichungen  identisch  zu  machen: 

1  «m'(l-m)  _  1 

'.        (6) 

nai'(S— m) 1  ■ 


n—i\  m 


00  folgt  daraus 

9>'(n)=a      ^^      ,     »  W  =  3       ^^       ?  (7) 

wodoTüh  nun  tf;'(ft)  und  if;"(ii)  ebenfalls  bestimmt  sind.  Diese 
Bestimmungen  geben  aber,  wenn  m  nicht  gleich  1,  2  oder  3  ist, 
keine  neuen  Resultate;  auch  fiir  m=]  kommt  man  auf  die  Funktion 
log  J*(j?),  für  m=2  auf  logT(a.').  Es  sei  also  tn=3,  so  wird  ganz 
analog  dem  frfiher  angegebeneu  Verfahren: 

♦(«)  =  ;i8'  9^'(»)  =  «~^^»  9"(n)=6-^,  <(n)  =  g-^;   (8) 
woraus 

:      (8') 
^.  .      Ibn—b      clogn         ^,  .      closfn 

Man  aber  kommt  auf  gleiche  Weise,   wie  im  vorhergehenden 
Paragraphen,  wenn  f(2)  —  /'(1)  =  — rf  gesetzt  wird: 

woran» 

/(a:+l)=/i;ar)  +  £u:+6Ä'(ar+l)-(rf+a+6)Ä"(a:+l) 

--clog"r(a:  +  l);  (10) 

wo  m\t"r(x+l)    die  Funktion  li'22*3»'— ar**  oder  iog"r(j?  +  l) 
:=l*logl-f  2*log2-K3^log3-f  -  •a;^logJ?  bezeichnet  wurde. 

§.  17. 

Allgemein  erhält  man,  wenn  f*  als  gerade  oder  ungerade  Zahl 
i^'  oder  2f*'  -|- 1  betrachtet  wird : 


B.  Mtmtetim:.  Ci 


I 


?i 


*    tiH^       ^^1    l*^ 


f    - 


15 


4- 


I     + 


-3 


l 


'S;    'S     s 


^-^  3 


^ 

'%■»_  -^^N 

?  ^ 


-5: 


».   Z 


r     -p- 


+    ^ 


-e 
^ 


Mr 


^ 


^ 


■fe 


"^  '»Ci  ^ 


3  :  Ä»   Äi  — 


-h  ~  "^ 


3. 


^ 


43 


»0 


Z         Cd 


'S 


-? 


f 


I 

WO  das  Symbol 

r!  =  1.2.3....r    und    f;)^r(^l)('--2)--(r-*+l) 

ist.     Setzt  man  nuo  allgemein  der  Kürze  wegen 

[(1) 

00  gehen  Akn  und  £ibn  über  in: 

II  *)!  {1! 

(_l)^'+i(2ft'-l)t  i     ^ 

—  .... 12^1^' 9*^  ^''^• 

(_  l).u'+i  ßu') ! 

I 

Verden   diesse  beiden   Gleichungen    nach   der  im  vorhergehenden 
Paragraphen  angewandten  Methode  aufgelöst »  so  ergibt  sich : 


($ 


^m-l  —  l  «m-2v—  1 

9'(«)=«i — Ziü — '  g)"(«)  =  fl2 


n"*  '     :r    \    /  -B  jjOT 


■  ^ 


Fflr  m=2fi'+l  wird  nun 

Setzt  man  nun  überall  if;(2^'+^)(w)=0,    so  erhält  man  ganz  eben 
so  die  Gleichungen  (4)  und  für  m=2ft'  wird  dann  auch: 

(2/4')  _  a^u'lo^n 
Es  ist  also  allgemein  für  ein  beliebiges  fi: 


Ferner  wird,  fremi  Alles  g^vrig  ttdmeht  wird  «ad  wgenoB- 
neo,  fij^)  solle  der  Gleichmg  (1)  $.  14.  für  jedes  radle  «  gcafi- 
gen,  so  feni  es  nugfich  ist,  awf  gleiche  Weke  wie  frvker  erfcaltea : 

/rar+ l)-/(x)  =itifr(if)t/(i«:r+l)-/(i.;r)} 

und  soflut,  wein  »an  hierin  den  Werth  tou  9^it)  ans  (4)  seh* 
stitoirt  nnd  der  Kurze  we^en  f('I) — f(l)=:  —  au^i  snninnst: 

/(ar+l)=:/ta:)-d3««-i(«i»+i  +  fli+«a  +  «»  +  --«#i-i)      J 

i(ß) 

woraos  kommt: 

A«H)=/ll)-(fli+«Ä+fl,+...^.«-i+«.«+i)Ä«-i(jr+l)  ^ 

+a^-iÄ^«(ar  +  l)+^-.iria:— fia;.IogO»-i)r(xVl),      j  ^ 
worin 

logU«-i)r(ar  +  l)==lA'-Mog  1 +2i"-Hog2  +  .>-Mog3  + .. . :r<»-i|ogx 

und  Biix+\)  der  Bernoalli'scben  Fanktion  B{X'\-\)  ans  §.  5. 
gMeb  gesetzt  ist,  wenn  filr  m=k  angenommen  wird. 


M  i  8  c  e  1  1  e  n. 


In  dem  folgendeo,  manche  interessante  Din^e  enthaltenden 
Werke : 

Paulli  Frisii  Operum  Tomus  primus,  Algebrain  et 
Geometriam  analyticam  continens.  Mediolani.  1782.  4* 
p.  255. 

wird  die  Geschichte  der  Erfindung  der  Auflösungen  der  cnbischen 
und  biquadratischen  Gleichungen   auf  folgende  Art  erzählt: 
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„Com  ad  seztum   decimum   usqne   saeculum»    qui  Alf^ebram 

eieeinerant  Mathematici ,    et   Lucas  ipse   Paciolus,   qui  aliorum 

mata  collegerat  in  Aritbmeticae  summa  Venetiis  edita  anno  1494, 

iltra  aeqnationes  secundi  gradus  roinime  progressi  essent,  primus 

UDniiun    Scipio    Ferreus   Hononiensis    aequationem    tertii    gradus 

eaepit  resolvere,  et  methodum  resolutionis  Florido  Veneto  Auditori, 

et  amico   suo    communicavit.      Is    autem    occasione   quarumdam 

üsputationum  idem  problema  aequationis  cubicae  resolvendae  Nicoiao 

Tartaleae  Brixiensi  proposuit.    Tartalea  ad  eosdem  Scipionis  Ferrei 

eondosiones  pervenit,  et  celato  progressu »  ac  seriecalcnli»  regulas 

['I  Nines  aperuit  Hieroninio  Cardano  Mediolanensi,   qui  se  arcanum 

fare  pollicitus,    cum  diuturno  studio  evolutis  cubicis  aequationibns 

re{;ulanim  omnium  rationem  invenisset,    publici  juris  omnia  esse 

Tohit.    Quo  qoidem  ipse  datam  Tartaleae  fidem  fefellit,  et  promo- 

indae  Algebrae,  et  votis  AlgebriRtaruro  optime  consuluit.    In  sua 

■■  Magna   Arte   Algebrae,    et  in   libro  de  Regula  Aliza,    qui 

■10  1545  in  lucem  prodiit,    aequationes  cubicas  pro  casibus  sin- 

plig  evolutas    exhibuit  Cardanus,    et   casum  .etiam   illum  attigit, 

(Km  Tocant  irreductibileni,    et  in  quo   reales  aequationis  cubicae 

ndkes  prodeunt  sub  forma  imaginaria.    Hisce  omnibns  de  causis 

Aigebristae  aequationum  huiusmodi   resolvendarum  formulam  Car- 

jbnicam  appellare  consueverunt.     Methodum   eamdem   resolutioni 

leqnationnm  quarti  gradus  aptavit  Ludovicus  de  Ferrariis,   aequa- 

tioDibus  quadratico-quadraticisin  cubicas  resolutis,  ut  in  Coroll.  III. 

Probl.  IL.  jam  dictum   est.     Post  illud   tempus  celebriores  Alge- 

kUtae  fere  omnes  in  hanc  Algebraepartem  studiasua  contulerunt. 

fiogniare  est  autem  duorum  saeculorum  studiis  vix  quidpiam  am- 

flios  Mathematicos   obtinuisse    quam    antea  scripserat  Cardanus, 

iomo   qui    summi   ingenii  monumentum  apud  Mathematicos  ipsos 

leliqoit,  cum  aliis  editorum  operum  voluminibus  tot  ineptias,    tot 

lomoia  et  deliria  promiscuerit,   ut  in  iis  ne  prudens  quidem,   et 

[cMisideratas  author  dignosci  possif 


I  ^ 


In  den  ».Astronomischen  Nachrichten  Nr.  875. '*  theilt 
Professor  d'Arrest  in  Leipzig  folgende  sehr  interessante 
erkno|[(en  über  das  Florentiner  Problem  mit: 


,,Seit  Viviani  und  Jac.  Bernoulli  kennt  man  die  einfachste 
g  des  Florentiner  Problems,    der  zufolge  zwei  ortho- 
le Cytinder,  errichtet  auf  dem  Aequator  BCD  und  auf  kreis- 
nnigen  Grandflächen ,  deren  Durchmesser  dem  K^igelradius  gleich 
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sind  9  die  Halbkngel  ABCD  (A  der  Pol)  in  zwei  ovalen  Oeffnon- 
gen  durchbohren,  so  dass  der  Rest  der  hemispbärischen  Fläche 
darch  das  Quadrat  des  Kageldnrchmessers  ansgedrOckt  wird. 
Dass  die  gewohnliehe  Lemniscate  an  die  Stelle  jener  zwei 
Kreise  treten  kann,  ist  unter  den  zahlreichen  Entdeckungen,  zn 
denen  diese  Aufgabe  späterhin  Veranlassung  gegeben  hat,  wie  ich 
glaube,  nicht  erwähnt  worden ;  statt  jene  Kreise  orthographisch 
auf  die  Kugel  zu  projiciren ,  niuss  man ,  um  den  unquadrirbareo 
Theil  aus  der  Hemisphäre  auszuscheiden,  die  Lemniscate  stereo* 
graphisch  auf  die  Kugel  werfen.  Man  kann  sich  hiervon  auf 
ganz  elementare  Weise  überzeugen.  Die  Polargleichung  der  im 
Aequator  liegenden  Lemniscate,  deren  Ualbaxe  dem  Kugelradins 
gleich  und  Eins  gesetzt  wird,  sei  r^=cos2a.    Dann  ist  nach  der 

st 

Natur  der  stereographischen  Projection  tg^(45®  — 2)=<^<>s2a,  wenn 

man  die  DecUnation  des  entsprechenden  Punktes  mit  i  bezeichnet 
Daffir  die  gleichbedeutenden  Ausdrücke 

1  — sin5 1 — tg^a  ^ 

l+sinö'^l  +  tg^a 

gesetzt ,   giebt 

sin6=tg2a,     .......       (1) 

welches  för  den  Anfangspunkt  ß  der  cc  und  für  die  Grundebene 
BCD  die  Gleichung  an  die  sphärische  Linie  ist.  Nehmen  wir 
dagegen  jetzt  den  grussten  Kreis  AC  als  Grundebene,  in  der  die 
a  gezählt  werden,  legen  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  nach 
A,  und  bezeichnen  in  diesem  S3^steme  die  zusammengehörigen  recht- 
winkligen sphärischen  Coordinaten  mite;'  und  d',  so  sieht  man,  dass 

sin  ^  =  cos  d' cos  a' , (2) 

tga  =  cofgd'sina' .       (3) 

Eliminirt  man  nun  a  und  d  aus  (1),  (2),  (3),  so  kommt  a'z=:S', 
und  dies  ist,  wie  bekannt,  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve, 
welche  das  Viviani*sche  Räthsel  löst.  Aus  Gleichung  (1)  ist 
sogleich  klar,  dass  die  sphärischen  Tangenten  im  Knotenpunkte 
sich  unter  rechten  Winkeln,  wie  bei  der  ebenen  Lemniscate, 
schneiden;  auch  lassen  sich  einige  andere  Eigenschaften  dieser 
Linie  nun  direct  auf  die  sphärische  Schleifeniinie  des  Viviani 
übertragen. " 

In  seinem  Journal  T.  XL  p.  466.  hat  Herr  Liouville  die 
folgende  Auflösung  von  n  Gleichungen  des  ersten  Grades  zwisdien 
n  unbekannten  Grössen  von  der  Form: 


MiaeeUen.  337 


Ä— a  +  Ä— 6  +  Ä-C+ ** 

^    .  ^L.  +_i-+    -1 


C-^a  ^  C—b  ^  C—c 

a.    6.    w. 

S'^geben,  mit  der  Bemerkung,  dass  schon  Herr  Bin  et  dieselbe 
'^^uflSsung  in  T.  11.  p.  248.  des  nämlichen  Journals  gegeben  habe, 
^Kmi  dieser  Auflösung  aber  auf  weniger  einfachem  Wege  gelangt  sei. 

Man  kann  die  n  Grossen  A,  B,  C, ....  als  die  n  Wurzeln  der 
^avleichung 


^^^elche  in  Bezug  .auf  17  als  unbekannte  GrOsse  offenbar  vom  itten 

CSrade  Ist,  betrachten.    Setzen  wir  nun 

•^ 

V—a  =  —V,     U=a-V,     F=a~U; 
«o  wird  vorstehende  Gleichung: 

iE  V  X 

^fne  Gleichung  des  itten  Grades  in  Bezug  auf  V  als  unbekannte 
drSsse»  deren  Wurzeln 

o — Af    a  —  B,    rt— C>  ..•• 

«ind.  Schaffen  wir  nun  in  dieser  Gleichung  die  Brüche  weg,  um 
die  auf  die  Form  F^-f  •— =  0  zu  bringen,  so  ist  das  von  V  un- 
abhängige Glied  offenbar: 

und  da  nun 

(a— J)  (a— S)  (a-C).... 

das  Product  aller  Wurzeln  dieser  Gleichung  des  nten  Grades  ist, 
so  ist  nach  einem  bekannten  Satz^  von  den  Gleichungen: 

(_l)«(a-J)(a-i?)(a-C)....  =  ar(6-fl)(c— fl)(i/-o) 


=(--l)r 


(^— «)(r— «)(rf— 


'  (a— *)(«-r)(.-il)-  ■ 

Gau  swf  ttafidbe  Art  iMiel  inB  5,  :,_,  nd  cribSIt  ab«: 

"^        («— 6)(«-ir)(«— il)~    • 

(6^J)(6~|g)(6— O^., 
9-         (6-«)(6-ir)(6~il).-.    ' 

_(g— .^(c— ^(c— C) 

^~         (c-«)(ir-*)(ir-rf)-^~  • 
■.    «.    w. 

Herr  LioaTÜle  benerkt  ncich,  dass  auch  Herr  Chelini  ia 
Rom  auf  denaelbe;!  Wege  za  diese«  Aasdräcrkeo  «eiangt  seL 


Bezeichnet  man  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
dorch  a,  seine  beiden  Katheten  dorch  6,  c,  seinen  Flächeninhalt 
dorch  A^  so  ist  A=^\bc.  Bezeichnet  nnn  ferner  p  den  halben 
Umfang  dieses  Dreiecks,  ist  also  a+Ä+c=2p,  so  ist  Ä-f  c=2p — a, 
also  (6+c)*=:(2p  — n)2,  folglich  26c  =  (2/i  -  a)*  —  (6«  +  c«) 
=  (2;?-fl)«— a*  =  (2p-a  +  a)(2p— a— a)=:4p(/i  — a),  z/=46c 
=  p(p  — a).  Also  ist  der  Flächeninhalt  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  gleich  seinem  halben  Umfange  mal 
seinem  halben  Umfange  weniger  der  Hypotenuse. 


Es  ist 

jr^n  _  2a:«y«co82wa  +  y*"  =  {Aaf» — By*)  {Bx^ — Ay^) 
liSr 

^  =  cos  ita-|-^in  na  V^ — 1, 

£=cos9ta — sinnotV — 1. 


(Leonhardi  Euleri  Opuscula  analytica.  T.  1.  Petrop.  1783. 

p.  363.) 
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Durch   den   Anfang   eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
der  jyz  sei  eine  Ebene  gelegt,  deren  Gleichang 

seiD  mag.  Die  Gleichungen  der  Durchschnittslinien  dieser  Ebene 
DÜ  den  Ebenen  der  xz  und  ^z'sind  respective 

Ax+C2=0   und    By+Cz  =  0. 

Bezeichnen  wir  nun  den  in  gewöhnlicher  Weise  genommenen 
Winkel,  welchen  die  Durchschnittslinie  mit  der  Ebene  der  xz  mit 
im  positiven  Theile  der  Axe  der  x  einschliesst,  durch  i;  den 
ii  geiFuhnlicher  Weise  genommenen  Winkel»  welchen  die  Durch- 
riioittslinie  mit  der  Ebene  der  yz  mit  dem  positiven  Theile  der 
ixe  der  y  einschliesst,  -durch  t'i ;  so  ist  nach  den  Lehren  der 
miytischen  Geometrie: 

tang  1= —  g-  9    tangii =—  ^. 

dehnet    nun    ferner   /  den   Neigungswinkel  der    durch    den 
lg  der  Coordinaten  gelegten  Ebene  gegen  die  Ebene  der  xy, 
ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  bekanntlich: 

cosJ«=  ^pqr^äZjTc«  *)' 


sin  J^  :=z 


ipi  folglich 

,  mit  dem  Obigen  verglichen ,  giebt  die  Relation: 

tang  J^  =  tangi*  +  tang  ii*. 


Die  Gleichung  des  sechsten  Grades: 

IUI  auf  folgende  Art  geschrieben  werden: 

)  M«   «.    meifi«    Elemente    der    analytischen    Geometrie. 
L    Lefpsig.  1838.    S.  218.  G. 
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also  auf  folgende  Art: 

{a;(a:«— 3)1«  +  o{:r(:r«— 3)}  +6  =  0. 
Setzt  man  nan 

60  fvird  uDsere  Gleichung: 

welche  Gleichung  vom  zweiten  Grade  ist.  Bestimmt  man  nun  y 
mittelst  dieser  Gleichung»  so  wird  x  mittelst  der  Gleichung  des 
dritten  Grades 

a;(a;*  — 3)  =  y   oder   a:^  — 3a:— y==0, 

in  welcher  das  zweite  Glied  fehlt»  hestimmt.  Daher  kann  mao 
die  gegebene  Gleichung  des  sechsten  Grades  immer  mittelst  einer 
Gleichung  des  zweiten,  und  einer  Gleichung  'des  drittea  Gradet 
auflösen. 

(Mouv/elles  Annales  de  Mathämatiques.  T.  XI.  1852.  p.4&)' 


Auflösung  der  Gleichung  a:^-f  ^^=2^  in  positiven  gan- 
zen   Zahlen. 

(M.  s.  Non  velles  Annaics  de  Mnthömatiques.  T.  XI.  W5SL  p.  21.) 

Man  setze 

fährt  man  diese  Werthe  von  Xy  y^  z  in  die  Gleichung 

x^\y^=i^ 
ein,  so  wird  dieselbe: 

(ti  +  r)«  +  (ti  +  «r)a=  (m  + 1?  +  M?)«, 

2ti«  +  2M(r  f  w)  +  t?«+«>*=Ma  +  2M(t?  +  ir)  +  2»to+t?«+ic«. 

tt*  =  2rtr. 

.  ^eil  das  Quadrat  einer  ungeraden  Zahl»  wie  sich  leicht  sei* 
gen  lSs8t>  immer  auch  eine  ungerade  Zahl  ist»  so  braucht  man  ffer 
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u  nur  beliebige  gerade  Zahlen  zu  setzen,  und  u^y  was  wieder 
gerade  ist^  in  zwei  Factoren  zu  zerlegen  ^  von  denen  der  eine 
immer  gerade  sein  wird^  da  das  Prodnct  zweier  ungeraden  Zah- 
len iipmer  wieder  eine  ungerade  Zahl  ist.  Die  Hälfte  dieses  gera- 
den Factors  und  der  andere  Factor  sind  respective  die  Werthe 
▼on  V  und  w^  und  da  man  auch  u  kennt,  so  kennt  man  auch 
x^  y,  z,    indem  nach  dem  Obigen 


ist. 


Man  setze  z.  B.  u=^li,  so  ist  u^=196;  und  weil  nun 

196  =  4.49 


iit,  so  ist 


t?  =  2,    tc=49; 


y=tt  +  «o  =  63, 
s  =tt+r+M7=65. 


der  Tbat  ist 


16«  +  ai*=652, 
ie  verlangt  wurde. 
Setzt  man  11  =  6,    so  ist 


i£^  =  36  =  2.18  =  4.9; 


kaon  man 


r  =  1 ,    w  =  18  oder  v  =  2, 
Im  ersten  Falle   ist 

y  =tt+tc=24, 

z  =t«+r+«r=25; 


te 


=  9 


wirklich 


sweiteD  Falle  Ist 


72 +  24«  =25«. 

y  =:u-fto=lÖ5 
s  =ii-fe-|-fo=I7; 


9^  Miscelleti. 

und  wirklich 

8»  +  15«  =  17«. 

'    Setzt  man  t(  =  2,   so  ist 

««  =  4  =  2.2, 

also  0  =  1,  w=.2;    folglich 

2  =:M  +  ©  +  fO=5; 

32  +  42  =  5« 


und  wirklich 


Beweis  der  Formeln  für  siii(a-l-b)  und  cos(a  +  6). 

Von  Herrn  Dr.  Kosters   in  Aachen. 

Man   drucke   den  Inhalt  des   Dreiecks   a6c  (Taf.  III.  Fig.  * 
verschieden  auä.  Es  ist,  wenn  6dfj.ac  und  ce±  ab  und  ag±bc  isl 

1)  ac.bd:=:zab.ec=zae.ec-{- be.ec,    also 

bd ae    ec       be    ec 

bc        ac'  bc       bc'  ac' 

oder 

sin  (a -f  6)  =  sin  a  cos  6 -|- cos  a  sio  6. 

2)  ac.bd  =  (bg—gc).ag^ag.bg---ag.gc, 

bd ag .  bg      ag .  gc 

ab  "^  ac.ab      ab,ac' 

oder 

siD(c — 6)  =  sine  cos  Ä — cos  c  sin  6. 

3)  ed^  =zae,eb  —  ca. cd,    folglich 

cd       ae  .eb       ec .  ec 
cb       ca,cb       cb.ca* 

oder 

cos  (a -|- 6) = coa  o  cos  A  — *  sin  a  sin  6. 


MtaeeUen. 


4)     6«P  =  be.ba  —  de. da ,   folglich 

r 

be bd,bd       de.  da  ' 

Sc       ab.be    '    ab.bc 


oder 


cos(c  —  n)  z^  810  0 sin  c-f"  cos  neos  r. 


d->"«  ^>> 


Zur   Lehre   von   der  Wurfbewegung. 

Vun   dem    Heraasgeber. 

Da  bei  der  Wurfbewegung  im  leeren  Räume  die  Aufgabe: 

Den  Winkel  zu  finden,  unter  welchem  der  schwere 
Punkt  geworfen  werden  mu8s,  trenn  ein  gegeben^ 
Ponkt  getroffen  werden  soll; 

Dicht  immer  mit  der  nuthigen  Bestimmtheit  «nnd  Strenge  aufgelost 
wird^  so  will  ich  für  diese  Aufgabe  hier,  als  Anhang  zu  der  Ab« 
handlang  Tbl.  XXI.  Nr.  XXXI. ^  in  der  Kurze  die  Auflösung  geben. 

Wenn  der  Anfangspunkt  der  Bewegung  als  Anfang  der  Coor- 
dinateo  abgenommen  wird  und  die  Coordinaten  des  gegebeiien 
Paktes  durch  a:,  y  bezeichnet  werden»  so  haben  wir  nach 
Thl.XXI.  S.446.5)  in  den  dortigen  Zeichen  die  folgenden  Gleichungen: 

Sa:=  F^cosi, 
■       ■ 

bei  denen  man  zu  bemerken  hat,  dass  der  positive  Theil  der  Axe 
der  y  der  constanten  Richtung  der  Kraft  26  parallel,  aber  entge- 
gengesetzt ist,  und  der  Winkel  i  von  dem  positiven  Theilö  der 
Axe  der  x  an  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  j^'hfn'^oVi 
:0  bis  360^  gezählt  wird.  Aus  den  beiden  vorstehenden  Gleichun- 
rgen  ist  nun  der  Winkel  i  zu  bestimmen,  nämlich  so,  dass  der- 
•elbe  diesen  beiden  Gleichungen  zugleich  genügt.  ^..: 

Eliminirt  man  aus  unsern  beiden  Gleichungen  <,  so  ethäklnan 
Gleichung 


also 


y=^*»°«'-  F^cosi*' 


y=a:tähgi-  yr  (^  +  tangt«) 


Theil  XXII. 


10 


felgttch 

LSst  man   diese  Gleichung  in  Bezug  auf  tangt   als   unbekannte 
Grösse  auf,  so  erhält  man: 


2)    tangi  = 2Gi . 

WO  nun  die  folgenden  Fälle  zu  unterscheiden  sind,  indem  wir, 
was  offenbar,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden»  verstattet  ist, 
X  als  positiv  annehmen. . 

Wenn 

F*— 4G(Ga:«+ F«y)<0 

ist»  so  ist  die  Aufgabe  unmöglich. 
Wenn 

F4— 4G(Ga;«+  F^)=0 
ist,    so  ist 

und  folglich  tangt*  eine  positive  Grosse.    Daher  giebt  es  för  f  zwei 
Werthe,  den  einen  zwischen  0  und  90®,  den  anderen  zwischen  180^ 
und  270®.    Wollte  man  aber  i  zwischen  180®  und  270®  nehmen, 
so  wäre  cosi  negativ,   also   die   erste  der  beiden  zu  erfüllenden 
Gleichungen  1),  nämlich  die  Gleichung 

x  =:  Vt  cos  i, 

•  offenbar  nicht  erfüllt,  weil  x  positiv  ist  Daher  muss  man  t  zwischen 
0  und  90®  nehmen,  und  es  giebt  also  in  diesem  Falle  nur  ein» 
m  den  Ausdrücken 

3)    tang»-=^.  0<.<90« 

enthaltene  Auflosung  unserer  Aufgabe. 
Wenn 

r*  — 4G(G;r«+Fay)>0 

ist»  so  hat  man  zuvorderst  zu  bemerken,  dass  das  Prodnct 

i  F»  +  V"F*-4G(G.r2+F«3^)l{F«-  STv^-^iGiCx^+V^] 

=  4G(G«»+F«y) 

ist. 


^^«1  saerst  6^  +  F^  <0,  so  haben  die  beide»  WeHlMi, 
^  Formel 

tangt  _ ^f^ -^ 

liefert,    entgegengesetzte  Vorzeichen;    und  da  nun  das 
wichen  offenbar  einen  positiven  Werth   liefert,   so  liefert 
«e  Zeichen  einen  negativen  Werth.    Setzen  wir  also 

tang,= ^^ , 

zwei  Werthe,   den  einen  zwischen  0  und  90^,    den  an- 
~  Ischen  180^  und  270^;  wollte  man  aber  den  letzteren  neh« 
*    wfire  cost  negativ,  da  doch  cost  wegen  der  ersten  der 
A  Jen  1)  positiv  sein  muss.    Man  muss  also 

Setzen  wir  ferner 

tangt— 2Gi  ' 

{wieder  zwei  Werthe,   den  einen  zwischen  90^  und  180^, 
J^^ren  zwischen  270^  und  360<^;  wollte  man  aber  den  erste- 
^^VBien,  so  wäre  cos/  negativ,  da  doch  cos t  wegen  der  ersten 
Mehüngen  1)  positiv  sein  muss.    Man  muss  also 


^^.^  FV-yT^^(^+FS,   270o<,-<360o 


I 


2Car 

Daher  iSsst  im  vorliegenden  Falle  unsere  Aufgabe  zwei 
Ausdrücken: 


tangi  = ö;^- ^,  0<t<W>; 


2Gaf 

I 


ijHene  Auflösungen  zu. 

ilt  farner 

[  Ga:«+F^  =  0, 

■  nadi  dem  Obigen 

F* 

tangt  =r-k-  oder  tangissO* 


ft  — 


u«^ 


^^-^^        -^^     rt«^ 


•mtn='^. 


I  • 


./>     -*^ 


^^-    *r«rt^     ■.•>♦,•   ".^.g^»     jsr 


^^^^       -^^    ^»*^    :=:'.rtR»  .HT  Dl— othg 


=4JW'  r  .2a. 


j«  iu  i=fl 


.*ti 


-/•rTi 


7'*iU 


N 


in  n 


=::> 


/^   i'* 


O. 


f)«kTi    iV    >^--ii^*i   ^V.wtfie      T«^il•tli^   li^^   ' 


raiei 


-;*w«j/  — 


i?-:  t.  V   i?-^  -  ii;,  G:c-  -  ^-^1 


i/i:: 


vfr  ^j^r-y;   ?^<-rr4     ->-^#.H   f^fn  fVM«en  2lcieSl«^  ^«traseBÄa»   und  »d 


.,^^;,-        .-- ^^ ^. 

«'I  hfl*  /  /'^''•'  ^V<*f**'»<*,  «<^n  <*in*»n  ^xrisrhen  »)  inii  IK  Jen  andereo 
/./.^srh^^  p//'  nnH  ?r.^\  ^M\t^.  msm  ah«5r  ien  Itnztwqi  nefimeB, 
«/r  :".»f^  ''o*:  /  n^7;»fW»  ^ü  rWh  <*AS  t  '▼esen  der  erstKa  der  IjW- 
'•Wv^/irt  ^/  ^''rRi+'r/  j«^,in  mn«».    Man  umwa  also 


^/    ffttiff 


0^0ift1 


äU$Cfiwi€Hk 


an 


k . '. 


In  übersichtlicher  Darstellung  haben  wir  daher  die  folgende 
Auflösung  unserer  Aufgabe :^  -  ...'  i,^<. 

I.     F*-4G(Ga:2+F^)<0. 
Die  Aufgabe  lässt  gar  k^iiB- Auflösung  in.«      « 

IL     F*-4G(Ga:«+  Vhf)=0. 
Die  Aufgabe  läftst  ein^e  In 'den  AtuAilrdcfeen       '^ 

tangi  =  2^,   0<i<90o 
enthaltene  Auflosung  zu. 

III.     V^-^iGiG:f+  F^>  0. 

Die  Aufgabe  lässt  zwei  in  den  Ausdrucken 

♦        •       r»+VT*-4g(6-:r»+F'V)     n^,.^. 
taDgi  = ^ 2Gx '     '   »<}<W>, 

tangt  = 26a;''  '■ — 7 '   270<><i<360o. 

entbaltene  AuflusuDgen  zu. 

2.  Ga;2+F«y^0. 
Die  Aufgabe  lässt  zwei  in  den  AnsdrAckeu 

tangi  =  ^,  0<»<Ö0^; 

l  =  U 

enthaltene  Auflösungen  zu. 

3.  G>+'F«y>0. 
Die  Aufgabe  lässt  zwei  in  den  Ausdrücken 


!■< 


I    .' 


!r. 


tangt  = s^- ^,   0<t<9(r>, 


4       -.^  F^--^F^-4G(Ga:^  +  ^F^)    ..  ^  .   . 
tangttfr — ■ Wv "^ — ^'  W%*V 


."/ 


w 


».     V 


enflialteDe  Auflosungen  fjx. 
Die  Bedingung 

:  ...\    -W.   ■«•.■:',.:rfnr4<?«SrV+:f'^;^fl.:......i.:=    .,. . 

kann  man  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken: 


2tS  MticeileH. 

F«=:4G(€?«"+FV, 


< 

F* +4€?^«  =  4C?«(a»+y»)  +  4G  F^, 

F«  -4GFV+4G^«=4G»(a;»+  y»), 
(F«-2%)«=4G«(;t»  +  y*), 

(V«    \»< 


bt  nun 


HO  wird  obige  Bedingung: 

F«        <    ^ 

also 

Ist  ferner 

80  wird  vorstehende  Bedingung: 

F«  <    ^ 

also 

F*> 

< 

wobei  man  aber  zu  beachten  hat,    dass«    wenn  nur  x  nicht  ve 

schwindet,  y  —  Sfx^+y^  immer  negativ  ist,  also  nur 

sein  kann. 

Weitere  Betrachtungen  hierüber   kennen  f&glich  dem   Lese 
Überlassen  werden. 


Miieetien. 
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AaflOsQDg   der   Gleichungen 

ar* — y* — !=:©• 

in    rationalen   Zahlen.    (Nonyelles  Annales  de  Math^- 
matlques  par  Terquem    et    Gerono.    T.  IX.  p.  116.) 

Subtrahirt  man  die  zweite  Gleichnng  von  der  ersten,    so  er- 
hält man  die  Gleichnng 

2y«=ti»-»«. 

Setzt  man  nun  y^=pq,  so  wird 

ti«-.r«=(ti  +  r)  (ti  -  e)=2p«^«. 
Man  kann  also 

setzen.     Aus  diesen  Gleichungen  erhSit  man 


Ffihren  wir  nun  die  Werthe  von  y,  u,  v  in  die  erste  der  beiden 
auGniiOsenden  Gleichungen  ein,  so  wird  dieselbe: 


woraus  sich 


^+.v-i=C-q^O'' 


[ .  o^iebt.    Damit  nan  x*  ein  vollkommenes  Quadrat  oder  x  rational 
werde,  mtus  4p* =2. 9^.2=49*,  also  9^p*  sein,  woraus  man 


aleo 


trliSlt;    nnd  mittelst  des  Vorhergehenden  erhält  man  nun  leicht 
flietlianpt  zar  Bestimmung  von  x,  y,  u,  v  die  folgenden  Formeln: 

a?=l+%,   y=/>',    ti=:p«  +  Y,    r=;>«— %. 


Jeder  rationale  Werth  von  p  liefert  rationale  Werthe  von  x,  y, 
Mp  «.  'Wollte  man  flir  diese  unbekannten  Grossen  ganze  rationale 
Wmrtbm  haben»  so  müsste  man  filr  p  nar  gerade  Zahlen  setzen. 


V>m  Hern»  fi 


B^rcvtlL 


-Al 


T«ia  Frase^evr,    ci 


psre» 


E»  9^  m^:=.a-{r^s 


Eben  so  ist 


'^«»  %=3%*  +  3«,*i  +4i*. 


E#  wt  aWr 


3«i*- 


Dsdber  kattn  da«  zur  Bercdmg  de?  zireiteii  Theiis 
Za^  }0!^*!ffmz\dmth  eiBfaehe  Addition  derTwrnack 
Sdb^»Quk  «<Jion  ooti^r  einaBder  stefcendeo  GriksKseo  sefandeD 


1 652-^9 


|?iT9«009 
1,(^,=:    185W3S52 

"i6-2H5I990 
j?^^^  =   462635768 


3ä* 
3^A 

3«i* 
311,*, 

3/7,* 
3ä,Ä, 


=  192 

=    168       \ 

= 49     f 

=  49  ^ 


adiiiit 


=  22701 

=     -2088       . 

= ^   / 

=  2291644    i 

= 64    : 

=2312632 
=  5268 


=  2^317884 


aildirt 


I* 
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Einige  geometrische  Gonstmctioaen  zu  der  Lehre  von 

den  elliptischen  Functionen. 

Von 

Herrn  Essen^ 

Lehrer  am   Gymnasiam  zu   Stargar d. 


1)  Verfaul  st  hat  vorgeschlageo ,  die  elliptischen  FunctioDeii 
durch  Sectoren  zu  versinnlichen,  und  diese  Idee  ist  wohl  im  All« 
gemeinen  eine  gluckliche  zu  nennen.  Jedoch  scheint  es  mir  zwecL- 
m&mmgpT,  statt  der  von  ihm  gewählten  Form 


^= 


lieber  die  folgende  zo  nehmeD: 

1 

Y  l-c»8in^ 


e*  = 


welche  leicht  zu  construiren  ist.  Man  schlage  um  C  einen  Kreis 
mit  dem  Radius  Eins,  ziehe  einen  beliebigen  Durchmesser  AB 
(Taf.  IV.  Fig.  1.)  und  nehme  dann  zwischen  B  und  C  den  Punkt  H 
eo»  das»  9  wenn  die  Entfernung  CH  durch  a  bezeichnet  wird, 
aum  habe: 

(l+a)«-''' 
iribiend  e  <  1  Totstellt  wird.    Hieraus  folgt 

assr-TT  und  b  = 


T+5 


l  +  a' 


TbM  XUI. 


IT 
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iodem  der  KSrze  wegen  6  (ur  VI— c*  gesetzt  ist.  Zieht  man 
nun  durch  H  eine  beliebige  Sehne  DE  und  jbezeichnet  den  Bogen 
AD  durch  v^  so  ist 


a?=r  — 


£fZ>^=:l+a2  +  ^a.coso,    ffD  =  (l  +  a)\  1— c«sin^. 

Nun  aber  hat  man 

nDxHE=AHxBH:=:a  +  aHl^a). 

folglich«  wenn  man  HE=za  setzt, 

1— c^sin^ 

80  dass  man  erhält: 

.         X         1+6 

Sieht  man  also  die  in  Rede  stehende  Gleichung  als  Polarglei- 
cbnng  einer  Curve,  C  als  den  Pol  an;  so  zeigt  die  vorstehende 
Gleichung,  wie  diese  Curve  mittelst  eioer  Parabel  construirt  wer- 
den kann.    Setzt  man  v^ADzzi'icp,  so  hat  man 


*-_  9 


sectoT (AD)  =  n  ^     ^Z  .  —^  =  FW; 

t/  0     V  1  —  c^  sing>^ 

während  die  Bedeutung  der  Bezeichnung  sector(^D)  nicht  zwei- 

felhaft  sein  kann.    Der  Winkel  rf  =  9»  welcher  dem  Winkel  DBA 

gleich  ist,  heisst  die  Amplitude. 

2)  Die  Chordale  oder  Potenzenlinie  zweier  Kreise  hat  be- 
kanntlich die  Eigenschaft,  dass,  wenn  man  von  einem  Punkte  der- 
selben zuerst  eine  Tangente  an  den  einen  Kreis  und  eine  zweite 
an  den  andern  Kreis  zieht,  diese  beiden  Tangenten,  vom  gegen- 
seitigen Durchschnittspunkt  bis  zum  Berührungspunkt  gerechnet, 
gleiche  Länge  haben.  Sohncke  hat  in  einer  Note  zu  seinen 
Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  gezeigt,  wie  an  die  Be- 
trachtung dieser  Chordale  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
angeschlossen  werden  kann,   und  es  soll  versucht  werden,    diese 
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Idee  irelter  zu  verfolgen ,  in  der  Hoffnung ,  zur  Ventnftchanllchnng 
ntahcher  Punkte  Etwa^i  beizutragen. 

Es  sei  um  C  (Taf.  IV.  Fig.  2.)  ein  Kreis  mit  dem  Halbmesser 
Eins  beschrieben,  darauf  in  der  Verlängerung  von  AB  der  Punkt 
N  so  genommen,  dass  man  habe: 

1  +  /)  =  ^,    c<l; 

indem  D  die  Entfernung  CN  bedeutet.  Soll  ein  zweiter  Kreis 
construirt  werden,  der  eine  Secante  des  gegebenen  Kreises  PQ 
tangirt  und  dabei  die  durch  N  senkrecht  auf  AN  gezogene  Linie 
LM  mit  dem  gegebenen  Kreise  zur  Cbordale  hat:  so  darf  man 
nur  vom  Durcbschnittspunkt  R  der  ins  Unbestimmte  verlängerten 
PQ  mit  LM  die  Tangente  RF  an  den  gegebenen  Kreis  ziehen 
und  darauf  RF  von  R  aus  nach  beiden  Seiten  auf  die  Gerade  PQ 
bis  B  und  H'  auftragen.  Errichtet  man  sodann  in  H  und  If 
Lotbe«  so  sind  die  Durchscbnittspunkte  J  und  J'  mit  der  Rieh- 
tung  AN  Mittelpunkte  vou  Kreisen,  welche  der  Aufgabe  genü- 
gen. Man  sieht,  dass  es  zwei  solche  Kreise  giebt,  von  denen 
der  eine  innerhalb,  der  andere  ausserhalb  des  gegebenen  Kreises 
liegt.  Bezeichnet  man  die  Entfernungen  CJ  und  CJ'  bezüglich 
durch  üi  und  a^^,  die  Radien  HJ  und  H'J'  durch  r^  und  r^,  die 
Längen  NJ  und  NJ'  durch  d^  und  d^,  so  hat  man  wegen  der 
Gleichheit  der  von  N  an  alle  drei  Kreise  gezogenen  Tangenten : 

d^^—r^^  =  da^  -  r^  =  Z)«—  1. 

Dabei  ist  rfi=Z) — «i,  c/2=  —  {D — a^,   folglich  wird 

woraus  man  sieht,  dass  die  Ausdrücke 

•  4cii  4aa 

(l+cii)2-ri"5  -  (1+^5^"=^ 

einen  unveränderlichen  Werth  =0^  behalten,  wie  man  auch  die 
Secante  PQ  ziehen  mag:  nur  darf  dieselbe  nicht  mit  LM  paral- 
lel sein. 

8)  Es  seien  C  tind  C  (Taf.  IV.  Fig.  3.)  die  Mittelpunkte  zweier 
Kreise,  die  Radien  dieser  Kreise  bezüglich  =Elds  und  sr«  und 
swar  l-fr  <  C(7.    Feraer  sei  die  Linie  LM,  welche  die  Centrale 

IT» 
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CC  in  iV^  schneidet,  die  Chordale  beider  Kreise,  und  endlich 
finde  noch ,  wenn  die  Entfernung  CN  dorch  D,  die  Centrale  CO 
durch  a  bezeichnet  wird,  die  folgende  Gleichung  Statt: 

Werden  nun  zwei  Tangenten  an  den  Kreis  um  C  gezogen, 
die  zugleich  Secanten  des  Kreises  um  C  sind,  so  hat  man,  wenn 
F  den  Durchschnittspunkt  beider  Tangenten,  ^4o,  Ai,  A^f  A^  die 
Durchschnitte  derselben  mit  der  Kreislinie  um  C  bezeichnen,  wegen 
der  Heimlichkeit  der  Dreiecke  FA^A^  und  FAqAi  die  nachstehende 
Proportion : 

A^i^FAo 

Geht  man  nun  zur  Grenze  {iber,  indem  man  sich  die  Tangente 
FAq  mehr  und  mehr  der  FAi  nähern  lässt,  so  hat  man,  wofern 
man  den  Bogen  AqA^,  um  ihn  von  der  Sehne  zu  unterscheiden, 
durch  {AqAi)  bezeichnet: 

folglich  auch 


woraus  man  schliessen  kann: 

>>™es  ^  =  limes  ^44-!  =  -  ?^'  • 
A^A^  (A^A^)  d(p2 

Zu  dem  letzten  Ausdruck  gelangt  man,  indem  man  (AA^)  ond 
(AA2)  bezüglich  =2(pi  und  =2^  setzt.  Bezeichnet  man  durch 
G  den  Berührungspunkt  der  Tangente  FAi ,  so  nähert  sich  augen- 
scheinlich das  Verhältniss 

^  immer  mehr  der  Grösse   |^.- 
Nun  aber  Ist 


GAx^^C'Ai^'-GC'^ 


=CC'«+-4i  C*+2CC' .  Ji  C.cos  2^1  -  GC'«=  l+a«— ra+2aco82vi, 


G^«=l  +  Q^-^f^  +  2a  C0S29,; 
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fiii%li€b  erhält  man 

•'  >  

^'^      V^l— c«sinya*'  Vi— casiog^i«  Vi— c'^sin^jb«" 

Dies  lässt  sich  auf  folgende  Weise  in  Worte  fassen:    Die  an- 
uodlich  kleinen  Sectoren  der  durch  die  Polargleichung 


^^= 


\  l~casin~ 


gegebenen  Curve,  welche  zu  den  Bogen  AqAi  und  A^A^  gehören» 
haben  gleichen  Flächeninhalt. 

Denkt  man  sich  nun  die  Linien  FAq  und  FAi  nicht  mehr  un- 
endlich nahe  an  einander,  sondern  in  beliebige  endliche  Entfer- 
nung von  einander  gerückt,  so  behaupte  ich  dennoch,  dass  man 
immer  haben  werde: 

sect(2lo^i)  =  sect(^2^s)* 

Denn  man  darf  nur  den  Qhogen  AqA^  in  eine  unendliche  Anzahl 
gleicher  Theile  getheilt  denken  und  von  allen  Theilpunkten  Tan* 
genten  an  den  Kreis  um  C  ziehen.  «Dann  wird  der  Bogen  A^A^ 
in  eben  so  viele  unendlich  kleine  Stucke  zerschnitten,  und  es  ge- 
hurt zu  jedem  Bogenelement  in  dem  einen  und  zu  dem  entspre* 
chenden  in  dem  andern  System  ein  gleicher  Sector.    Nun  aber  ist 

sector  (^2^3)  =  sector  {AA^)  —  sector  {AA^ ; 

folglich,  wenn  man  Aq  mit  A  zusammenfallen  lässt, 

Dass  sich  dasselbe  durch  Integration  der  obigen  Differentialglei- 
chung nachweisen  lässt,  darf  wohl  nicht  bemerkt  werden.  Lässt 
man  die  beiden  Punkte  Ai  und  A^  in  einem  einzigen  A'  zusam- 
menfallen« so  wird  A'F  die  gemeinsame  Tangente  beider  Kreise; 
dann  ist 

&%cX(AqA')  =  Beci{A'A^), 

folglich 

sector  {AqA^)  =  2  sector  (,AqA')  , 

und  fSr  90  =  0* 

F(9)8)  =  2F(9'). 
Somit  ist  also  das  Problem  der  UalbiruDg  der  elliptischen  Func- 
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'  tionen  der  ersten  Art  gelöst,  da  man  immer,  wenn  die  Amplü 
9'8  gegeben  ist,  leicht  den  Hiifskreis  um  C  construiren  ki 
Ist  ausser  99  noch  die  kleinere  Amplitude  q>2  gegeben,  so  '^ 
map  sogleich  die  Amplitude  (pi  finden  können,  welche  der  i 
chuDg 

nV3)-F(<p3)=F(yi) 

Genüge  leistet.    Uebrigens  entnhnmt  man  leicht  aus  der  Figur 
nachstehenden  Relationen: 

W0BM8  man  ableitet: 

Aq>i — Aq>2 2 

sin  (q)v—^i)  ""  V{l+a)«— r«' 

Ebenso  ist  dann 

Aipo  —  Agf^  __  2;  , 

sin  (g>B — gv))      Sfi},  4. «)«  -  r«* 

folglidi  wird,  wenn  man  9^0=^0  setzt« 

sin(g)a--9i)"   sin^j 
Femer  hat  man,  wenn  CH  ein  Loth  auf  GA^  ist, 

^j^_GAx\GA^ 

z 

also 

Aq>i  +  A^^       2a 

sin(9i+g)a)"^  V'(l +0)2-17»' 

und  daher  auch 


AqjQ  +  Atp^ 2a      

sin  (90  +  93)""  V(l+a)«— r«' 


und    ffir    g>o  =  0: 


Endlich   ist 


d.  h. 


'Aq>i  -f  Aq>^  _  1  +  J(p^ 
sin(g?i  +  g?a)         sing>8 


C'G=:CÄ-CC'.cos(C'C10, 


r  BS  co0(^— 9i) +€i  eoB(9^-f  9,), 


9U  4er  leAre  von  den  eiüpSiscAen  FuncUmim^ 
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jäaA  ebenso 

r=cos(g)8— 9o)+oco8(%  +  9o)» 
M  dass  man,    indem  man  90 =0  setzt,    erhält: 

a  — 1     . 

cos9>3  =  ^®*  9i  *5®*  9a  *"  — ITT  «^"^  9i  sing)^. 

Nim  aber  ist  fär  90=^: 

2a 


also 


a— 1 


-r> 


md  60  kommt  schliesslich: 

cos  9b  =  cos  (pi  cos  g>2  —  sin  91  sin  92^9^. 

4)  Sind  die  Amplituden  91  und  9^  gegeben,  und  soll  man  dazu 
9^  finden,  so  dass 

F(93)=F(9,)  +  F(9j) 

wird,  so  mnss  man  die  Sehne  AA^  ziehen  und  nach  $.  2.  denje* 
ligeD  Kreis  construiren,  der  diese  Sehne  tangirt  und  innerhalb 
des  Kreises  um  C  liegt.  Ich  will  mich  nicht  weiter  bei  diesem 
Pukte  auf  halten  und  verweise  darüber  auf  Sohnck^«    Nur  deo- 

JCDlgen  Fall  will  ich  hier  näher  in's  Auge  fassen,  wo  92=0; &Iso 

%=:29)2=9s  wird,  wo  dann  die  Sehne  AA^  mit  dem  Durchmes- 
nxAB  zusammenfallt  Dann  fallt  auch  (Taf.  IV.  Fig.  2.)  JJmit  J 
asammen  und  es  wird,  wenn  CH:=a  gesetzt  wird: 

_4a_  1-6 

hat  man,  wenn  man  in  Taf.  IV.  Fig.  I.  noch  die  Sehne  IVEf 
t,  wegen  der  Aebnlichkeit  der  Dreiecke  DHIV  und  EHE' : 

DD'       HD 
EE  —  HE' ' 

man,  indem  man  Bogen  ^1>:=29  und  Bogen  ADE=s2(p' 
t,  Idcht  folgert: 

%  =  %'  sect(AD)z=aect(BE), 


F(9')=f(|)  +  F(v). 
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Setzt  man  Bogen  BE  =  2/^f,   also  ^^=qf — 2*  ^^^  ^®  obige 
DiSnrentialgieichong : 

dtp dip ^ 

folg^idi,  wenn  man  integnrt  and  bedenkt,  dass  tp  und  ^^zugl^cb 
der  Null  gleicb  werden: 

p9  dq> /*»  djf 

t/o    VI — d^sintp^    i/o      Vi  — c'cos'^ 

Dabei  iat,  wie  leicht  erhellt: 

tan^tfy 
tangg>= — g^— 

» 

Denn  zieht  man  die  Linien  AE  und  BE»  so  ist  zuerst  Im  Drei- 
eck AEH: 

ilJ?:  £J7  =  sin  £ :  sin  i7  =  sin  9 :  sin  t^ , 

sodann  im  Dreieck  BEHi 

EH :  BH=z  sin  BismEzzz  cos  q>:cosilf; 
folglich 

AHiBH  oder  (l4'<i):(l — a)  =  tang9>:tang^. 

Schneidet  man  nun  von  B  aus  nach  derjenigen  Seite  hin,  auf 
welcher  D  liegt,  den  Bogen  BFz=zBE  ab,  so  hat  man,  weil  die 
durch  die  Gleichung 

1 


Q^  = 


\  1-casinJ 


gegebene  Gurve   in  Bezug  auf  die  Axe  AB  vollkommen  symme- 
trisch ist,   offenbar 

sector  (BF) = sector  ( BE)  =  sector  (AD) ; 

folglich,  wenn  man  Bogen  AF=2^  setzt: 

F(|)=F(^)  +  F(g>), 

da  ja  sector(ÄF)=Fr0~F(^)   ist.     Die    beiden   Functionen 

F(d)  und  F(<p)  heissen'  alsdann  bekanntlich  Complemente  von  ein- 
ander. Wird  DE  rechtwinklig  auf  AB,  so  fallen  F  und  D  zu- 
sammen und  man  erhfilt: 


9U  der  Lehre  von-  den  eliipHschen  Functionen. 
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F(g>)  =  iFQy 


Wird  c,  also  auch  n,  =0,  so  ist  ^(j)  =  ^  und  F(9)  =  j,  und 

naD  bat  alsdann  die  bekannte  Construction,  nach  welcher  die 
Kreislinie  durch  zwei  auf  einander  senkrechte  Durchmesser  in  vier 
gleiche  Theile  getheUt  wird. 

Soll  P(<p)=zIF(^j  werden,   so  mnss  man  haben: 

F(^)  =:2F(gx) ,    F(9) = F W  -  F(g>) , 
also  bekanntlich 

Ron  aber  ist,  wie  auch  leicht  aus  der  Figur  erhellt: 

.    .      cos  g> 
sin^=  — r^; 

folglich  erhält  man»  wenn  man  obige  Gleichung  durch  J(p  dividirt, 

sin  ^=cos^.sin^-{'Bin^. sing), 
d.h. 

sin^-f  cos^=:1. 
Zidit  man  die  Sehnen  AD  und  BE,  so  ist 


AD        .  BE       . 

-ö"  =  sin9,    -5-  =  smifi  =  cos^; 


liio 


AD  +  BE  =  2. 

Gdioge  es  daher,  die  Dreiecke  ADH  und  BEB  so  zu  construi- 
rai,  das«  dieser  Gleichung  Genüge  geleistet  wird,    so  wurde  das 

PtoUem  der  Trisection  der  Grösse  Ff^J  durch  Construction  ge- 
list sein.  Doch  nur  in  dem  einen  Falle  ist  dies  leicht  ausznfilh- 
len,  wenn  a  =  0  sein  sollte.  Alsdann  bestimmt  nämlich  ein  über 
AC  errichtetes  gleichseitiges  Dreieck  die  Amplitude  9,  wie  dies 
Ubreichend  aus  der  Elemeutargeometrie  bekannt  bt 

5)  Zieht  man  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  CS  und  CS'  bezüglich  mH  HD 
nd  JBD^  parallel,  so  hat  man,  da  im  Dreiecke  HDD^ 

DD'       _       HD' 
BtniDHD^)  ""  nmiD^DH) 
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'ist,  und  da  der  Bogen,  w«l^er  den  Winkel  DHD'  misst,  dem 
Bogen  SS'  gleich  ist,  auch 

DD'  HD' 

iSüfSS^  "^  8in  (D'DJar)' 

Geht  man  zur  Grenze  über,  so  erhält  man,  -indem  mao  Bogen 
AD=2q>,  Bogen  ^<S=ft  setzt,  leicht 

DD'  ,.  (DD')  9d(p         2dq> 

HD'  wifd  gleich  HD=(i+a)\  l^Tj^^amgfl;    der    Winkel 

D'DH  aber  wird  demjenigen  Winkel  gleich,  welchen  die  Tan* 
gente  an  D  mit  DH  bildet,  der  wiederum  gleich  \DCE  ist.  Das 
von  C  2Lui  DH  gefällte  Loth   CG   ist  z=iCH.8mGBC^gL*Bin§^ 

also  sin IDCE  =  DG-^ DC^^^C^—  V  1— a^sinft«  Somit 
wird 

Integrirt  man  diese  Gleichung,    indem  man  bedenkt,    dass  9 
nnd  fi  gleichzeitig  gleich  Null  werden,  so  kommt 

Dabei  ist  C£r=a.sinfi,  andererseits  aber  auch  =CD.cos(DCG) 

==:  C/). sin (/>&$)=  sin (2^) — ft),  woraus  man  folgert: 

.  sin (2g) — fi)=:a.sinfi. 
üebrigens  sieht  map   auf  der  Stelle,   dass,  wenn  DE  sent 
recht  auf  4J?,    also  lF((p)  =  iF  f^J  wird,    der  Bogen  AS  ein 

Quadrant  ist.  Ist  aber  9>  =  0  ^^^^  >  ™^^  andern  Worten ,  fällt  der 
Poiikt  D  mit  B  zusammen,  so  wird  fi=;r. 

6)  Betrachtet  man  Taf.IV.  Fig.  3.»  so  sieht  mao  sogleich.  Amp' 
man  habe: 


vT. 


9H  der  Lehre  von  den  eiUptiscken  FutteUanen. 
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fol^ich 


FAq  X  AqAi  .  sin  (-^i-^o^^)  —  ^-^s  X  -^2^1  • »»«  (-^2^3-^0) 
z^AiA^XA^A^. sin (A^A^F)  +  AqA^  x  ^0*^1 -s^" (^1-^0^3)- 

Geht  man  nach  Division  durch  A^Ai  wie  in  §.  3.  zur  Grenze  über» 
so  erhält  man  unter  Benutzung  früher  gewonnener  Resultate: 

*  Nach  Integration  dieser  Gleichung  kann  man  setzen : 

Aq>dq>  +  /       Aq>d<p  =  /       Aq>dq>  —  /        Aq>dq> 
99  fJ  9%  tJ  9o  %J  9% 

_  2  (cb«  (yg  —  yi)  —  cos  (ya—yp)) 


V(l+a)^  — r* 


+  a 


wobei  yi  und  y^  als  veränderlich ,  .yo  und  y3  als  conjgptant  ange- 
sehen werden.  Die  unbestimmte  Constante  C  erweist  sich  sogleich 
ab  Null,  indem  man  erwägt ^  dass,  wenn  y^  in  y^  übergeht, 
fic:y^  wird.     Macht  man  yo  =  0  und  bezeichnet,   wie  geirvbn- 

Edi,   /       z/yijy  durch  E(yi),    so  kommt 

E(y,)-E(yi)--E(y^  = V^f^^i^p 

Nbo  aber  iait  nach  §.  3.: 

V(l  +  a)«— r«*^  sinya 
fimi«'  bekanntlich: 

cos(ya—  yi)  =  cos  y^  cosyi  +sin  y^  sio  yi 
md  wiederum  nach  §.  3. : 

cos  ya  =  cos  ya  cos  y^ — sin  y^'sin  yi^/ys ; 

Irigüch  wird 

B(yii)-Elyi)-E(ya)  =-' ^toy»      ^^sioy>.stoyt 

3= — ü^siny8.sinyj|«siny|. 
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D^monstrations  de  quelques  th^oremes  de  G^om^tric 


Pär 

Nicolas  Fuss. 

Pr^sentö  le  4.  Jnillet  1799. 


Vorerinnerung  von  dem  Herausgeber. 

Als  Ich  neulich  einige  Bände  der  Schriften  der  Petersburger 
Akademie  der  Wissenschaften,  die  bekanntlich  eine  wahre  Fand* 
grübe  wichtiger  mathematischer  Entdeckungen  sind>  und  naeb 
denen  ich  immer  zu  greifen  pflege,  wenn  ich  mich  wieder  einmal 
nach  wahrer  mathematischer  Eleganz  sehne,  durchblätterte,  stiesi 
ich  ganz  zuföllig  im  14.  Theile  der  Nova  Acta.  p.  139«  auf  die 
den  obigen  Titel  tragende  Abhandlung  von  Nicolaus  FnsBt 
einem  der  trefflichsten  Mathematiker  des  vorigen  Jahrhunderte 
dessen  sämmtliche  Arbeiten  sich  bekanntlich  durch  ganz  besot* 
dere  Eleganz  und  Zierlichkeit  auszeichnen.  Zu  meiner  Debei^ 
raschung'  fand  ich  .in  dieser  Abhandlung,  was  der  ziemlich  allgo*- 
mein  gehaltene  Titel:  Dämonstrations  de  quelques  tböo* 
r^mes  de  Geometrie,  keineswegs  vermuthen  Hess,  gleich  ^ 
Anfang  den  Hauptsatz  der  Lehre  von  ,den  Transversalen;  ferocii 
fand  ich  den  auf  diesen  Satz  gegründeten  höchst  einfachen  Bewrii 
des  Satzes,  dass  die  Durchschnittspunkte  der,  drei  Kreise  vo0 
Aussen  berührenden  Geraden  jederzeit  in  einer  geraden  Linie 
liegen,  welchen  man  jetzt  meistens  in  den  geometrischen  Leh^ 
büchern  findet,  und  der  gewöhnlich  Carnot  zugeschrieben  wir^ 
welcher  ihn  in  der  That  auch  in  seiner  Geometrie  de  Posi* 
tion  (Deutsche  Uebersetzung  von  Schumacher.  ThL  UL 
S.  344.)  giebt,  ohne  Fuss 's  mit  einem  Worte  zu  gedenken;  udc 
wenn  Carnot  an  dieser  Stelle  sagt,  „dass  Monge  den  Satz 
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bloss  geometrischen  Betrachtungen,  die  sich  auf  die  Geometrie 
dreier  Dimensionen  beziehen,  gefunden  habe''«  so  müssen  wir 
jetzt  darauf  entgegnen,  dass  unser  trefflicher  Nicolaus  Fuss 
den  Satz  auch  schon  aus  Betrachtungen  der  Geometrie  dreier  Di* 
mensionen  abgeleitet  hat*).  Sagt  aber  Carnot  in  der  angeführ- 
ten Stelle  noch,  dass  Monge  den  in  Rede  stehenden  Satz  aus 
Betrachtungen  der  Geometrie  dreier  Dimensionen  „gefunden" 
habe,  was  wahrscheinlich  auch  die  Veranlassung  gegeben  hat,  dass 
die  Erfindung  des  Satzes  gegenwärtig  wohl  aligemein  Monge  bei- 
gelegt wird:  so  sagt  dagegen  Fuss  in  der  seiner  Abhandlung  vor* 
ausgeschickten  kurzen  Einleitung  ausdrücklich ,  dass  in  Frankreich ' 
die  Erfindung  des  Satzes  d'Alembert  beigelegt  werde.  Die 
Abhandlung  von  Nicoiaus  Fuss  enthält  ferner  auch  noch  den, 
dem  so  eben  besprochenen  Satze  entsprechenden  Satz  von  den 
drei  Kugeln  und  ausserdem  noch  mehrere  andere  bemerkenswerthe 
Sätze,  überhaupt  also  schon  Vieles  von  dem,  was  jetzt  unter  dem 
Namen  der  „neueren  Geometrie ''  zu  begreifen  gewöhnlich  gewor- 
den ist,  wenigstens  Vieles  von  dem,  was  zu  der  neueren  Behand- 
lung der  Geometrie  die  nächste  Veranlassung  gegeben  hat.  Dass 
Nicolaus  Fuss  unter  den  Bearbeitern  der  sogenannten  neueren 
Geometrie  schon  ausdrücklich  und  in  besonders  hervorragender 
Weise  genannt  worden  sei,  ist  mir  nicht  bekannt,  wenigstens 
kann  ich  mich  jetzt  der  Nennung  seines  Namens  nicht  erinnern**); 
dass  er  aber  in  hohem  Grade  verdient,  genannt  zu  werden,  be- 
weisen die  so  eben  besprochene  Abhandlung  und  noch  manche 
andere  Arbeiten  von  ihm ,  auf  die  ich  vielleicht  später  zurückkom- 
men werde,  auf  das  Deutlichste.  Unter  allen  Bedingungen  hat 
mir  die  den  obigen  Titel  tragende  Abhandlung  von  Fuss  so  In- 
teressant geschienen,  dass  ich  mich  entschlossen  habe,  sie  den 
Lesern  des  Archivs  im  Folgenden  vollständig  mitzutheilen «  was 
idi  mit  der  Versicherung  thue ,  dass  es  mir  zu  besonderer  Freude 
gereichen  und  besondere  Genugthuung  gewähren  wird,  wenn  ich 
dadurch  bewirke,  dass  Nicolaus  Fuss,  Leonhard  Euler's 
trefflicher  Schüler,  künftig  wenigstens  «»fter  und  in  hervorragen- 
derer V^eise,  als  dies  bis  jetzt  geschehen  zu  sein  scheint,  unter 
den  Bearbeitern  und  namentlich  unter  den*  ersten  Begründern  der 
sogenannten  neueren  Geometrie  genannt  wird. 


*)  M.  8.  die  folgende  Abhandlung.  Th^or^me  2.  Scholie  3,    in- 
dem ich  auf  die  letzten  Worte  dieser  Scholie  Torzüglichanfmerksain  mache. 
^  Die  Geschichte   der  Geometrie  von  Chasles  nnd  einige 
andere  hierher  gehörende  Schriften  stehen  mir  gerade  jetzt  nicht  gleich 
la  Gebote. 
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II  y  a  d^jä  plusieurs  annees  qu'un  jeune  Fran^ois»  employö 
alors  au  Corps  Imperial  des  Cadets  de  Terre,  me  parla  d'ali 
Tbäordme  de  G^om^trie  qui,  dans  le  tems  qu'il  ^toit  encore  ä 
Paris  ä  TEcole  Royale  militaire,  avoit  eu  quelque  cöläbrite  et  qu'oA 
avoit  pretendu  tenir  de  feu  Mr.  d'Alembert.  Je  lui  en  donnai 
une  dämonstration,  dont  jai  retrouve  depuis  peu  le  brotiillon  eü 
fouillant  nies  papiers«  En  relisant  cette  demonstration  j'ai  vu  qoe 
la  belle  proprietö  qui  en  fait  le  sujet,  peut  conduire  ä  d'autres 
Don  moins  remarquables.  En  rassemblant  mes  idees  sur  cette 
Hiatiere  il  en  ^^i  r^sult^  le  petit  Memoire  que  jVi  Thonnetir  de 
jpr^senter  ici  a  FAcad^mie  poor  la  oollection  des  M^moires  tra- 
dtiits  en  Russe,  qu'elle  se  propose  de  publier^  ou  bien  pour  les 
Actes  m^mesy  fi  eile  le  juge  digne  de  cet  honneur.  II  y  fera  sans 
doute  plaisir  ä  plus  d*un  amateur  de  la  Geometrie,  et  peut4tre 
mtoe  ä  quelque  G^om^tre  de  profession. 

L  e  ra  m  e    I. 

Les  trois  c6tes  d'un  triangle  ABC  (Taf.  V.  Fig. L) 
^tant  prolongäs  jusqu'en  Z>>  i?,  F,  de  mani^re  que 
ÄD.BE.CF  =  AF.BD.CE,  les  trois  points  D,  E,  F 
seront  dan«  une  ligne  droite. 

Demonstration. 

Tirons  les  lignes  FE  et  DF,  et  quelque  soit  Tangle  qu'elles 
comprennent,  si  nous  nommons  l'angie  AFD=za  et  Tangle  AFE=ß, 
nous  savons  que 

sin  cc  :  sin  Z> = AD :  AF, 

siuDt  ainEt=:BE:BD, 

sin  £  :  sin  j8  =  CF  :  CJS, 

d'oü  Ton  tire  en  composant 

^  sin a:sin/3  ==  AD.  BE.  CF:  AF.BD.  CE. 

Mais  il  y  a  en  vertu  du.  Lerome 

AD.BE.CFz:zAF.BD.CE 

d'oü    il  suit  que  sinj3==sinc;,    donc  j3=;180^  — o;  et  partant  DFE 
une  ligne  droite. 

Th^orifeme    1. 

Si  des  trois  angles  Ay  B,  C  (Taf.  V.  Fig.  2.)  d'un  tri- 
angle pouT  centre  on  d^crit»  avec  desrayons  diffärens» 
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trois  cercles»  en  le6  enfermant,  deux-ä-deux»  entre 
ieurs  tangentes,  les  points  d'intersection  £,  />,  Fde 
ce3  trois  paires  de  tangeotes  seront  situ^s  daos  une 
m^Die  ligDe  droite. 


I  ) 


C'est  le  Th<§ot^nie  dMit  j'al  parl^  dans  l'introdaction. 


Demonstration. 

Soyent  a,  6»  c  les  rayoos  des  trois  cercles  ayant  leurs  ceo- 
tres  en  ^»  B,  C  et  il  est  clair  que 

ADxBDzuaib, 
ßE:CEz=zb:c, 
CF:AF  =  c:a, 

d'oü  Ton  tire  en  composant 

AD.ßE.CF:BD,CE.AF=:l:l 

c'est-ä-dire  que 

AD.BE.CF^AF.BD.CE 

et  par  consi^qaent,  en  vertu  du  Lemme,  les  points  D,  E,  Fseront 
dans  une  meme  ligne  droite. 

Theoreme    2. 

*'  Eb  concevant  trois  sph^res,  dont  les  centres  sont 
dans  les  trois  angles  A,  B,  C  (Taf. V. Fig. 3.)  d^ün  triangle, 
enfermäes^  deux  ä  deux,  entre  la  surface  d'un  cone  qui 
les  touche,  les'sommets  de  ces  trois  cones  seront  si- 
taäft  4aiis  une  meme  ligne  droite. 

DemODiSttration. 

Un  plan  passant  par  les  trois  centres  A,  B,  C  des  sphöres 
donnöes  passera  par  les  axes  et  partant  aussi  par  les  sommets 
Ep  D,  F  des  cones  circonscrits.  Un  plan  touchant  les  trois  sph^« 
res  A^  ^9  C»  en  a,  6,  c>  toucbera  aussi  les  surfaces  des  trois 
cones  circonscrits  et  passera,  par  consöquent,  par  leurs  sommets 
£«  D,  F,  Ainsi  les  sommets  E,  D,  F,  se  trouvant  tant  dans 
le  plan  passant  par  les  centres  des  spheres  que  dans  le  plan  qui 
les  touche^  se  tronveront  näcessairement  dans  llntersection  de  ces 
daoz  pkufi,  par  coDsäqMUt  dans  une  mime  ligne  droite. 
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S  c  h  o  1  i  e    1. 

li  est  Evident  que  la  inline  v^tit^  peut  anssi  ^tre  d^montr^ 
au  moyen  du  Lemme.  Car  si  par  Jes  centres  A  et  ß,  ^ar  A 
et  C  et  par  £  et  C  on  eon^oit  des  plans  perpendiculaires  aii  plan 
ABC 9  et  qu'oD  tire  dans  ces  trois  plans  les  tangentes  ii6/>,  aeF^ 
cbEy  et  des  centres  snr  ces  tangentes  les  perpendiculaires  Aa, 
Bb;    Aa,  Cc;    Bb,  Cc,   on  aura 

AD:BD=zAa:Bb, 
BEtCE  =:Bb:Cc, 
CFxAF  =  CciAa 

d'oü  l*on  tire  en  coroposant    * 

AD.BE.CFiAF.BD.CE  =  li\ 

par  cons^quent 

AD.BE.CF:=AF.BD.CE 

donc  Ey  D,  F  dans  une  m^me  ligne  droite. 

S  c  h  o  1  i  e    2. 

I  La  m^me  propri^t^  suit  ausst  immediatement  du  Theoreme  1. 
Car  supposons  que  chaque  paire  de  cercles  se  toume,  avec  ses 
tangentes»  autour  de  la  ligne  tir^e  par  les  centres »  les  cercles 
engendreront  des  sphdres  et  les  tangentes  le  cone  qui  les  ren- 
ferme.  L'intersection  qui  en  devient  le  sommet  reste  immuable 
k  sa  place.  Donc  les  soramets  des  trois  cones  seront  dans  une 
m^me  ligne  droite. 

S  c  h  o  1  i  e    3. 

Räciproquement  le  preniier  Th^or^roe  auroit  pu  4tre  dedoit» 
Sans  le  secours  du  Lemme»  comme  corollaire»  du  second  Th^k>« 
r^me,  oü  il  est  ^videmment  contenu.  Car  la  section  des  trois 
spheres,  faites  par  le  plan  passant  par  leurs  centres,  donne  les 
trois  cercles  du  Thäor^me  1»  et  la  section  des  trois  cones  circon- 
scrits»  faite  par  le  m^me  plan»  donne  les  trois  paires  de  tangen- 
tes du  Th^ordme  1.  Aussi  est-il  tr^s  probable  que  la  propri^t^ 
^nonc^e  dans  ce  Th^or^me  a  ^t^  d^couverte  par  la  voye  de  cette 
considäration  steröom^trique. 

Th^or^me3. 
Quatre   cercles   A.  £»  C»  D  (Tat  V. Fig. 4.)»   dont  les 
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centres  sont  dans  ie  ni^me  plan,  et  les  rayons  de  gran- 
dear  diff^rente,  ^tant  enferm^s  deux-si-deux  entre  leurs 
tangentes,  ii  en  r^sultera  six  points  d'intersectioD» 
qai  seroDt  situäs  dans  qoatre  lignes  droites,  sayoir 
trois-li-troifii  dans  la  möroe. 


Demonstration. 

Combinant  les  quatre  cercles  ABCD  trois-ä-trois,  il  en  räsulte 
qnatre  combinaisons  ABC,  ABD^  ACD,  BCD.  La  prämiere 
ABC  admet  derechef  trois  combinaisons  de  deux-ä-deux,  savoir 
AB,  AC,  BC.  En  enferroant  ces  trois  paires  de  cercles  entre 
leors  tangentes,  il  en  r^sulte  trois  intersections  que  nous  marque- 
rons  chacune  par  les  deux  lettres  grecques  correspondantes  aiix 
deux  lettres  latines  indiquant  les  cercles  auxquels  l'intersection 
appartient.  Ces  trois  intersections  seroot  aß,  ay,  ßy,  toutes  les 
trois,  en  vertu  du  Th^ordme  1.,  dans  la  m^me  ligne  droite.  La 
seconde  cbmbinaison  ä  trois,  ABD,  fournit  trois  combinaisons  ä 
deux  AB,  AD,  BD;  les  intersections  des  tangentes,  renfermant 
ces  trois  paires  de  cercles,  savoir  aß.  aö,  ßd,  seroot,  en  vertu 
du  Theoreme  1.,  dans  une  meme  ligne  droite.  La  troisidme  com- 
binaisoo  ACD  admet  les  combinaisons  AC,  AD,  CD,  qui  den- 
nent  les  intersections  ay,  ad,  yd,  situ^es  dans  une  mdme  ligne 
droite.  Enfin  la  combinaison  BCD  engendre  les  combinaisons 
SC,  BD,  CD,  et  les  intersections  ßy,  ßd,  yd,  plac^es  dans  une 
lu^me  ligne  droite. 

Theoreme    4. 

Qnatre  spheres  dont  lescentres  sont  dansunm^me 
plan  et  les  rayons  diff^rens,  ätant  enferm^es,  deux-ä- 
4«ux,  entre  la  surface  d'un  m^me  cone,  il  en  räsultera 
«ix  dont  les  sommets  seront  situ^s  dans  quatre  lignes 
diroites,  savoir  trois-ä-trois  dans  la  meme. 

On  voit  bien  que  ce  Th^or^me  se  demontre  de  la  m^me  ma- 
viiere  que  Ie  pr^c^dent. 

Theoreme    5. 

Ayant  n  cercles,  ou  n  spheres  A,  B^  C,  D,E,  etc.  qni 
o.nt  leurs  centres  dans  Ie  m^me  plan,  si  on  les  enferme^ 
deax-ä-deux>  les  cercles  entre  deux  tangente8,.ott  les 
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sph^res  entre  od  cone»  il  en  rösnltera      |  ^^     iatersec 

tioDS  de  tangentes,  oo  — i  ^      sommets  de  cone»  plac^s 

**(» — J)(w — 2)    ..  ...         ,.**^        ^  t 

sar  —^ — ,   X \^ ligoes    droites    difförentes,    sarolr 

trois-ä-trois  sur  la  m^me  ligne;  et  en  designant  cha- 
que  intersection  des  taDgentes,  on  le  sommet  de  cha- 
que  cone,  par  les  deux  lettres  grecques  correspoodan- 
tes  aux  deux  lettres  latines  qoi  indiqneDt  la  paire  de 
cercles  on  de  sph^res  a  laquelle  il  appartient,  les  trois 
inters^ctions  ou  sommets  qni  portent  les  trois  memes 
lettres^  ebaenne  denx  fois,  seront  snr  la  m^me  ligne 
drolte« 

Demonstration. 

On  sait  par  la  Th^rie  des  combinaisons  que  lorsqoe  n  lettres 
Ag  B,  C,  D.„.N  sont  combintos  m  a  m,  ie  norobre  des  eom- 
binaisons  qni  auront  lien  sera 

n(n— l)(n— 2)(n— 3)....(n--y?i+l) 
1.2.3.4....m 

Le  nombre  des  intetsections  des  tangentes  oo  des  sommets  de 
cone   est  egal  au  nombre  des   combiDaisons   de  n  lettres  prises 

deux- ä- deux;  ainsi  ä  cause  de  m=2,  il  sera  =    |  ^ — .  Lenom- 

bre  des  ligues  droites,  oü  ces  intersections  ou  sommets  seroot 
placös  trois-ä-trois,  est  egal  au  nombre  des  combinaisons  de  n 
lettres  prises  trois-ä-trois;    ainsi,    ä  cause  de  7ii=3,    ce  nombre 

7l(7l  — 1)(W— 2)         ^.  ^,  ,  . 

sera  = 1   ^  r> •     Cnaque  assemblage  ou  grouppe  de  trois 

cercles,  ou  d'autant  de  spheres,  combines  deux- ä- deux,  donne 
trois  lettres,  chacune  deux  fois.  Chaque  grouppe,  en  vertu  da 
Theoreme  1.  et  2.,  a  ses  intersections  on  sommets  sur  la  m^me 
ligne  droite.  Ainsi  les  intersections  ou  sommets  qui  renferment 
les  memes  trois  lettres,  cbacuue  deux  fois,  seront  dans  la  meme 
ligne  droite. 

Scholle. 

On  sera  frappä  un  moment  de  voir  que  des  quen>5  le  nom- 
bre des  lignes  snrpasse  celui  des  intersections  on  sommets.  Mais 
en  regardant  la  4«  figure,  oü  chaque  intersection  se  trcfave  snr 
dedx  lignes  ä  la  fois«  on  comprendra  ais^ment  qoe  p\ns  qoe  le 
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imbre  n  est  grand,  plus  il  y  aura  de  lignes  oü  la  m^me  inter- 
sctioD  se  trouvera  plac^  k  la  foi«»  et  plos  le  nombre  des  lignes 
Nt  sarpasser  celui  des  iotersections.  Car  II  est  facile  h  voir 
M  le  BiMnbre  de  lignes,  oü  la  mdme  intersection  de  tan^ntes 
ile^m^me  sominet  de  cone  se  trouve  h  la  fois,  sera  le  quetient 
|ii  vieot  en  divisant  le  nombre  total  des  lignes  oü  les  sommets 
letrouvent  plac^s  trois  -  ä  -  trois  par  le  tiers  du  nombre  des  inter- 
Neüoos  on  sommets.    II  sera  donc  =:n — 2. 


L  e  m  m  e    U. 

Les  trois  c6t^s  d'un  triangle  sphörIqoeilBC  (Ta£  V. 
Rg.5.)  ^tant  prolong^s  jusqu'en  D,  E,  F,  de  maniöre 
fU8inJZ>.sinJ?£.sinCF=r8in^F.sinBD.sinC£,  les  trois 
ftints  D,  F,  E  seront  dans  un  arc  de  grand  cerele. 

Demonstration. 

.  Joignons  les  poiuts  D  et  F,  d.e  meme  que  F  et  E,  par  les 
de  grand  cerele  DF.  et  FE,  et  seit  Tangle  DFA=za  et 
le  EFA  =  ß;    et  Pon  sgait  par  la  Trigonometrie  sph^rique  que 

sin  a  :  sin  0=  sin  AD  :  sin  AF, 
sin  D  isinE  =  sin  BE : 4in  BD, 
sin  E  zsinß  =  sin  CF :  sin  CE, 

1*00  lire  en  composant 
Sh  a:siD  ß  —  sin  AD .  sin  BE .  sin  CF :  sin  AF .  sin  BD  .  sin  CE. 
I  y  a  en  Tertu  du  Lerome 

sin  AD.swBE.  sin  CF  =  sin  AF.  BD .  sin  CE 

Bina^amß,   et  partant  /S  =  180^— a,    d'oü  il  suit  que  les 
DF  et  FE  ne  sont  qu'un  m^me  arc  de  grand  cerele. 


L  e  m  m  e    III. 

En  enfermant  deux  petits  cercles  trac^ssur  la  sur- 

(ed'nne  sphere  des  points  A  et  B  (Taf.  V.  Fig.  6.)  ponr 

itres,   entre  deux  arcs  de  grand  cerele  qni  les  tou- 

»Bten  a  et  b,  a  et  ß  et  qui  se  coupent  dans  le  point 

1  grand  cerele  passant  par  les  deux  centres  AetB, 


sin  Aa :  sin  J?6  ==  sin^lO!  BinBO. 
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D^moostratioD. 

Comme  les  triangles  sphMqnes  ÄOa  et  BOb  sont.  r«etaftg|e$i 
il  est  Evident  qne 

B\nAa:^B\ikAOa.sukAOt 
B\nBbz=:B\nBOb,BmBO 

et  que  par  coDsöqoent 

810  Aa:8inBb==sm  AOa. sin  AOismBOb.  am  BO. 

Miüa  mnAOa=smnBOb,   partant 

8inAa:sinBb  =  BinAOiainBO. 

Theoreme    6. 

Si  l'on  enferme  trois  cercles  d^crits  snr  la  surface 
d'nne  sphöre,  deux-ä-denx,  entre  deux  arcs  de  grand 
cercle  qni  les  touchent^  les  intersections  de  ces  trois 
patres  de  grandd  cercles  seront  situ^s  dans  an  mdme 
arc  de  grand  cercle. 

Demonstration. 

Soyent  les  trois  angles  A,  B,  C  (Taf.  V.  Fig.  5.)  du  triangle 
sph^rique  ABC  les  centres  des  cercles,  soyent  a,  by  c  leors 
rayons  (arcs  de  grand  cercle)  et  les  intersections  des  tangentes, 
savoir  D  pour  les  cercles  A  et  B,  F  pour  A  et  C,  E  poar  B 
et  Ct  et  nous  aurons  en  vertu  du  Lemme  präcedent 

sin  AD :  sin  BD  =  sin  a :  sin  b, 

smBEiBiüCE  =sin6:sinc, 

sin  CF  :  sin  AF  =  sin  o :  sin a 

d'oü  Ton  tire  en  composant 

sin^/>.sin££.sinCF:sin£Z>.sinCE.sin^F=:l:I 

et  de  1^  il  suit  que 

sin  AD .  sin  BE :  sin  CF  =  sin  BD .  sin  CE.  sin  AF 

donc,  en  vertu  du  Lemme  IL»    les  intersections  D,  F,  E  seront 
dans  an  mdme  arc  de  grand  cercle. 
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Th^or^me    7. 

Ayant  n  eercles  A,  B,  C,  D,  etc.  sur  la  «urface  de 
la  m^nie  sph^re,  si  on  les  eoferme  deux-ä  denx  eotre 
denx  tangentes,    arcs  de  grand  cereie»    ii  en  räsnitera 

— pg —   points  d'iDtersection  de  tangentes,  sitüäes  snr 

n(n  —  l)(n — 2)  .  .  .,.-.., 

1  2  o arcjs  de  grand   cercle    difierens,    fifavoir 

troi8-ä-trois  snr  chacun,  et  en  d^signant  chaque  inter- 
section  par  les  denx  lettre»  grecqnes  cerrespondantes 
aux  denx  latines  qoi  iudiquent  la  paire  de  eercles  k 
laqnelle  eile  appartient,  le«  trois  intersections  qni 
porteot  les  trois  m^mes  lettres,  chacune  deux  fois, 
seroirt  placäes  sur  le  m^me  arc  de  grand  cercle.  * 

La  dämonstration  est  la  m^me  que  celle  du  Theordme  5. 


Scholle. 

La  d^monstration  de  preaqüe  tons  les  Tb^or^mes  que  nons 
vettOQS  de  donner  est  fond^e  sor  les  Lemmes  I.  et  II.  (Taf.  V. 
Fig.  1.  et  5.)  La  relation  qui  fait  le  sujet  de  ces  deux  Lemmes, 
et  qui  a  servi  de  base  ä  nos  Tbeor^mes,  n'est  pas  la  seule  re- 
marqnable  qui  a  lieu  entre  les  lignes  et  les  arcs  de  ces  deux  figu- 
res;  il  y  en  a  d'autres  qui  ne  sont  pas  moins  interessantes  et 
qui,^  qnoique  bors  de  connexion  avec  les  Tb^or^mes  que  nous 
avions  en  vuiß,  m^ritent  d'^tre  rapport^es  et  d^montr^es  ici.  Ce 
sera  le  sujet  des  deux  Th^or^mes  suivans  et  de  leurs  corollaires. 


T  b  e  o  r  ^  m  e    8,. 

Si  entre  les  jambes  CA  et  CB  (Taf.  V.  Fig.  7.)  d'nn 
aogle  quelconque  ACB  on  tire  ä  volonte  deu^  lignes 
droites  ADetBE  qui  se  coupent  en  O,  il  y  aura^toujours 

I.    AD.BO.CE^AC.DO.BE, 
II.    BE.AO.CD=BC.EO.AD, 

III.  BC.DO.AE=BD.AO.CE, 

IV.  CD.BO.AE^BD.EOiAC.  ' 
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Demonstratio  D. 

1)    Le  ^ACD  doime  »\skCiB\uD=ADiAC, 
„  ABDO      „      8mZI:8ini?=:Ä0:l>0, 
„  ^CBE      „      sinÄ:siii C=CE:BE, 


et  partant 


d'oü  l'on  tire  lil^AD.BO.CEtAC.DO.BE, 


I.    AD.BO.CE-AC.DO.BE. 


2)    Le  A Ci^£  donne  sin C: sin £=  BEiBC, 
„    A^Cß      „      sin  ^ :  sin  C=; CD  :^D, 


de  lä  on  tire  lilr^ BE.AO.CDiBCEO.AD, 

ce  qui  donne  .     / 

II.    BE.AO.CD  =  BC.EO.AD. 

3)    Le  ACi5£  clonoe  sin £:  sin Ä=ÄC:C£, 
„   ^BDO     „      8inÄ:sinO=J!>0:ÄD, 
„   iiAEO      „      sioO:sin£=:il£:aO, 


d'oÄFona  1:1  =  BC. DO.  AEiBD.AO.CE, 

ce  qui  bous^  fournit 

IIL    BC.DO.AE:=:BD.AO.CE. 

4)    Le  A  -4 CD  donne  sin  ^ :  sin  />  =  CZ>:  ^C,  ^ 

^BDO     „      6inZ>:6in  0  =  i?0:i?Z>, 

A^£0      «      stnO:8in^=^£:JSO, 


ainsi  od  a  l:l=:CD.BO.AE:BD.EO.AC, 

et  par  consäquent: 

IV.    CD.BO.AE=BD.EO.AC. 

CoTollaire. 

Combioons  ies  quatre  egalit^  du  Thäor^me,  que  nous  venons 
de  dämontrer,  deux-ä-deux  de  ia  mani^re  suivante:  Le  prodait 
de  I.  et  II.,  divie^  par  AD.BK,  donne 

AO..BO.CD.CE^AC.ßC.DO.EO 

d'oü  l'oD  deduit  cette  propostioft 


tkäoremes  de  Gäomitrie, 

AO.BO:DO.EO  =  AC.BC:CD.CE. 

Le  produit  de  II.  et  III.,  diyis^  par  BC.AO,  donne 

BE.AE.CD.DO  =  BD.AD.EO.EC 
doa  Ton  tire  la  proportion 

DC.D0:EC.E0  =  AD.B7):AE.BE. 
Le  prodait  de  III.  et  I.,  divise  par  CE,DO,  donne 

AD.  AE.BC.BO=:  AC.AO.BD.be 
c«  qui  fonroit  la  proportion 

BC.BO:AC.AO=zBD.BE:AD.AE. 
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Theoreme    9. 

Si  entre  deux  arcs  de  grand  cercle  ^Cet  BC  (Taf.  V. 
Fig.8.)  d'un  angle  spherique  quelconque  ACB,  on  d^crit 
dem  arcs  de  grand  cercle  AD  et  BE,  qui  se  coupent 
eo  0,  il  y  aara 

L  BIO  AD.  9in BO. sin  CE  s  siu  AC.  ain DO. sin  BE, 

D.  ^infif.sin^O.sin  CD=:sinBC.sinE0.8inAD, 

DI.  ainBC.siüD0.8mAE  =  smBD,smA0.sinCE, 

W.  BiuCD. siuBO. sinAE  =  sinBD. sinEO. sin AC 

'£•  d^monstratiOD  de  ce  Th^oröme  est  parfaitelnent  conforme  a 
mDe  da  Tbäor^me  pröcädent.  On  voit  qu'on  n'a  qu'ä  ecrire  au 
de«  c6t4s  des  triangles  rectilignes  de  la  7*"^  figure  les  sinus 
cdt^  des  triangles  sph^riques  de  la  S*"^.  , 

C  o  r  0  I  I  a  i  r  e. 


h     Lea  Operations  du  corollaire  pr^c^dent  doonent 
^^O.sin£0:siu/>0.sin£0=sin2lC.sin£C:sinCi!>.sinC£, 
|EhllC.8inZ>0:sin£C.sin£0  =  sin2lI).sinAZ>:8lniljE?.sin^jE?, 
/jmBC.BiuBO:siuAC.sinAO=zsinBD.sinBEisinAD.amAE, 

h 


Ifo  16»  jfitif  iMcft'  fe^me  aKsemaic- 
bmn  ji^htiflmi  wC,  i£.  i^  eine  M^Aodm- 


Am»  iid«fk  »eftr  ms«sdUb<fiBB«B,    oft  aftsso»  faSnHtfÜBiaL 

fgiU^Jkifiiif  sHi'  mi»»  aan^  am.  (fiiei«eii  Kuitrei'  on.  wiBiiciifiFelkaftiic^ 

Emiutie  mßtiri^dki^  in  ▼«rluat:«»^   sein  Jkmsvnnwrk   «luanf  licktcB, 

ftenb^d^    denen  gewiiH«e  Cicpeniie&ailbaL  ggmgihifain  snd^    i» 

einm^  ^>^n  aflo^ememerer  Fonu  znaammefunfiisscn  ^  ^ercm 

angfeft^oar  mML    li^a»   Bon   in  £eaet  fieaie&iui^  dai»  TkcoraB  to« 

91  a^el^ttrini  CSr  Keifcen  idJ»tet,  £e  oadk  PutenaeiL  etacr  «md  4er- 

neffcen  Gtt^me  aiii^le%en,  (fa^^e&e  WwüHLt  cme  Fonftd  derTkeo- 

fSe  der  fc^l^en  Ml«renxenreii€iii  för  9«lK&e  Reäea,  deres  GÜe 

ief  4m  »i%i  ^n«tide9  folgenden  Bi&oouaJeoefiieientea  irsr^nd  eines 

p04iilff en  tfan^^e*  Ex^^nventen  aU  FaetAvcm  in  «c&  scUessea.   IMe 

i»Sl»«te  ßetra^^l^tnii^  ^i^^ner  Diierenzenreäeiir  nn^  deren  fimelitiinre 

AniweiMfcm^   ;!»i    ^ef^en,    Mdet  dem  Hasq^tsesrns^taBd   dieser  Ab- 

h^oMmfif^.     fl^UM  IkiI^  idb  mit   imefti  MicEiicUeil  nngeieige«  sein 

lauMe»^   ^lese  TV^e^ie  vr>n  alf gemeineren  Gesichtspankteo   aas  za 

|yetf»dkfeti.    HierlMT  g^efi^lireDi  namentfieh  die   ^eieb  im   Anfange 

eiilliHilteive«»  f>nlern«efinn^en  ober  die  buherea  abgeleiteten  Reiben, 

fM  dere»  AnfWfiebim^  mieb  dsis*  Streben  geleitet  bat,  die  Formeb 

der  b^^beren  Mfferenzenreiben  ans  all^meineren  Formeln  in  Sbn- 

lieber  We«*e  berirorgebeo  zn  lassen,  wie  den  binomiscben  Lebr- 

natz  ffir  ponitire  ganze  Exponenten  ans  der  bekannten  Entwickdiuig 
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«ines  Productes  binomiseher  Factoren  in  eine  Reihe.  In  wie  w^t 
mir  diess  gelungen ,  und  was  dabei  als  mein  Eigenthnm  anzusehen 
ist,  fiberlasse  Ich  dem  Urtheil  SachTerstSodiger.  Ich  enthalte 
xnieh  daher  aller  weiteren  Erwähnung  und  komme  nun  lieber  auf 
^en  Gegenstand  selbst  zu  sprechen. 


§.  I. 
Wenn  aas  der  Reihe  (Hauptreihe) 

^9         ^9        ^9    ••••    Om«**« 

«ne  andere  auf  die  Weise  gebildet  wird,  daiss  man  die  Glieder 
derselben  der  Ordnung  nach  mit  den  Zahlen  l^y  ^,  /s»***-  mnlti- 
und  diese  Producte  Tom  zweiten,  dritten,  vierten  Gliede, 
s.w.  subtrahirt,  ao  möge  diese  die  abgeleitete  Reihe  jener 
genannt  und  ihre  Glieder  durch  Aa^y  Aa^^  Aa^,..,.  bezeichnet 
^mverden.    Wir  haben  sonach  identisch: 

AaQ^=ai — IqO^,    Aoi^za^  —  liOi,    Aa^^=a^ — ^Os9— «9 

^wobei  zu  bemerken  ist,  dass  man  sich  hüten  muss,  das  Zeichen 
A  för  einen  Factor  anzusehen.  Das  Verfahren  nun,  welches  bei 
^er  Hauptreihe  gelegentlich  der  Bildung  einer  abgeleiteten  Reihe 
angewendet  worden  ist,  lässt  sich  weiter  verfolgen.  Offenbar  kann 
nSmlich  aus  der  abgeleiteten  Reihe  heraus  wieder  eine  solche 
gebildet  werden,  aus  dieser  wieder  eine  andere,  u.  s.  f.  Dadurch 
eihält  man  eine  Anzahl  von  Reihen,  welche  die  höheren  abge- 
leiteten Reihen  der  Hauptreihe 

heissen  mögen,  und  zwar  entwickelt  man  nach  der  Ordnung,  wie 

dieselbenauf  die  Hauptreihe  folgen,  eine  erste,  zweite,  dritte, 

*a.  s.  w.  nte  abgeleitete  Reibe.    Sowie  man  nun  die  Glieder 

der  ersten  abgeleiteten  Reihe  dadurch  bezeichnet,  dass  man  den 

Gliedern  der  Haupt  reihe  das  Symbol  A  vorsetzt,  so  müsste  man 

der  Consequenz  in  der  Bezeichung  wegen  die  Glieder  der  zweiten 

abgeleiteten  Reihe  durch 

'■  i". 
AAoq,    AAqi,    AAa^9.,„ 

bezeichnen;    dafür  wollen  wir  aber  die  kürzere  Schreibart 

A^ÜQ^    A^Oiy    A^a^,.,.. 

einführen.     Aus  gleichen  Gründen    würde   man   die  Glieder  der 
dritten  abgeleiteten.  Reihe  durch 
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andeutMi,   woiar  wir  uns  aber  der  kirzeren  BeseickoiiiBg 


bedienen  wollen.  Ceberhanpt  enteebeiden  wir  uns  bei  der  itten 
abgeleiteten  Reihe  för  die  ßezeicbnong  ihrer  Glieder  durch 

Die  Art  und  Weise  nun,  wie  die  einzelnen  abgeleiteten  Reihen 
unter  einander  verbunden  sind,  ISsst  sich  jetzt  auch  durch  fol- 
gende Gleichung: 


ansdrflcken«   von  welcher  in  den  nachstehenden  Untersuchungen 
mehrfacher  Gebrauch  gonacht  werden  wird. 

Von  ganz  besonderem  Interesse  ist  die  Spezaalisimng 

bi  diesem  Falle  wollen  wir  stets  das  Symbol  A  mit  A  vertauscben. 
Die  Formel  1)  geht  daher  über  in 

2)     A^Om  —  AHlm^l  =  2fM-lfla,_i. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Glieder  irgend  einer  abgeleiteten 
Reibe  dieser  Art  aus  denen  der  näcbstrorhergehenden  abgeleite- 
ten Reihe  erhalten  werden,  wenn  man  von  jedem  Gliede  derselben 
das  benachbarte  vorhergehende  subtrahirt.  Wegen  dieser  Eigen- 
schaft ist  diesen  abgeleiteten  Reihen  der  Name  Differenzen- 
reiben  beigelegt  worden. 

5.  2, 

Dm  nach  diesen  Erklärungen  zu  Untersuchungen  überzugehen, 
mfissen  wir  uns  erst  mit  folgenden  Bezeichnungen  vertraut  machen. 

m 

Der  Ausdruck  C(a.ß,y,..„)  bezeichnet  In  der  Folge  die  Summe 
der  Combinationeo  mter  Klasse  ohne  Wiederholungen  aus  den 
Elementen  a,  ß,  y, ....,  wobei  jede  Combination  als  Product  gilt 

So  oft  im  Folgenden  ein  Ausdruck  von  der  Form  C(cc,  ß,  y, ....) 
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vorkommt,  so  soll  darunter  immer  die  Summe  der  Combinationen 
mter  Klasse  mit  Wiederholungen  aus  den  Elementen  a,ß,y,.»., 
jede  Combination  als  Product  aufgefasst,    verstandea  werden. 
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.:  Dies«  ToriusgesisÜBt,   fTDUtDuürontiächst 

....  +  C(lu-m-ly  ....  Ät-O-^^+lOn-m-a  +  C(Ai--m,....  Ai-l)-4"»+*an-in-l 

setzen;  dann  haben  wir  mit  Rücksicht  auf  Gleichang  1): 

n— m— 2 

+  C(4,  4>  — Ai--i)-(-4"'aa-^/i-4"»ai)+.... 

*  ■■  -1 

....  +  C(/fi-«-i,....  Äi-i).(-^afi-m-i — Ä«-iii-2.  -^an-m-a) 


+  (^(Äi-m, ....  In-l)  .  (yi'^äü-m  —  Ät-«-l .  -4"ia« 


.1), 


oder 


si— m  fi — m — ^1 

Ä^=^C'(t^....4^i)./^ao+[C(fc,..../»-i)— yoC(4M...Ai-i)]>i« 

n— m— 1  n^m—^ 

+  [^(4 » ....4-i)— /|  C(/a, .... Äi-l)] . .i*"a|  +  .... 

1  *  ■  "o"    ■  •'■     ■' 

-f-  [C(Äi— «I— 1*  ...•  In—i)  —  ln—m—1  C  (^R-^m»  «...  fc— l)j  -^^ön— m— 1 

■'■■•©'•  ■     •      ■      •    ' 

Die  eingeklammerten  Differenzen  lassen  sich  aber  nadi  dem  be» 
kannten  Satze  der  Lehre  von  den  Combinationen : 

m  m— 1  m' 

C(a,  ß, ....  fi,  v)  — V  C(a,  i?, ....  f*)  =  C(a,  ß, ....  |») 
▼ereinigen.    Wir  erhalten  daher 

n—fn  n— ff*  fi— ifi— »1 

1  o 

oder«  weil  nach  3)»  wenn  wir  m — 1  für  m  setzen» 

n—^tn  tt— ifi-*l 

Mtm—i  =^      C  (/j  ,  . .. .  In—l)  -^m öo  ■"  ^  yh»  ••••  ^—l)-^m öi + •••• 

+  Ci[At-in*-Ä«-l)-^"*  flfi-m-l+C(Ät-«4-X,.MÄi-l)-4"»aj,-«ip 

die  Relation: 

•  •  *  .  •  •  • 


9B8:         09kmt  Wtrner:  Tkearte  det  aöffeMtetm  RMem. 


Setzen  wir  in  dieser  RdätioD  der  Rohe  nach  1»  3^  3,  ^^vilf  f&r 
m»  841  entstdien  folgende  Gleichongen: 


»-ti 


^  =  —  ^Qo*  ••••  Äi— i)  Aoq  +  JBo> 

»       •  ..  •  ■    . 

'■<  ■ 
fi,=— "C(A„ ....  4-i)yf»ao+ßa. 

,  n    m  11 


N— m 


jBni=—-  C(/q,  ....  Äi-i)  u4»ao  +  Äoi-i ; 
au8  deren  Addition  die  Gleichung 


+  C(A),..-.«i-i)^ao]+Äo 

entapringt.  Setien  wir  jetit  im  Ansdrock  3)  iii=0  und  beachten» 
daaa  die  Summe  der  Combinationen  ohne  Wiederholungen^  wenn 
die  ClaaaenEahl  und  Elementenzahl  gleich  sind»  dem  Producte 
der  Elemente  selbst  gleich  ist,  so  erhalten  wir: 

+  In-X  (««-I  —  Äi-a  ««-«)  +  (««  —  4-1  «n-l) 

fl 

»s  A -— A)  t  ••  ••  Ah-4<*o  ^^  ö«  —  C(4), . . ..  ^1— i)  «o . 

Wir  haben  also,  wie  hieraus  leicht  erhalten  wird,  | 

....  +  /»—i  ^Ofi—s  +  -«^Ofi— 1 , 


\ 


■X 


und,   wenn  wir  den  Ausdruck  für  Rq  in  den  nächstvorhergehen- 
den Rir  Rm  substituiren, 

n  «—1  n—m 

oder  mit  Rücksicht '  auf  den  Ausdruck  3):  h 
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p=fXA>*--'/ii-i)öo+C(A),.-.4-i)-'^ao+-*--+0[4>>--«-4^)^^«ö+^ 


....  +  C(4i-«t,....  /;i-i)-^+*a«-«,-i. 

Ffir  fit=n  resoltirt  bierans,  da  negaiiye  Indices  nicht  Torkommeii 
JkoDoen, 

si  «—1  0 

X>iese  Fonnel  enthält  die  Losung  der  Aufgabe:  ii^nd  ein  Glied 
^er  Hauptreibe  durch  die  Anfaogäglieder  der  hliheren  abgeleiteten 
Seihen  auszudrucken.     • 

'  Weil  nach  Gleichung  4) : 

SI 

mo  erhalten  wir  aus  der  VergleicAung  dieses  Ausdruekes  mit  deai 
^unter  6):  « 

•—1  «-2  O 

Tiod  ebenso  naturlich: 

«-1  «-2  0 

Um  femer  auch  jedes  Anfangsglied  irgend  einer  buberen  ab- 
geleiteten Reibe  durch  die  Glieder  der  Hauptreibe  aussbudrückeh, 
setzen  wir  zunächst 

8)  &,=:-f»-«-ia»+i-^(^),.../;«)^-»-2am+i+^(^), .. /;«)udf»-«-»a«H-i 

w  ■  •■  w 

«— m— 2  «—m— 1 

Dieser  Ausdruck  formt  sicj|i  yermoge  der  unter  1)  gedachten 
Formel  folgendermassen  um: 
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«■=<./<----Vi«+JU-<<'»--->«ta]-4xA^.t)f-<<-----»«-^ 

W 

(- 1)—- 5Tä, .  ..4,)[^a«+4.^«.] 


oder 


+  (-1)-—»  CÄ,....«.)[^ai.+iU«l-]. 


&,= -^-"o.  -  [f^ft, -iU)- 1  fc«,...- «-)] 


m  w 


+  (-  lr^[C{h,....lm)-lm  (xL-tm)\ Gm  +  (-l)-^ia^,.^4i)a«. 


Die  Id  Parendiesen  euigeschlosseiiat  Differeoaen  lasse»  sidi  aber 
nach  dem  bekannten  Satze  der  Combinationslehre :  ^ 

C(« , /J, ..- f< ,  i9 -^  v<?(«^  ft  •— f*»  *)  =  C(«»  A  ••••  f*) 

w  «  « 

Terefaiigen;    dadurch  wird 


a 


«— <»— 1  n — m 

— ....  (—  l)«-«-l  C(4) , ....  Im-i) ^Qm  +  (—  1)«-«  C{Iq,  ....  t,^i)  am 


+  (— 1)"- "+^C(/o,  ....  Än)fltn. 

Weil  nach  8)  für  m— 1  anstatt  m 

5^1  =^»-«»am—  ^(4),....  Ä«-i)-^*-~-*am+  C(/l,.....Äi»-i)^«»-«-*a. 


—  ....  (-  l)«-"»  C(5o» ....  Ä»-i)am, 

w 


80  elrhaUe^  wir  ans  den  beiden  letzten  Ausdrücken  folgende  Re- 
lation : 


Ä»c±:  (-.l)^-H-i  C(^j,....Ä,)ö«,+ ä;,.!. 
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6) 

I  «—1  «—«1 

?=0[4),...7ii-i)oo+C'(4),..,.Ai-i)-^fao+....+0[/o,....AH^i)-^flo+ftii» 


B,  =  ad .  — A-i) '^+*  «o +  <?(<;,....  Ai-i)  .^*H^i  Oi  + .... 

....  +  C(4-»» ....  Ah-i)  ^'"+*aii-«-i. 

Ffir  m=n  resultirt  hieraus,  da  negaÜTe  Indices  nicht  vorkommen 
können, 

n  «—1  0 

Diese  Formel  enthält  die  Lösung  der  Aufgabe:  irgend  ein  Glied 
der  Hauptreibe  durch  die  Anfaogsglleder  der  höheren  abgeleiteten 
Reiben  auszudrücken.     • 

'Weil  nach  Gleichung  4): 

n 

Hn = v/(4>>  •.••  Äi— i)  Oq  "I"  nfa ••••  ^—1  -^^0  "1"  «a^  ••••  A»— i ^fli  + .... 

SO  erhalten  fHr  aus  der  Vergleichung  dieses  Ausdruckes  mit  deai 
unter  6): 


•—1  n-a  o 

=  C(lo9 ....  Ai-i)^ao+ ^(t » ••••^— i)-^^o+"-+  0(^>,....Äi— iJ-^Oo, 

und  ebenso  natfirlich: 

ll  l^„..  U-IOq  +  4^  •  •  ••  A»-l  «1  +  •."  +  4i— 1  a«-2  +  Om—l 

7)   J     «-1  «-a  0 

Um  femer  auch  jedes  Anfangsglied  irgend  einer  höheren  ab- 
gdeiteten  Reihe  durch  die  Glieder  der  Hauptreihe  auszudrucken, 
setzen  wir  zunächst 

»  w 

ii_ffi— 2  n— m— 1 

-    -^«-(— 1)"— •  C(lo lmW*mt^iM—Vr'^^^C(ilo.....lJ)ah^v 

w  w 

Dieser  Ausdruck  formt  sich  yermOge  der  unter  1)  gedachten 
Fmmel  folgendermassen  um: 
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aUio  ist,  mit  RScksicfat  auf  fofmel  ^: 

*  • 

(—\y^ao-C(lo)«it—C(lo,  l,)ai  + .... 

10){  , 

Ä»  =  .^-«»-^  iiWH-i — C  (io, ... .  4i)  ^-"*--*  «»+1 

w 
4  n — m — 1 

+  C(lo, ....  W  w^-«-«a«H-i>-....  (—  I)«-"-i  C(/o>...-  W  ö»fi- 
Ffir  ni:;=n  geht  diese  Formel  Aber  in: 

11)  (-i)»-*>flo = C(4)oo- ck.  ii)«!  +"c(i;>. -y 0» 

—  ....  (— 1)"  CC^), ....  in)  Ou, 

w 

eine  Formel,    welche  jedes  Anfangsglied  einer  huheren  abgeleite- 
ten Reihe  durch  die  Glieder  der  Hauptreibe  ausdruckt 

§.  3. 

•  •     '  ■      -      .  • 

Um  nun  auch  ein  paar  Anwendungen  von  der  Theorie  der 
höheren  abgeleiteten  Reihen  zu  haben,  gehen  wir  zunächst  von 
folgender  Hauptreihe  aus: 

öo  =  l>    ai=(^  +  W»    a«  =  (:r  +  /o)(ar  +  ^),  u.  8.  w. 
Nach  A^nleitung  der  Formel  1)  entwickeln  wir  hieraus  folgende  Reihen: 

erste  abgeleitete  Reihe: 
Aa^^^Xy    Aai=^x{x-\-l^y    ^aa=^(^+^))(^  +  ^i)>  u.  s.  w. 

zweite  abgeleitete  Reihe: 
j^ÜQ^zx^y  ^«ai=a:*(ar+/o)>  ^<'2  =  ^(^+W(^+(i)»  «.s.w. 

dritte  abgeleitete  Reihe: 
A^üQ^szx^y  A^ai^x\x'\^lQ),  A^a^^=^x\x-\'l^{X'\-li),  u.  s.  w. 

nte  abgeleitete  Reihe: 
A:i^aQ=ai^,  -</«ai  =  a:~(ar  +  ^>),  ^a^=^x^{x-\-lf^{x-\-li),  u.s.  w. 

Indem  wir  diese  Ausdrucke  in  den  vorher  entwickelten  alige-^ 
meinen  Formeln  einf&hren,  cfijialten  wir  aus  Formel  4): 
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ler,    ivenn  wir  mit  /0/1....A1-1  dividiren: 

+ Kl + OG + 0+-+£be + 0(1+ 0 -(&+ >)• 

Die  Formel  6)  gebt  über  in  die  bekannte  Entwickelung : 

Ö)     (^+«(ar  +  /,)....(x  +  4-i)==CX/o,-.Ä.-i)+C(/o,^  - 

•—2  o 

+  C(4„..../«-i)ar»  +  ....  +  r;(4>,..../«-,)ar«. 

'Ferner  erhalten  wir  aus  9): 

-....(-l)"-%"-M-r  +  W, 
br 

|v     ^*  +  ^T~*^"  =a:— •  —  A)««-»  +  ü»*a:»-»  - ....(— 1)—»^)"-'. 
■d  endlich  aus  Formel  11) : . 

(_  !)"«»=  C(4)- C'(/;„4)(a:+/i,)  +"C(/i,./„4)(ar+i;,)(ar+/i) 
-....(-1)»  C(i;„....«(a:  +  /;>)(j;  +  ^)^.(^-|.A,_,). 
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Diese  Formel  ist  vorzugsweise  geeignet,  einen  independenten 

ick  (Br  C(/o5  i,  —  Ai)  zu  liefern.    Für  a:=  — 4>,  — /, ,  — /l^, 

ergeben  sich  nämlich  folgende  Gleichungen:  .   ^..: 


il  XXIL  19 
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w  w 

W^ = c(4,)  +"c\/i»,  /,)  (4-w + c'i;,.  h ,  4)<4-/o)  (4-4). 

/,-  =  C(«  +"C(A„  A)  ik—k)  +'^U.  /i .  4)  (4- A>)  (4—4) 

Vi»  w 

+'c'(4.-4)(4 -4)(4-4)(4-4). 


U.      8.      W. 

1>=C(4)+ C(4, 4)  (4.-4)  +C  (4.4.4)  (4.-4X4i-4)+- 

....+"c(4,4.~4i)(4i— 4)(4i-4)-~(4.— 4i-i). 


Ans  der  ersten  Gleichong  erbalteo  wir: 

CU)=4-. 

w 

Die  zweite  giebt  mit  Zuziehung  dieses  Resultates: 

C'(A),/i)  =  7-— jT  +  /  w  * 

w  »0 — *i      »1 — «o 

ebenso  die  dritte  mit  Berficksichtigung  der  beiden  vorhergehenden 
Resultate : 

f^^'^'^  =  (4-4)(4-"4)'''(4-4)(4-4)"''(4-4)(4-4)' 

und  die  vierte  anter  Beachtung  der  drei  letzten  Ausdrucke: 

C  (4. 4. 4. 4) = (i^-i,)if^-i^(f^-Q  +  (/i-A,) (4-4) (4-4) 

Das  Gesetz,  nach  welchem  diese  Ausdrücke  fortschreiten, 
Usst  sich  jetzt  mit  Bestimmtheit  erkennen.  I^ir  entnehmen  dar^ 
•IIS  leicht  folgenden  allgemeinen  Ausdruck : 
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■»■  (Än-i-ii,)(/«-i-^^)....(4.-i-/W-a)(Äi.-i-4i) 
.  <■* 

■^  (/;»-^))(/;«— ^)....(/;--/-.-2)(4i-A— i)* 

Um  zo  beweisen,  das«  dieser  Ausdruck»  der  sich  för  iii=:Q, 
1»  2,  3  als  richtig  gezeigt  hat,  auch  In  der  Folge  richtig  bleibt, 
ist  nur  zu  zeigen,  dass,  wenn  angenommen  wird,  er  sei  för  m 
richtig,  er  auch  för  m  -f  1  gilt  Die  Durchföhrung  dieses  Schlussi» 
wird  mir  der  Leser  gern  und  um  so  mehr  erlassen,  da  durchaus  keine 
Schwierigkeiten  damit  verbunden  sind.  Vertauschen  wir  noch  n  mit  m 
und  setzen  dann  m=it^-f  r,  so  geht  obiger  Ausdruck  in  folgenden  über: 

t  *4^ 

■•"  (k-kWx-li{h-k)-ih-ln) 

+  ik-k)  Ä-  k)  Ht-h)  ••••  ik-tn) 

+ 

In*^' 

+  (*.-A.){A.-4) {fn—U-*)(ln-in^)  ' 

r 

Einen  Shnlichen  Ausdruck  för  C(lo,  li,*."ln)  zu  finden,  ist 
mir  IHs  jetzt  nicht  gelungen.  Vielleicht  finden  b^snete  Kräfte  in 
dieser  Bemerkung  Veranlassung,  sich  diesem  Gegenstande  zuza- 
senden« 

§.  4. 

Eine  zweite  bemerken» wertbe  Anwendung  von  der  Theorie 
der  abgeleiteten  Reihen  gestattet  die  Betrachtung  der  Hauptreihen 

^       «:«•     ^       sin  (r  -f  9o)      ^       sin  (r  +  y^  +  yQ 
"  '      *  smyo  ^         smyoSii'^i 


-  —s^^    -       cogfr  +  yo)      ^  _cos(r+yo+yt) 


276  Otkap  Werner:    Theorie  der  abgeleiteten Mekken. 

aus  welchen  wir  fiSr 

» 

folgende  entsprechende  abgeleitete  Reihen  entwickeln: 

erste  abgeleitete  Reihe: 

* 

^IIA=:sin(r-|-  ?r)  9  wi/Ot  == : ,    Aa^  = ; ; 9  • 

^  cos(r+2+g>o)  cos(r+g-+9o+9i) 

wi/ao=cos(r-|-3-),  wiai= : ,  Aa^^=. ; ; . 

^'  ^   '  2^         *  sin9>o  sinqposin^i 

zweite  abgeleitete  Reihe: 

■    '■  "  TT 

^                sin(r+2.j+9o)  « 

^iio=:  8ro(r  +  2  2"),  ^ai= •■  _._ ._    •■ — r ,  .  ; 


^  cos  (r  +  2  2  +  9>o) 


sm  g^o 

sip(r+2^+9?^^-|:9>i) 

-4^%«  == '* = 

'  sin  9>o  sin  rpx 

7Ü 


cos(r  +  22 +1Po+9'i) 
^  Sin  tpQ  sin  q>i 


u.     s.     w. 
nte  abgeleitete  Reihle: 

^  sinfr  +  n^^+gPo) 

UV  ^  S'»9>0  ,i 

sin(r  +  w  2 +9^0+9^1) 

-^Ha  = : : : 9  ••* 

'  Sin  970  sin  q>i 

^  ^  cos(r  +  n2  +  9>o)  "^ 

>^«o = cos  (r  +  nö),  -^«i  = -7-—^ , 

^  sin  tpQ 

n 
cos  (r +  «2 +9^0+91) 

'  sing^oSing?! 
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7t 

Nach  Formel  4)  erhalten  wir  demnach,  wenn  Wir  r — 5-  für  r 

setzen    and    auf    beiden    Seiten    des    tileichheitszeicheos    dorch 
eot^o  ^^^  7i  •  •  •  •  cot  q>n-i   dividiren : 


cos 970 cos g>|  ....cos 9^11—1        °^"  "-ox»      cosijp^ 

sin(r+yo+yt)  6iD(r-|-yo4-yi  +....+9«-«) 

o^"  cos 9o  cos 9^1  cosqpocosqpi  ....cos^ji— « 

«:«•      8in(r+yo+yi+..>.+yn-i)            ^««^  .*<,«.  cos(r+yo) 
sin  y  — =t2QpftCosf*+ tffcpi . 

COS^oCOSqC^I  ....C0S9R-1  °    "  "^         cosgjo 

cos(r+yo4yi)  .      ..  cos(r+yo+yi  +...+9)1.-2) 

+te<p«. +...+tffQp«— 1. • 

°^^    cos97oCOS9>i    ■      '  ^^        cos  970  cos  9>i ....  cos9>i|.^ 


ir> 


Die  Gleichung  6)  geht  in  folgende  über: 


sin(rfyo+yi+....+9?i,-i)      /,^_^^  . 

— 5 ; ; =  C  (cota>o,  col  9)1,  ••••cot^n— «isinr 

:•  w-i  ^ 

t  +  C(cot9)o,  ....cot9)«_i)sin(r+o) 

^  +  C(cdt9o,...,cot9)«_i)siD(r+22) 


+ 


1.0  Jp 

^         j  +  C(cot9)o,... /cot  9)«-i)  sin  (r+n  2 )» 

co8(r+9)o+yi  +  ....  +  yn-|)      ;^,  '  .         v 

1 -, ; =C  (cot  9)0, ...  cot  a>n-i)  cosr 

sin  97oSiD9>i....  sin  9^11-1  v      ^u»  ^»  1/ 

*  ii-i  ^ 

+  C(cot97e,....cot9hi-])cos(r+^) 

«-«  ;r 

+  C  (cot9>o,....cot9»«-i)cos(r+22-) 

+ 

o  ji 

+  C(cot9)o  j . .  ..cot9)ii-i)  cos(r+ticr). 


Femer  ergiebt  sich  aus  Gleichung  9)  bei  umgekehrter  Ariord* 
^ung  der  Reibe  und  Vertauschung  von  r — 970  mit  r  nach  leioiiter 
tiechnung : 


=cwr— tg9^  cwfr-fj) -F  tB«^*CM(r -1-^ 


—  (-  l>^%«i-««.<r+.— 1  y); 


2 
11): 


-h...,(---l)«C(i»ty»...xoty.),?^''t^'*''''i^^'-^. 

Andere  Anwendonge«  tob  der  Theorie  der  abgeleiteten  Reibeo 
behalte  iefa  raier  apatcten  Abhandfan^  Tor,  da  die  BetraGfaCoog 
der  DiSerenzesreibeo  das  Hanpltbeaa  dieser  Arbeit  sein  sollte. 


$.  5. 

Ebe  wir  die  Fornidn  der  Torbogehenden  Paragrapben  aaf 
die  Diflerenzenrelbeo  anwenden,  mfissen  wir  folgende  Bemerinn* 
KM  voraoMenden. 

Die  Zeichen  ^  sei  deiniit  doreh  die  Gleidningen 


ODd 
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f«o  =  l- 


»79 


Ob  aber  dem  Falle  einer  mugiichen  Verwechselung  gleich  vom 
Anfange  berein  vorzubeugen,  bemerken  wir  hier,  dass  diese  spe- 
cielle  Bedeutung  des  Index  n  von  der  allgemeinern  des  Iiidex  von 
f  wohl  zu  unterscheiden  ist,  indem  die  in  gegenwärtiger  Abhand- 

bng  vorkommenden  Symbole  Hq»  ''i*  ^ ^n   2,B.fkz    allgemeine 

Grossen  bezeichnen. 

För  /o=/j=/!2=:....  =  4,=  l  Ist,  wie  schon  froher  erwähnt, 
|4l»  Zeichen  A  mit  ^  zu  vertauschen,  und  nach  bekannten  Com- 
Ihationsafitzen : 


m 


m 

C(lo,  ll, ,.,.  In—i)  ^^(n  +  m — l)m 

setzen. 

Mit  Rückiycht  auf  diese  Bemerkungen  gehen  die  Formeln  4), 
I»  6)»  7)»  9)  und  10)  unter  Anwendung  der  leicht  su  verificiren- 
Relatlon  nm  =  nn-~m  in  die  nachstehenden  fiber: 

•  21)    an'-aQ=iJaii+Jai  +z/a2  +  '— +^^-i» 

as=9ioao+  »i^«o  +  «a^flo  +  ••••  +  «m  ^'^Oq  +  ä», 
Ä«=(n-l)«z/»fiao  +  («-2)m^/«+^ai  +  (n— 3)m/^"^*a, 

23)    an=iio<7o  -l-ni^de  +  Wa-^ßo  + ....  +  »n-^"«©» 
M)     «0+^1  +•—  +  flji-i=WiWo  +  n^a^  +....  +  nn^""*ffo, 
(—  l)»-*z/»ao + «o = «1  -  -^«1  +  ^«1  -  ••••  (—  l)»-^^«-^fli . 
( — 1)*  ^i*ao  =  »0^0—^1  «1  +«aff2— ••••(— l)'"Wmam+Ä», 

(-.  l)»+iÄm=  (n— l)mflm+l  — (n-2)m^fl»+i+  (ll— 3)^zi*aw4^ 

-^ ....  (—  l)»-^  lllm^""^~*a»+l, 

aS)    (— l)«z/«ao  =  »oöo—Wi  Ol +112I1«  — ....(— l)»ii«aii. 

Ferner  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  25)  und  27)  auf  ein- 
e  Weise: 


♦   * 
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Ebenso  ist  naturlich  aucb: 

Von  diesen  Formeln  können  wir  uns  noch  zu  anderen,  zum 
Theil  allgemeineren  erheben ,  die  jedenfalls  noch  nicht  bekannt  sein 
dfirften. 

Eine  solche  Formel  erhalten  wir,  wenn  wir  den  Ausdruck 
2i  '  4»  6ä 

Ott  —  «a  •  —  ^flii— a  +  ^4  •  —  ^ünr-^  —  W5  . —  ^'«n— 6+— 
^1  f«2  H 

dergestalt  transformiren ,  dass  wir  auf  jedes  Glied  die  Formel  23) 
bei  einfacher  Vertauschung  der  Indices  anwenden.  Dadurch  wan- 
delt sich  derselbe  in  diesen  um: 

Wotflo  +  Wi/^Oo  +  Wa-^^o  +  «8^'flo  +  •  • ! 

2, 
-  Wa-TT  *  ^«o  +  (n— 2)i^ao+(n— 2)a/i»ao+—) 

f*a 

•  •  •  •  •  •  •  •  ^ 

welcher  im  Allgemeinen  von  folgender  Form  ist: 

Ho  +  Ci  Jüo  +  C^J^Qq  +  Cs^^Oo  +  .... , 
wenn  wir  nämlich   zur  Abkürzung 

2  4 

^  =  »3— %.(w~2)3.^+W4.(7i-~4)i.  — —  ne.(w— 6)o.^r 

M-l  ^  f*3 

u.    s.    w., 
überhaupt  allgemein 

2  4 

fi-i  fi-a 

-  ...  (--l)'»W2m  .  (yi-2wi)o  .  ^^ 

setzen.  Die  vorstehende  (m-f  l)gliederige  Reihe  ist  summirbar.  Um 
diese  Sbmmation  auszufahren,    gehen  wir  von  der  Hauptreihe 
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«0=1,  «i=-7r~'  ««^-lir""** 

aus,    deren  Differenzenreihen  folgende  sind: 

erste  Differenzenreibe : 
.  (|it  +  m— n)i        .  (fA+m— n)i    (n--m)i 

zweite  Differenzenreihe: 
(ft  +  m— fi)fl  (fi-|-m~n)a  (n— m)i 

u.    s.     w. 
mte  Differenzenreihe: 

^..=(_„.<Ö^.  ^..=(_i,.!ä^.grg,..., 

IVenden  wir  also  die  Formel  27)  für  n=:m  auf  diese  Differenzen- 
Teihen  an,  so  erhalten  wir: 

(ft+in^-wXm (n— m)i  (n— m)a  ix^^   (n— m)m 

-; =  Wlo-~W»l 7 +  W2 ;i ....(— I)"'mm y 

oder  9    wedn  wir  mit  nm  multipüciren , 

.  lü =?ionm — n2.(n  —  2)«-!.-^  + 114.  (n— 4)m-2.— 

f*a 


— ....  ( —  1)"»  W2m  (w  —  2m)o . 


ftni 


daher  ^    -■- 

r^  _^     (ft  +  m— n)m 

v/in—- "in»  > 

und  endlich,  wenn  wir  wieder  auf  den  Anfang  unserer  Entwlcke 
lung  zurückgehen  und  das  letzte  Resultat  beachten: 

^      .  pi.  P95  f*« 

29)i  ' 

f*i  f*a  f*s 

Diese  Formel  ist  wegen  ihrer  Allgemeinheit  sehr  ^bemerkens- 
werth.     Wie    aus  ihrer   Entwickelung  hervorgeht,    bezeiclmet  (i 
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irgend  welche  Grösse.  Die  Formel  23)  erscheint  sofort  als  eine 
Speziaiisirung  der  vorhergehenden ,  wenn  wir  die  Zafaf  fi  über  jede 
angebbare,  noch  so  grosse  Zahl  wachsen  lassen.  Ffir  f&=it  geht 
aus  29)  hervor: 

30)    ao+/^ifo  +  -^ao+  — +^"«0 
=  ff«  —  (« — 1),  ^fl«_«  +  (w  — 2), -^o»^ + ^.. 

Eine  andere  Spezialität  der  Gleichung  29)  erhalten  wir,  wenn 
1^=2  n  —  1  gesetzt  wird.  In  diesem  Falle  annolliren  sich  die  Glie- 
der der  rechten  iSeite  mit  Ausnahme  des  ersten  und  letzten ;  weil, 
vorausgesetzt,  dass  r  und  n  positive  ganse  Zahlen  sind,  r«  =  0 
för  n^r.    Wir  haben  sonach 

2,  4, 

31)    Hq  +  ^^0  =  «« — »*«  •  /^ jr  -^«»-2  +  »4  •  (n-^iT  -^^—4 — ••••* 


eine  Formel,  welche  sich  leicht  In  anderer  Form  darstellen  lässt, 
sobald  wir  auf  die  Unterscheidung  von  geraden  imd  ungeraden  n 
eingehen.    Wir  haben  nämlich  nach  Formel  31): 

2.  4. 

^....(-l)-(2»)...^^^^ao. 
Das  allgemeine  (r  -f  l)ste  Glied  dieser  Reih»  ist  : 


(-\y(%i)tr .  (äizT);  ^«— * 


oder 


2n(2n— l)....(2n-2r+l)        2r(-2r-l)....(r+1) 
^~^' 1.2....2r  '  (2n-l)C2n-2)....(2«=;j '^"*^*' 

oder 

.^  2n.(2w-r-l)(2n-r-2)....(w-H)n(n-  l)....(r+'2)(r+l)  ^ 
^~  '^ 1.2.3....  (2n— 2r)  ^at,>-^i 

daher  erhalten  wir,  wenn  wir  das  vordere  n  mit  dem  mittlem  n 
zn  n'  verbinden  und  die  vom  mittleren  n  gleichweit  abstehenden 
Factoren  mit  BSlfe  der  Formel  {x-\-y)(x—y)z=a!^—y*  vereinigen, 

(-l)'-(2n)sr.  (2^^^a»»-ar 


.    ..-.  ■«(K«>-l«)(n«-2>)....(i»- 
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also  nach  dom  Obi^n: 


«0+^00=2. 1.2.3  ....2n *»- 


-  ««(««— 1«)....  (n*— M— 2«)  . 
"'*•         1.2.3.„.(2n— 2)         ^"*-' 

+  ....(- l)»-i. 2.  j^ -4»-i«,+(-l)».2^^ao. 

Öder  9   wenn  wir  diese  Reihe  in  umgekehrter  Ordnung  aufschrei* 

(—  1)« 
beo  und  durchgängig  mit  — ä —  multqiliciren : 

32)    (—1)».        2        ^^^""TT2  ^^^+    1. 2.3.4  * 


••••^""*^-  1.2.3.... 2n  "•"■ 


Setzen' wir  femer  in  Formel  31)  2n-f-l  an  die  Stelle  Ton  n,   so 
haben  wir: 

2i  4« 

flo+-^^+*«o=«a^fi—  (2n+l)a-^^2^^iia«-i  +  (2w+l)4.^^^zi«aa»-8 

-...(-l)«(2ii  +  l)2„.  ^  z/»ai. 
Das  allgemeine  (r-f-l)8te  Glied  dieser  Reihe  ist: 


(- 1^' (2n + l)ar  •  ^  ^^  «-«,+1 


oder 


^     -.     (2i»+l)2n....(2«-2r+2)       2r(2r-l)....(r+l)      . 

<" '5 1.2....  2r  2«(2n-l)....(2n-r+I) ^«»-*+i' 

oder,  wie  man  durch  einfache  Rechnung  findet: 


am 


\^ 


t    % 


—    %  = 


■'s 

+ 


=  « 

*  2. 


t 


t 


4. 


^  -> 


* 


9 


F         ^   — 


-"■l 


»^  S 


i   I 


:i 


•  ^*'. 


a 
1 


f 


•1 


iL 


•  I 


I 


a 

4 


2 


o 

3 

9 
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Betrachten  wir  jetzt  die  Formeln  21)  bis  28)  einigemlassen 
mit  Aafmerksanikeity  so  werden  wir  bemerlcen ,  dass  sieb  immer 
je  xwei  dieser  Formeln  entsprechen ,  nämlich  21)  und  25),  22)  und 
26) ,  23)  und  27) ,  24)  und  28).  Es  ist  daher  zu  vermuthen,  dass  es  auch 
Shnlicfae,  den  Formeln  29)  bis  33)  entsprechende  Formeln  geben  wird. 
Diese  Formeln  zu  finden,  dahin  möge  jetzt  unser  Streben  gerichtet  sein. 

Wir  gehen  zunächst  von  dem  Ausdrucke 

f*l  f*«  f*8 

■  . 

ans  und  unterwerfen  ihn  auf  ähnliche  Weise,  wie  bei  der  Herlei- 
tsng  der  Formel  29),  einer  derartigen  Transformation,  dass  wir 
auf  jedes  Glied  desselben  die  Formel  27)  anwenden.  Dadurch  geht 
anser  Ausdruck  in  den  folgenden  über: 


+«..|» 


fli  —  (w— 2)ia2  +  (»— 2)afls  —  ....} 


Oa  —  («  —  4)103  +  ....} 


Oa  —  ..••  J 


I 
Il'I 


I 


Uer  haben  wir 


"^LAn^i 


4a  ..^.   ,^    6i.,.a, 


f*l  f*Ä  P3 

*^iilmlich  der  Kürze  wegen 

'i =«0»! — «a  («— 2)o  •  -^  f 

2*  4t 

A|i=iio«f— Wa(»-^2)i-~  +«4.(«— -*)or:» 

f*i  r« 

^ =«0«»  —  ««(w— 2)a  •  ^  +  «4 •  (w  -  4)i  •——»»«•('*"■  ^)o  V  ~ » 

u.    s.     w. , 
[Mbipt  allgemein 

2|  4a 

!CiS:  11^11» — «a  (n  —  2)fii-i .  -r  +  n4(n— 4)»-2.  — 


■  I 


(2m)m 
—  ....(-r-.l)»nam.(n-2m)o.— — 
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gesetst  wird.  IMe  Smime  dieser  Reihe  kabes  jrir  aber,  bereits 
bei  Gelegenb^  der  Eetwickeliwg  der  Fonnel  30)  gefimden.  Eft 
ist 


lim 

folglich  erhalten  wir,  wenn  wir  aaf  das  NSchstrorbergehende  zu- 
rGckblickeDy   die  bemerkenswerthe»    f&r  jedes  fi  geltende  Formel : 


^'^  fli-.^.(-l)«ii..  ^  an 


34) 


f^  f*« 


I      «0  — «i-"' — jT «1+%  — 


Ffir  (i=n  folgt  aus   ihr: 

35)'  iio  — Ol +  0^— ....(— l)"«« 
=  (- 1)-  {Jna^  +  (n— l)i  J*-'*ag  +  (ti — 2),/^«- *as  + .... }. 

Wird  in  Formel  34)  (i=zn — 1  gesetzt,  so  verschwiDden  die 
Glieder  der  rechten  Seite,  ansgenommeo  das  erste  nnd  letzte, 
weil  unter  der  Voranssetzoog ,  dass  r  und  n  positive  ganze  Zäh- 
len bezeichnen,  rii=:0  fär  n^'V,  und  es  bleibt  stehen,  wenn  wir 
noch  mit  ( — 1)**  multipliciren : 

36)    i-l)*ao+an  =  ^ao+n^.^^^^^^*'^ai+n^.j^^ 

Diese  Formel  hat  dieselben  CoefBcienten,  wie  die  durch  31)  be- 
zeichnete. Nun  ergaben  sieb  aber  aus  letzterer  die  Formeln  32) 
und  33),  indem  wir  gerade  und  ungerade  n  unterschieden,  die 
Coefficienten  in  anderer  Form  darstellten  und  endlich  noch  eine 
Umkehrung  der  Reihe  vornahmen.  Auf  ganz  dieselbe  Weise  er- 
halten wir  aus  36)  die  folgenden  Formeln: 

37)  -  2~=^+i:2^^-^+"t:2:3:t^«"-« 


n«(na^P)....(ii«-.r=T») 
+  •     +  "■  1.2. 3....  2«  ^^^ 


und 


38)    ^  +4(«+2)TXO^'^»fl«-» 

.      ,     1     o   n«(n«-l«)....(««-^^')  ^ . , 
+  -+SJ+I-^- I.2.3....2it ^*°0' 
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Ein  paar  andere,  der  Theorie  der  höheren  Differensenreihen 
aogdiSrende  Formeln  erhalten  wir  durch  folgendes  Verfahren. 

Ausgehend  von  der  Reihe 

4>=flo  +  ^''öo»     -^i  =Ol  +  -^"^«1»     -^2  =  ^2  + -^"^ %»•••• 

als  einer  Hauptretbe,   entwickeln   wir  nachstehende  Differenzen- 
reiben : 

erste  Differenzenreihe: 

zweite  Diilerenzenreihe : 
.^4,=:2Aio+^-%,  ^Ai=/i^a^\/ir-^ay,  z/»4j=^<'«+^"*«»" 

U«      8.      W. 

nte  Differenzenreihe: 

Weil  nun  nach  Gleichung  22) 

iljt = *oilo  +  *i  -^^0  +  A2^*^o  +  ...•+  hyä^^A^ 

so  erbalten  wir  durch  einfache  Substitution  der  vorhergehenden 
Aiuidrficka  in  diese  Gleichung : 

«4+  2l*^*aik=^(öo  +  ^oo)  +  ^i(^«o  +  -^-^«'o)  +  *a(^flo  +  ^-*ao) 

+ ....  +  A«  (z/«ao  +  //^-«öo)  +  (*— 1)«  (-^"+^«0  +  ^'^•-X) 
+  (Ä-2)„(/i»+iai+^r-«-aflj^(^-.3)^(^n+io^^.^-«-8a,) 

+ ....  +  nn(z/«+iat-«-i  +  zf-^ajb-n-i). 
Für  A:=r=2n   entsteht  hieraus: 

aft,=(2n)o(ao+ ^^«o)  +  (2n)i  (/iflo  +  ^*"-*flo) 

+  (2n)a(^*ao  +  ^«-««o)  +  •  ••  +  (2«)n(^»€io  +  ^«o) 

+  (2n-l)«(^+»ao  +^"-*ao)  +  (2n  -  2),(z^+iai  +  ^-%) 

+  (2«— 3)«  (//»+ifla  +  ^-'«t)  + ... + «ii(-^«+*flii-i  +  a«-i). 

Diese  Gleichung  ist  noch  einer  ziemlichen  Vereinfachung  fiihlg. 
iidb  Formel  23)  ist  nämlich: 
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also  erhalteo  wir,  wenn  wir  in  dieser  Gleichnng  das  erste  Glied 
mit  dem  letzten,  das  zweite  mit  dem  Torietzten^  a.s.w.  verbinden 
and  dabei  die  Relation  rm^=^rT--m  zo  Hülfe  nehmen, 

+  ....  +  C2ii)i_i(^— i#i6+2f+iaa)  f  (2jfV^Ha. 

und,  wenn  wir  endlich  diese  Gleicfanng  von  der  drittietsten  snb- 
trahiren, 

39)  \        +(2n-2).(^«+iai+.d*-*tfi)  +  (2i»— 3).(zf»+ioa  +  ^-»at) 
+  ....  +ii«(-^^*+^a,-i  -f-  ff«-i). 

Noch    eine   Formel    erhalten  wir  dnrch  die   B^rachtang  der 
Hanptreihe 

J^=IIo  +  (— ly^r,    -4i  =  ai+(— lV<Ir-l.   ^=Oz+(— l^ar-« , 

ans  welcher  folgende  Reihen  entspringen: 

erste  Differenzenreihe: 

zweite  Differenzenreihe : 

u.     s.     %▼. 

nte  Differenzenreihe: 
A*A^=A*il(i  +  (—  l)»-»^ar-«,    ^»i4i  =^a,  +  (-  l)r-n  ^fl^.„_„ 

A*A^=  A*a^-\-('-ly'^A*ar-n--^y.... 

Weil  nnn  nach  Formel  26) 

+(-!)«+*  I  (Ä:- 1),  J„-n  -  (ib-2),iz^^.+, + {k^^),^An^i 

-....  (-  l)*-iw„^*-«-i^»fi|, 

so  sind  wir  berechtigt. 
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Is  der  Formeln  23),  30),  31),  32),  33) 
leicbr  folgende  Ergebnisse  i 

^  n.«^W'  +  ?')  +  %''^W'  +  2rt 
+  n,ß'/t,r-¥i'P).  .      . 

»«-  (»->)i  W))--"rt"-+»+i^*) 

.("fflV-*/i:>-+2?'+»^^)--..-.   "' 

-+ii.rt-n,.jj£Lj(«/i);.^^r+T+i^*) 

=j:f[j^(<.())V-'A>-+2»+S='4*)- 

I    (• 


-Vrt'-+»-2!»+4«.) 

I»)(»«-22)....(ii'-()i— I)«)  .  , 

1.2. 3. 4. „2«     ^>rtr+2„«. 

'+>/rr+2»+Iil')      M       „ 
J/tr+i=I(C  +  3t) 

:««"-•?  Y('  +  'i^^^?'+5t) 
i/«a_ia\...,f««_M-ia)  

,^)./(r  +  >i».) 

:^Y(r  +  «TT,«)  +  ""/■<>•+»- 1»)] 

•[^■/(■■+»+Tl>  +  t)  +  «'«'-+'i=2(|>^1.)) 

rtr+>r+Ty+;=lt)+.."+'rtr+n^«]. 

jren  Betrachtungen  sehen  wir  uns  jetzt 
I,  welche  tvirklicfa  die  unter  ^  namhuft 
}0.    Die  einiachste  Function  dieser  Art 
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§.  6. 

Indem  wir  voraassetzen  wollen «  dass  a,  ß,  y,  ^  und  ^  von 
unabhängige  GrOssen  bedeuten  und  die  Function  f(r)  von  r  an  di 
Bedingungsgleichnng 

gebunden  ist,  nehmen  wir  folgende  Hauptreihe  an: 

Die  successiven  Differenzenreihen  dieser  Hauptreihe,,  die  natürlic 
mit  steter  Berücksichtigung  der  Bedingungsgieichung  unter  ^  ei 
halten  werden,  sind: 

erste  Differenzenreihe: 

Ja^ = c^-^ßy^fir  +  g>  +  2i/;) ,  u.  s.  w. 
zweite  Differenzenreihe: 

z/2a2  =  an-4^2y2^(y^2g?+2tf;),  u.  s.  w. 


mte  Differenzenreibe: 

Jm  fj^  ^  f^~tn-2ßm  y2^(y  -|-  »igj  ^  2t(;),    U.  S.  W.  ; 

Überhaupt  ist: 

Durch  Anwendung   der  Formel  21)  erbalten  wir  hieraus  fol 
gende  Gleichung: 

tflr  +  nti)) — a»/(r)  =  a^'^ß/Xr  +  9)  +  <^^ßy/{r  +  9 + if;) 

oder,   wenn  wir  r~9>  für  r  setzen  und  beiderseits  durch  ß  ü^ 
diren :  ^ 

t 

41)     g = €fl-if(r)  +  &>^*yf(r  +  '^)      : 

"Ol 
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ferDer  erhalten  wir  yermittels  der  Formeln  23),  30),  31).  32),  3^ 
und  39)  nach  dem  Obigen  leicht  folgende  Ergebnisse: 

42)  ^  y«/tr  +  nif;) =a"/(r)  +  n^€^^ßf{r  +  q>)'{-n^ot^^ß^f{T  +  1q>) 

+  ....  +  ni,/3«/](r  +  ii9), 

^fir)  +  a"-»/y(r  +  9,)  + ....  +  ßnf(r  +  nq>) 

13)   \  =/»/lr  +  wf;)-(«— l),(a/3)y»-a/][r+9  +  ^^I^V') 

+  (« — 2)a  (€tß)^r'-^f(r +2q>+  ^HJi^)— ...... 

«"/i;i')+/J»/i:r+n9))=y»/(r+iii^)-Ma.^^(«/J)y«-a/(r+9)+^^) 


n* 


n«(n«— 1») 


+    1.2.3.4  («/»)"- V/('-+« - 2<p +4t) 

- ....  (-!)"• 1.2..3.4....2« y«"/tr+2iit). 


(—  I)".n. i^Tfl =  1  .(«/JWfr  +  «9>+1f) 


n  +  1    n 


s 


l>) 


—  -g--r;2(««»-y/rr  +  n-l9)  +  3t^) 
n+2    ii«(n«~l«) 


+  "i"-  -oT3Tr('''^^"~''>''^(''+'*~'^^+^'''^ 


,     .,,       2n     «*(«*— l*)....(w«—n-P)  ^  ^,^     ^ — -^ 

^fir  +  ^if;) = (2«)n  (a/5)«/Tr  +  ng)) 

+  (2n-l)„(ai3)''-i[/5V(r +  MT9)  +  €t^f(r+^^^q>)] 

+  (2n— 2)„  (ajS)«-«  y  [ß^fir + iT+Tg)  + 1(;)  +  a^f(r+ü^4-ilf)] 

+ ....  +  n«y«-i[/3«+i/tr+w  +  l9+n^V;)+a«+Y(r+n-l^)]. 

Nach  diesen  allgemeineren  Betrachtungen  sehen  wir  nns  jetzt 
'  solchen  FuCctioDen  um ,  welche  wirklich  die  unter  ^  oamhaft 
Mfete  Bedingung  erfüllen.    Die  ein&chste  Function  dieser  Art 

so* 
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ist  f(r)=ir.    Dass  diese  Function  iu  der  That  der  Bedingung  ^ 
genügt,  übersehen  wir  sofort  aus  der  leicht  zu  Terificirenden  C^eichung 

f^  +  ß[r  +  (a  +  ß)Q]  =  (a  +  ß)(r  +  ßQ). 

Um  nun  das,  was  sich  für  die  allgemeinere  Function  f(r)  in 

dem    Vorhergehenden    ergeben    hat,    auf  die  speziellere  f(r)=^r 

'    anwenden  zu  können,  müssen  wir  also  y=ra-J-|3,  g)^=(a-\-ß)Q  und 

njß  =  ßQ  setzen.    Wir  erhalten  dann  vermöge  der  Formeln  41),  42), 

44),  45),  46),  47)  durch  einfache  iSubstitution : 

(a-{'ßHr  +  nßg--(a+ß)Q]^anlr^(a  +  ß)Q] 

84)  ;  ^ 

=  a«-ir  +  c^-a  (a +  /?)  (r +  /?$)+ c^-»  (a  + /3)2  (r  +  2/?e) 


49)    (a  +  /5)«  (r  +  nßg)  =  a«r  +  «i  a»-i/5[r  +  (a  +  ß)Q] 
o"r  + /?»  [r  +  n  («  + /J)p] = (o  +  |S)»  (r + «/Je) 


n« 


81) 


-  O  («/3)«-*(«+/3)*  [r  +  (n-l)(a+/i()e  +  2/?^] 


•n 


-....(-1)"  1.2.3.4....2« '(-mHr+inß,], 

.     ..     ^    „2.+1  r  +  /?an+i py  4  (2n  +  l)(a -f  ;3) q\ 

=  rW"  («  +  /?)  [r  +  n  («  +  |J)9  +  ßp] 

62)^-^.  j^(«^)«-i(«  +  ^)»[r  +  («-!)(«  +  ^)e  +  3/Je] 
«4-2  «ä^n^— l**^ 

,    ,,      2«    ««(«>-l«)...(«a-^iri2),      „,„•„      ^ 
-"<-^)"-2irrr        1.2.3.4....2«      '(«+^)'"^Hr+(2«4l)^»]> 


53) 
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(« + /»)*•  (r + Inßq) = (2n),  («/3)"  [r  +  n  (« + jS)^] 
+r2«-l)„(«|S)«-»[i3«[r+(«+l)(«+/J)(,]+a2[r+(w-l)(«+/J)^]] 
+(2n-2)„(«/J)«-*(«+^)  [/S»[r+(n+l)(«+|S)9  +  ^ri 

+«»[r+(»-2)(a+/S)9  +  |Jri] 
+....+«„(a+jS)«-i[j3«+i[r+(M+l)(«+|3;9+(n-l)/3p] 
'  +«M-i[r  +  («-l)/Jp]], 

und  mittels  der  Formel  43): 

eflr  +  «"-»^[r+  («+/S)ri  +  ....  +  |J"[r +  n(«+/J)9] 

=(«+/J)»(r+«^e)-(n-l)x(«/S)(«+iS)"-«[r+(«+/?)9+(n-2)|Sp} 
+(«-2)2(a^)*(a+/S)«-4 [r  +  2(a+/J)e  +  {n-i.)ßq-\  - .... 

Diese  Formel  ist  noch  einer  bedeutenden  Vereinfachung  fähig,  da 
die  Reihe  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  summirbär 
ist.    Diese  Summation   findet  folgendermaassen  ihre  Erledigung. 

Es  sei 

S=«^+«»-i/J[r+(«+/J)e]+«(«-«i5«[r+2(«+/S)9]+....+/3«[r+«(«+/J)j]; 

so  ist 

S  =  («»  + e("-i/S  +  «»-a/ja +....  + /J»)r 


'  k 


•» :  : 


Fflhren  wir  jetzt  in  Formel  48)  die  Substitutionen 

jS  =  a:  —  ^,    «^  =  y*    r  =  l   und  p  =  0 
ein  und  vertauschen  gleichzeitig  n — 1  mit  n,  so  erhalten  wir 

54) "^ —  =  a?«+a:»-\y  + ar«-V +  ••'•  + ^• 

Durch  Anwendung  dieser  Formel  vereinfacht  sich  unser  Ausdruck 
für  5i  sunSebst  in  folgenden: 
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Ä  = ö r 

-l^  +  ß;,     „Jß      +^-      .-ß 

und,  wenn  die  Formel  54)  noch  einmal  benutzt  wird,  in 

Wir  haben  demnach  nach  dem  Obigen: 

=:a«r  +  a^^/3[r  +  («  +  ß)Q]+€i^-'^ß^[r  +  2(a+ß)Q] 
+  .... +i3«[r  +  w(of+/?)^]; 

also  mit  Rücksicht  auf  die   Formel ,    welche  anmittelbar  auf  die' 
dmrch  53)  bezeichnete  folgt, 

«n+i  — ßw+i,        a4-ß  cc4-ß 

56)    __l-[r+^P^p]-(„+l)^^., 


=  («+/J)»(r+«/S9)-(«-l),  («/J)(«+iS)— 2[r+(a+»-l/J)^] 
+  (n  -2)a  («/?)« («+/?)»-*  [r  +  (2a  +  ^^)9]  - .... 

Wird  in  Gleichung  49)  r=1   und  ^=0  gesetzt,  so   erglebt  sidk 
die  allbekannte  Formel 

57)     (a  +/3)«=«»+«,a»-i/S  +  «a«"-'iS*  + ...  +»i«|3», 

welche  das  Binomialtheorem  für  positive  ganze  Exponenten   ans- 
spricht  und  zugleich  den  Grund  enthält,  weswegen  die  Grussenform 

n(«— l)(n -2) ....(« +  A  + 1) 
"*~  1.2.3....A 

J 

der  kie  Binomialcoefßcient  für  den  Ex|NmeiiteD  n  geMunl  wird. 
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Für  «=/?=!  erhalten  wir  hieraus  folgende  Eigeoschaft  der 
biDonuschen  Coefficienten: 

Ö8)    2»=l  +  Wi+na  +  ....+n«, 
nd  filr  a=l  und  /?=— 1: 

59)    0=l-ni+i4— ....(-^l)«n«. 

Setzen  wir  ferner  in  den  Formeln  50)  bis  53)  und  In  der  For- 
■el56)  r=l  und  ^=0,  so  gewinnen  wir  nachstehende  Resultate: 

60)    ««+|S«=(«+|j)«_„^^-|_-(«|S)(„+(j).-* 


4, 


■^'''*-J^^^i)<''^''<f^^ 


n-4_ 


•  ••> 


€^j5*«_ 


n 


2 


«) 


(-1)-   |i^ =(«/J)»-  j-^  («|S)»-J  («  +  /J) 


a 


,,.n»(n«-ia)..^(«»-ii-l«),    .  ,,^ 

-  - (- *)"  — 1.2.3.4....2« —  <« + ^>^ 


02){  . 


n+2  n«(na— 1») 


5 


5-^^  («,?)»-(«+/?)' 


-•-<-*>    tbrn 1.2.3.4....2« <«+ft^'' 


63)    («  +  /S)2" = (2m)„  («(3)« + (2«  - 1)„  («/J)"-i  («»  +  ^ 
:  f  (%— 2).  («/?)»-«  («  +  /3)  («»  +  jS»)  +....+  n,  («  +  jJ)""»  (oM- i+|J«H-i) 

md 

M>    "^^I^'=  («  +  «» - («  -  Dl  («ft  («  +  /»)"-» 
+  (n-2)»(«jJ)»(«-HJ)-*-.... 

'1     DftfspezIeUere  Annahme  a=/3=:l  in  den  Formeln  60)  bis  04) 
B^ferf  ims^  wenn  wir  zugleich  berficksichtigen,  dass  nach  Glttch*  54) : 


Li' 
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die  Ecgebotöse: 

65)    l=2-_«..(-;^2.-»+„,.^-^.2->_..... 
66)    (_l)n=,-^^.2»  +  2iÖ^J>.2* 

— ••<--*>"-^ 1.2.3.4....  2« -^' 

^^)    (-"^>    2M=T-r 3~T:2-^+     5    -1.2.3.4  '^ 


-^     ^^    ^n+r         1.2.3. 4.... 2«         '^  ' 

68)    2a»=(2w)„  +  (2n-l)„.2  +  (2«— 2)„.2»  +  ....  +  «„.2». 
69)    »  + 1 = 2«— («— l)i  2«-2+  (»—2)22«-*— .... 

Zfvei  andere  FunetioDen,  welche  die  im  Eingange  dieses  Pa- 
ragraphen ausgesprochene  Bedingungsgleichung  unter  Q  befriedi- 
gen, sind  /(r)=:sinr  und  /'(r)  =  cosr;    denn  es  ist  einerseits 

sin  (q) — t^)  sin  r + sin  i/;  sin  (r + g?) = (sin  <p  cos  t^  —  cos  g)  sin  tf;)  sinr 
-f- sin  if;  (si  n  r  cos  9>-f  cos  r  sin  9) = sin  9>  (cos  t^  sin  r-f  sin  if;  cos  r)> 

also 

sin  (g> — ip)  sin  r  +  sin  1/;  sin  (r  +  9)  =:  sin  9  sin  (r  + 1/;) , 

und  andererseits: 

sin  (9 — i{;)cosr  +  8ini{;cos(r+  9)  =  (sin  9  cos  if;  — cos  9  sin  1/;)  cos  r 
+  sin  t^  (cos  r  cos  g>  —  sin  r  sin  q>)  =  sin  9  (cos  if;  cos  r  —  sin  1/;  sin  r) , 

also 

sin  (9 — i(;)cosr+8int^cos(r+g>)  =  sin9Cos(r+iJ;). 

Um  daher  die  Gleichungen  41)  bis  47)  auf  die  Functionen 
/(r)=:siDr  und  /(r)  =  co8r  anwendbar  zu  machen >  müssen  wir  fiir 
beide  Functionen  a=  sin  (9—1/;),  ß  =  sin  iff  und  y  =  sing)  setzen. 
Wir  erhalten  alsdann  vermöge  der  Formeln  41),  42),  44),  45),  46) 
und  47):  • 
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81)    cosnif; 

%  4« 

(w— "1  )i  [n  —  1^2 

welche  Formel  den  Cosinus  eines  vielfachen  Bogens  in  den  Po- 
tenzen des  Cosinus  vom  einfachen  Bogen  ausdrückt. . 


82) 


2^2  w^Cn^— l*) 

(—  1)»  cos2ntf;=  1  —  Y^  cos  tf;*  +  2* ,    ^23  4    ^®® '^ 


s 


-^     ^>  '^    '  1.2. 3.4.... 2n  ^^*^    ' 

n+1     n*^ 


(— 1)"  •  .2^qri  c<>s(2w+ l)t/;=2 .  j- cos  t/; -- 2' . --g-- .  P2  COS ij; 


QQ\     7         .   CIA    W  +  2      Il«(w2-P) 

83)  {     +25.-X_.^L___^eo8t/;»-- 


,      ,x      n«  ^<       2n      n2(n2--l2)....(n«— w— 1«)         „,, 
....  (-  l)n  .  2^n4-1 .  2M-T         L2.3.4....2n— ^^^^"'^^^ 


und 


C  22"cosv2»=r(2n)„  +  (2n  — l)„.2cos2v^+C2«-2)«22cosv;cos3v' 
84) -J  ^ 

t        +(2w--3)n2'cosv®cos4^+.... +nn.2"cosv^-^cos(n  +  l)v. 

Was  endlich    die  Formel  78)   betrifft,    so  geht   dieselbe   fiir 
9)  =  2a/  in  folgende  über: 

85)     *'"(?+  )^  -  2»  cos  V»  —  (w  - 1),  2«-2  cos  i^»-« 


+  (n — 2)2  2«--*  cos  tf«-*  — . . .. 

Lassen  wir  in  den  Formeln  unter  80)  V  in  v  +  o  übergehen ,  so 
folgern  wir  aus  ihnen  mit  Leichtigkeit: 

TU 

( —  1)«  2«  sin  V"  sin  ^  +  w  (v  +  ö")  ]  =  sin  r  — Wi  sin  (r  -f  2v) 

+  W2sin(r  +  4v/)  — ,.,.(—  l)«w«sin(r+  2nv), 
86) 

( —  1)"  2«  sin  y^  cos  [r  +  n  (i^  +  0)  ] = cos  r —  «i  cos  (r + 2^) 

+ W3  cos  (r  +  4  v)  —....(—  1)"  nn  cos  (r  +  2wy/) . 

In  der  zweiten  der  durch  80)  bezeichneten  Gleichungen  wollen 
wir  jetzt  r-f-nv  =  0,  also  r=  —  nV'  setzen;   wir  erhalten  dann: 
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2»  cos  v^  =  cos  nv + «i  cos(« — 2)y  +  n^  cos  (n  — 4)v 

+  .^  +  «»-1  cos<n— 2)^-1- ii«co8ii^, 

und  hieraos,  wenn  wir  die  Cosinas  der  Gl eichyiel fachen  des  Bo- 
gens  ^  vereinigen  und  die  Relation  Um^^nn-m  beachten,  für  ein 
gerades  n: 

87«)    2»-*cos^=cosnv+iii  cos(« — 2) V'+fiaC08(ii— 4)y+^.+  iii4«, 

sowie  für  ein  ungerades  n: 

87*)    2»-*  cos  v^= cos  «v  +  Wi  cos  (n  — 2) v  +  n«  cos  (n — 4) v 

+  ....+n«(ii— i)C08^. 

Wenn    wir    f^ner    in    der  zweiten   der    durch  86)  bezeichneten 

Formeln  r+n(v  +  ö")=^*  *'®®  ^== — w(v+a)  setzen,  so  erbalten 
wir  darch  ein  ähnliches  Verfahren  wie  yorher  für  ein  gerades  fi: 

88«)    (— l)«2"-*»inv^  =  cos«v — «i  cos(«— 2)y  +  }t2Cos(n— 4)v» 

n 
—  ....( — l)^5W|n, 

und  ffir  ein  ungerades  n: 

88*)    (— l)J(»-i)2«-isinv"=Sinii«^— Wisin(n  — 2)v  +  »i2sin(n— 4)^ 

—  ....  (— 1)«(«— 1)  wi(n-i)  sin  V. 

Vermittels  der  vier  letzten  Formeln  kann  jede  Cosinus-  oder 
Sinus -Potenz  eines  positiven  ganzen  Exponenten  durch  die  Cosi- 
nus  oder  Sinus  der  Vielfachen   des  Bogens  ausgedrückt  werden. 

Es  Hesse  sich  leicht  noch  eine  grosse  Anzahl  von  Speziali- 
täten aus  den  allgemeinen  Formeln  70)  bis  78)  ableiten ,  von  denen 
jedoch  hier  nur  folgende  Platz  finden  mögen,  da  die  übrigen  die- 
sen an  Eleganz  der  Form  nachstehen. 

Die  Substitution  i//  =  2g)  in  den  Formeln  70),  71),  72),  73),  74) 
und  78)  führt  uns  in  dieser  Beziehung  nach  einfacher  Rechnung 
sogleich  Auf  die  Resultate: 


(_l)n-isin(r+2n-ly)  +  sin(r-~y)        .  .    ,     .  ^  x 
^^^ =  sinr-sin(r+2(p) 

+  sin(r  +  4g))— ....(— K|!^'-isin(r  +  2^32g,),  , 

89)  {  / 

(— l)»-^Xcos(r+2yi— l<p)  +  cos(r  — y>  ,    .o  x 
2^^^^^ — ^  =  cosr-cos(r+2<3p) 


+  eos(r  +  49)— ..-,(^l)«-ico«(r  +  2n— 29), 
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und,  w^D  wir  ib  den  letalen  zwei  GleichungOQ  noch  r^dsetsen, 
die  bekannten  Formein:  ^     , 

sin  ntp=ni  qos  v**^  sin  ^ — »igcos  v^-^ßin  v'+«6Cosv^"*sinv^..., 

cos  MV  =  cos  v^  T-^  112  COS.  v"""* si&  V*  +  ^4^08  v**"^sittK^-" 


M«»5 


we)die    d&n  Sintis   msd  Coeunus  eines  vielfachen  Bogfps  in  deo 
Potei^ei^  de«  Sinus  und  Cosinus  vom  ein  fachen  Bogen  ausdriickeD. 

Die  spezielle  Annahme  ^  =  ^  iu  GIdchung?])  und  9=^ '''3 
in  Cüeichung  70)  gieht  uns  endlich  die  Pormels: 

(—1)^ sing)« sin  (r+n^)  =  cosgj^sinr — Wj  cosy^^sinfr+v) 
+  OTaCosg>»-*sin(r+2g))  — ....(— l)«ni,rfD(rfji9),   \ 

( —  l)«sin  g)»cos  Ö*+  w  5-) —cos  y^cosr —  »i  Qosg)*-^co8(r+y) 


99) 


2 

+«a  cos  g)«-*  cos(r+2g)) — ....  (— l)«n«CDs(f  ^Ji^); 


und 


V. 


sinCy+n— lü)»^niwV 

^y^^T^; :^sinr+sin(r+v;)  +sin(r  +  2^) 

+  ....+sin(r  +  n^H  ■ 
100)  \  xp 

cos  (r + n  —  1  ö")  sin  awv 

-r^ = cos  j?  +  cos  (r  +  v)  +  co8{r +^) 

+  ....  + cos  (r+«^^)' 

Pie  letalen  zwei  Formeln,  lehren».  Sinus-  und  Cosinns-SaHlOC^ 
voq  Bügeni  zu  berechnen,  di^  in  einer  arithmetischen  progreesi^^ 
unt^r  einan^r  stehen. 

Einige  Worte  noch  mögen  diese  goniometrischen  Uiitersncbfi' 
gen  beschliessen.  Die  meisten  der  im  Vorhergehenden  enthaUT 
nen  bekannteren  Formeln  der  Goniometrie  werden  gewuholich  <{ürcli 
Yermittelung  des  Imaginären  nachgewiesen.  80  elegant  auch  der« 
artige  Beweise  sind^  so  ist  doch  nicht  in  Abredd  zu  stellen ,  dasa 
die  Einführung  der  imaginären  Grossen  der  Natur  des  Gegenstafr 
des^  mit  dem  wir  es  hier  zu  thun  haben,  gänzlich  fremdartig  igt 
Die  Goniometrie  bedarf  nicht  der  Theorie  der  imaginären  GrSt 
sen»  wohl  aber  die  letztere  der  ersteren.  Ueberdiess- ist  zo  Im 
merken,   dass  die  Beweise  mit  Hfilfe  des  Imaginären  keineawegi 
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elementar  genannt  werden  können»  da  der  Anfönger  wohl  ohne 
Schwierigkeit  mit  imaginären  Grossen  rechnen  kann»  aber  über 
ihre  eigentliche  Bedeutung  sich  noch  im  Unklaren  befindet.  Frei 
von  diesen  Mängeln  ist  die  Darstellungsmethode»  die  wir  im  Vor- 
hergehenden in  Anwendung  gebracht  haben,  und  dürfte  zur  Ein- 
führung der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln  in  die  Ele- 
mente der  Goniometrie  Veranlassung  geben. 


5.  7. 

Zwischen  den  Facultäten/  das  beisst  Grossen  von  der  Form 

«(« + /l")  (a  +  2Ä;) ....  (a  +  n — \U)  existirt  eine  grosse  Anzahl  interes- 
santer Relationen«  auf  deren  Entwickelung»  wie  wir  sogleich  sehen 
werden »  die  Theorie  der  höheren  Differenzenreiben  mit  dem  besten 
Erfolge  angewendet  werden  kann.  Cm  der  Darstellung  dieser 
Relationen  die  m'Oglichste  Kürze  zu  verleihen»  schliessen  wir  uns 
der  iSibHcben  Bezekhunng  der  Faeultäten  an  und  setzen  mit  Grelle: 


«(a+A:)(a  +  2i5;)....(a  +  w  — lA)=(/)t»  Ä)» 
und 

Dass  durch  diese  Grössenform  auch  die  Binomialcoefficienten  dar- 
gestellt werden-  können »  geht  sogleich  aus  der  Gleichung 

|[i(|x--l)  (fi— 2) ....  (|x-n+ 1)  _  (fi»  —  1)» 

^^  1.2.3....  w  """äTT)»^ 

hervor.    Dies»  vorausgesetzt»  entwickeln  wir  jetzt  mittels  der  leicht 
zu  beweisenden  Formel: 


(a»A:)«+i{j3,  A:)'-i(a+|5+m+rA:»  A:)^+(a»  Ä:)"»(j3»Ä:)^(a+|S+iii+rA:,  ky 
=  («,  *)"•  (|S,  ky--^  («  +  i3  +  m  +  r  — lÄ»  i)*-f  1 

aus  der  Reihe : 


ao=  (a,  ky,    ai ^  («»  k)'^^ (a  +  ß+v- U,  ky. 


ag^=(cc,  Ä)5'-**(a+j^  +  v-~2*»  ky,  u.  s.  w.» 
als  eintt  Haaptrdbe».  die  suecessiven  Diflferenzeiireihen»  nämlich: 

erste  Differenzenreihe: 


^ao=(a,  ky-Hß,  ky,  Ja,  =(a,  ky-^(ß,  ky(a+ß+v^lA,  ky, 
^04  =  (a,  k)^Hß,  fiy\a + jj  -f  v^^^^gy,  u;  s.  w. 
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zweite  DiffSerenzenrnhe: 


/ßa^  =  (a,  ky-^  (ß,  A)2  (a  +  i?  +  V  —  2k,  k)^ ,  u.  s.  w. 


mte  Differenzenreihe : 


Jma^=(a,  ky''^-^(ß,k)^(a+ß  ^v-ük,  k)^,  u.  s.  w. 
überhaupt  ist  allgemein: 


zu  setzen;    daher  erhalten  wir  mittels  Formel  21): 


(of,  ky-^  (a  +  /J  +  V  —  «Ä,  ky  -  (or,  A:)^  =  (a,  Ä)^i  (/?,  it) » 

+  (ct.k)^''(ß,ky(a+ß+7^lk,ky 
+ ....  +  (a,  A)^»(j3,  Ä)i(a+iS+v— «  +  U,  it)—», 

oder,  wenn  wir  beiderseits  durch  (ß,ky=^ß  dWidiren  and  dann 
ß  —  a  für  ß  schreiben: 


101)    ^^17^ =  (a,A:)^-i 


+  («,  A:)'^-2 (^  +  V --  U,  A:)i+  ....  +  (a.Ä)^-«(i5  +  v— w  +  U,  ;t)«-i. 
Ferner  ergeben  sich  aus  den  Formeln  23),  30),  31),  32),  33): 


(a,  Ä)^» (a+ß  +  v-nk,  ky  =  («,  ky  +  «i  («»  ky-^ (ß,  ky 
102)    < 

(ci^ky+i^^ky-^ß^ky+ia,  k)^Hß,  ky+....+(a,  ky-n^ß,ky 


{ 


103) 


(a,  it)''-»(«  +  |S  +  V— MÄ-,  k)« 


— (n— 1),  (a,  A)''-»+i  (/J,  A)»  («+/?  +  V—«  +  2ifc;  k)»-* 


+  {n-2Uu,  *)''-»+2(/S,  *)2(«+/J+v— »1+4*.  k)«-*-.... 


'  («,  *)»  +  («,  *)*-»  (|S,  Ä)" = (a,  *)»-»  (a  +  /S  +  V  -  nÄ,  Ä)» 
)  -»a.  /-T^C«.  *)''-"+'(iS.  *)»(«+i5+v— n  +  2Ä,Ä) 


104)     <  "*'(»-l)i 


+  n4.^^^(«,A)''-»+«(ft*)*(«+ß+v-«-M*.*)»-^ 
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Diesen  Formeln  können  wir  noch  eine  elegantere  Gestalt  geben 
durch  Vertansehang  von  ß  mit  —ß-^-k  und  a  mit  —  a  +  A:  in  115) 
und  von  a  mit  -—U'^-k  in  den  übrigen  Formein  unter  Anwendung 
des  Satzes : 

(- a)r  =  (— l)»' («— r  —  U)r. 

Dadurch  ergeben  sich  die  Resultate: 

k  k  k  k 

!&  ft  ik  '  ik 

(«■i-jS);     ,     _    0.      _    So         ;    ,,.  _    (S, 


flr-4 


Jz!ß;   — I — :t=i — n|.  ^  +  n2.*x"^»—( — l;*.w«--jjr-, 

k         k  k  k  k 

ilS)    1  — -F  +  T—--V— lr:T= — S +P1- £ 

«n— 2 

124)  -(i+(— i)"t)— - — r-+^iA- — k — 

«■  «IT  «R-1 

1        *      (tt— i3)«-4 

•  n— 2"*'         *         T""f 

«n-a 

125)  äi(i  +  ir)-ji^T+;r+T-^"-^-Tr- +;ri:2''»-«~TE— 

O^n  On  Cirn4.i  0114.2 

1     (a-/?)2^ 

■•••••  +  5»'       *     ' 

i(  Ir  It 

tt2n4-i  ''n+l  *'^»«+* 

.      1     i         («-(3)6  .       .       1_   («-|8)»H-i 

+M^P»-* — r— +-+2S+1 T~~' 

^»+8  '^»•-H 

und^  wenn  wir  hierin  A;= — 1  setzen^  die  folgenden  Beziehungen 
der  Binomlalfactoren : 


127)  — H-T(i-rTVr)  =  i+- +  -+••••+ 

^    «— p+l''        (a  +  l)n^  «1       «• 


a«-i* 
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138W        ^   .  R        («+/g-v+3)3 ,    1   ^  .    ^    (a+^-v+5)^ 


und 


139)    (a+j3)n=an/3o  +  «n-iA+a«-2j32+  . ...  +  «ojSji. 


Die  vorstehenden  Beziehungen  zwischen  den  binomischen 
GoefBcienten  lassen  sich  auf  mannichfache  Weise  noch  weiter  spe- 
ziaiisiren.  Einige  dieser  Spezialitäten  nidgen  im  Folgenden  nodi 
Piatz  finden.  i 

Es  sei  in  128)  ß—n\  dann  ist 

140)    (^«=1^^  +  ?^^ (-.1)«.^', 

woraus  für  uzzz — 1  der  bekannte  und  leicht  in  Worten  ausdr^ck- 
bare  Satz 

141)    (2ii)„  =  wo^ + Wia+»i22+ . . . .  +  «„«, 
und  für  a= — 2  die  Relation 

entspringt.    Für  a-=^n  erhalten  wir  ferner  aus  128) 

143)    (-I)n(^^l)^=:l_|3i+i3a-....(-l)»lS„, 
und  filr  /}2=E — tt  aus  derselben  Formel  mittds  des  Satzes 

{x-^y)  {x—y)  =x^—y^'. 

^^^    '"^7"=^  +  P'^+      P.2^     -^ 


n^(w^~P) (n^— 2g) .... (n^— n— P)  2 
+  ••••+  12.22.32....  w2  •«„* 

Die  Gleichung  127)  liefert  uns  für  /?  =— 1 

145)    ^ri-(-i)«r-^)=i---+---....(-i)«-^— ,  V 

die  Gleichung  128)  dagegen  für  dieselbe  Substitution 

146)     ^-^^=l  +  ^+^+....+;5;;. 
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ans  welcher^  wenn  a:=~2  gesetzt  wird,  das  ResuUat 

erhalfen  wird. 

Was  endlich  die  Formel  129)  betrifft ,  so  erhalten  wir  mittels 
der  Substitution  a= — 1  und  ß=in  unter  Anwendung  der  For- 
mel 58) 

148)    2»  =  no(2n)„~  ni (2w -2)„-a  +  n2(2ii~4)„-^4— . . . . 

Es  würde  ßich  leicht  noch  eiiie  grosse  Anzahl  netter  Rela- 
tionen zwischen  .-den  BinorolalcoefBcienten  vermittels  der  vorher- 
gehenden allgemeineren  Resultate  ableiten  lassen ,  was  wir  aber 
der  Beschränktheit  des  Baumes  wegen  dem  Leser  über][assen. 

Am  Schlüsse  dieses  Paragraphen  sei  es  mir  noch  verstattet, 
eine  Anwendung  der  allgemeinen  Formel  22)  zu  geben.  Kann  man 
nämlich  eine  Hauptreihe  Oq,  üi,  02,  '**»  am  so  wählen,  dass  sich 
nicht  nur  die  einzelneu  Glieder  der  höheren  Differenzenreihen,  son- 
dern auch  die  Summe 

% 

unter  der  Form  eines  einfachen  Ausdruckes  darstellen  lassen,  so 
tritt  auch  Rm  als  einfacher  Ausdruck  auf,  wodurch  wir  dann  eine 
Summation  der  Reihe 

(71— 1);„^">  I  ififo  +  (w— 2)m^i/"»+*öi  +  (71— 3),„z/»«+iaa 

+  ....  +  Wlm^'"+^an-iii-l 

gewonnen  haben.  Eine  Hauptreibe  von  dieser  Eigenschaft  ist  die 
folgende : 

„  -1     «-(HJ).!     „  .^OHHOa    ^  _(^+l)3 

«0-^,'  «i~-^'  ^^'-^^  ""^-JT' '"" 

welche  jetzt  zur  Anwendung  des  soeben  erörterten  Principes  die- 
nen möge. 

Ihre  Differenzenreihen  sind: 

erste  Differenzenreihe: 
Ja.-  -  Ja  -i-  ^ttl)»  j„  _  1   (*»+')<«  ^„  _  1    (f»+l)8        ' 

zweite  Differenzenreihe: 
J^a  -^  J^a  -1  (^+')'  ^„  -  1  (t±}h  Ai„  _  »  (f*+t)3 
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dritte  Differen«en reihe: 


a.  s.  w. 
rte  Differenzenreihe: 


mithVn  erhalten  wir  nach  Formel  ^): 

(f-fl)n      Wo   ,  w,       Wa  .        ,  Wm   ,  («--l)m  .  (n--2)m      (f*+l)i 
-— ^:  —  -f-  —  -f-  — r-""i +  ' ■*~"'i »7 «V 

(W— 3)m         (|li-fl)g  IWm  (jLt-f  l)n~iit-l 

f*m+i    *  (|ii--m--l)a  '      l*m+i'(ft — IW— l)n-m-l* 

Ihcb  12^  ist  aher,  wenn  n=:m -fl,  |9=n  und  o=fi  gesetzt  wird» 

f*— »+1\         (f*+JWl/         f*0       f*l        1^2  f*»V 

daher  geht  unser  Ausdruck  über  in: 
■     (^Hj)i»_      f*+l     A         wm+i      \      (n-l)m      (»-2)„.      (ft+l)t 

^  ft  —  W  +  lV  (fA  +  lWi/  ftm+i  fim+i     *  (f4--m— .1)1 

A,  ^Z^hl  (<^^'^)a  _    I         I      Wim  (fi+1)n-iii~l 

fiw-fl     *  (ft— W— 1)2       '"       fAm+i  '  (fA-Wl— l)«-m-l' 

oder,  wenn  'man  berücksichtist,  dass  ^=  — = — r-?  >   und  mit 

fhM^i   nualtiplicirt,  in 

ft+1         fim+|Wm-fl  _.         |\      ,,         9x  (f*+^)l 
Tl  '  7 — rf\ =(W — l}m+VW — ^)m  •  77       —      fT- 

oder  auch: 


Die   Theorie  der  höheren  Differenzenreihen    lässt  sich  auch 
Btir  Erfolg  auf  die  Differenzial  -  und  Integralrechnung  anwenden. 


Wir 


^^^f^^^ 


»-•-■ 


«^^=^-/Wt'^.*W 


f 


» •  - "  - 


zweite  Diferenzenmiie: 

^^^=  w-^«   ~d^'  '^'^ äS 


^«2= 


O.   8.   W. 

atte  DifiereDzenreihe: 


^«o=^j:;5:5i — 3is-'  ^«1= ^ ^ — . 


-rf'^=- 2^ ^» 

aflgemeio: 

^a,=_ ^_ 


ö^^kär  Werner:  Jäeorie  der  aöffeieUeten  RM^it  823 

Mit  Hülfe  dieser  Ergebnisse  leiten  wir  daher  leicht  ab 
Formel  21) 

.     tbs'  dx"    '  '^^'       dx'-^  ■'   dx 


150) 


rrf«-2F(a;)  df{x)-\     ^\-d^-^F{xt  df{x)-\ 


aus  23) 


161) 

d-^F{x)  d^m  .         .„     By^x<^"A^) 


ans  25) 

rrf''-''F(a:)   df(x)-\  fd^-'Fjx)  <P/ta;)-|' 

1S2^      <                       L  da:"-a    •    <te  J  ^  "L  rfa:"-«    '    dx^  J 

'                                    da:  dx 


— '(-ir-»  - — ^- — -. 


aas  27) 


f    .  „  'H-  Ar«-'    •  ^^> J  ,    ,,_    d'iF(x)^x)] 


dafl  •—^    '''  "■       dal" 


ai-.».. 


s** 


0' 


^^'■~*  ■—-••«v«^*^  4^ 


X' 


':/* 


'    * 


-^:^ 


4|f^' 


<.- 


'-f 


■^■■V. 


11  Vt««. 


'  .^ 


^-^ 


<^«" 


/  * 
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lit  Hülfe  dieser  Ergebnisse  leiten   wir  daher  leicht  JÜ^ 
^1  21) 


«\  .1 


,  "L  rfa;"-*    ■  dx   J  .  "  L  <te»-»    '  "rf«  J 
dx  da?" 


23) 


+  "«•    dar»-«  '  -3^-+-  ••  +  «-'(*)•  -dJS- 


25) 


rd«-'»F(a;)   ^^)"1       .rtfr-'FCj)  (P/t^)-|' 
"L  Ar*-»    ■    rfx  J  ^  "L  Ar»-»    ■   rfa;«  J 
dx  dx 


27) 


\ 


(-l)»F(ar) .  -^-j-_-^^5- ./)[«)-«»  -, ^^— 

_|-«J»-«F(a!)  ^  - -^  - 


S9* 
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§.9. 

Setzen  wir  in  der  bekannten  Integralformel 

fudv  =s=  UV  ^^fvdu 
dv=::Ädx,  also  v==fXdXi  und  fi=;r,  so  erhalten  wir 


2 


a)  fXa:dx:=^a:fXdx*-^fÄda^i 
und  durch  wiederholte  Anwendung  der  letzteren: 

b)  fJLxdx"^  =fdxfXxdx  z=fdx(jefXdx  —fXdx*) 

=fxdxfXdx-}xdx^=3^dx^-}xdx^ 

c)  }Xxdx'=fdxJXa!dx^  =^fda;{x}^dx'^ — 2fXdx^) 

=fxd3r}Xxdx'^  -  i}xdx* = xfxdx*  —}xda* 
-^'2fxdas*=xjxda*-ijxd:t^. 

Wie  wir  auf  die«e  Weise  weiter  fortschreiten  können ,  unter- 
liegt  keinem  Zweifel.  Betrachten  wir  aber  die  Ausdrücke  unter 
a),  b),  c)  nur  eini^ermassen  mit  Aufmerksamkeit,  so  erki^ne» 
wir  leicht  das  allgemeine  Gesetz,  unter  welchem  dieselben  stehen. 
Es  ist  nämlich 

/Äxdx«=^jrJXdaf''^njX:d2i'^. 

Den  vollständigen  Beweis  dieser  Formel  kann  sich  der  Leser 
leicht  durch  den  bekannten  Schluss  von  n  auf  n-f  1  verschaffen. 

Die  Anwendung  dieser  Relation  auf  die  Hauptreihe 

.tn  «I  m 

ao=ia:^fÄda:^y   ai=zx^'-^fÄa:da:^9  a^^^^x^-^JXx^da^t*... 
giebt  uns  folgende  Differenzenreihen; 

erste  Differenzenreihe. 

mArl  fii-l-l 


.  .  } 


3S8  &9Mmr  Werner:   Theorie  der  abgeieiteien  Reikem. 

« 

zweite  Differenzenreihe. 

^aa=in{iii+l);r"-*yXr*Ar*+*,  — 

u.  6.  w. 

■  .  rte  DifferenzeDreihe« 

»4-r 

J^Oi  =  (--l)''m(m+l)....(iii+r — l)a:«-'-V^<'^»^~+'»  •  •  • 
allgemein : 

^0^  =  (--l)'m(m+l)....(m+r— l)ar»-«--«/Xir**«^''- 
Wir  erhalten  denmach,  wenn  wir  der  Kfirze  wegen 

\fn}r^m(m+l)....(m+r — 1) 

setzen,  vermittels  dieser  Ausdrucke  ans  Formel  21): 

m 

»p+l  m+l 

ans  23) 

m  m  m-fl 

1Ö3)      < 

"^         *  m+l  m-fn 

+  nJimyt^-y'Xdxl^^^  — .. ..  (—l)»[m]n/iCda:«-H», 


aus  25) 


x^fXdx^  —  [m]ii/Xc^'"+" =a;"-V^Xa;c^'" 


^Ö^)       <  +  [m]i:i:«-^jrar«to'»+*  +  \m\x^-^fXxdx^'^'^ 


+  ....+  [m]«  -^:rÄr«+«-i, 


aus  27) 


m-f  n  m  m 

\fn\njXilsif^+^=:zX^fXdx^  -—  tiiX^-UXxdx^ 
166)      ' 

+  n^-^fXx^dx^  — . . . .  (— l)«%,7jtr»rfa:». 
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•Setzen  wir  endlich  i»  Formel  1G5)  mzszl^  so  erhalten  wir 

+  «a  a^^fXx^dx  — . . . .  (~  l)»w«/Xiir«rfa:. 

In  dieser  Gleichung  spricht  sich  das  bekannte  Verfahren  aas, 
Integrale  höherer  Ordnung  in  einfachen  Integralen  ausaodrucken. 


§10. 

Bisher  haben  wir  uns  stets  nur  mit  endlichen  Reihen  be- 
schäftigt. Es  bleibt  uns  noch  übrig  zu  zeigen,  wie  sich  die  Th'6o^' 
rie  der  bQh^reo  Differenzenreihen  auch  auf  die  Entwickelung  von 
oneDcUicheP  Reiben  anwenden  lässt.  Wir  gehen  zunächst  Fon  fol- 
gender  Entwickelung  aus: 

.  /    .       ^      ßs\n(p    \       .  '        ßsinop 

«•l  r rfarctg  ,  ,  ^  )  =:  sin  r .  cos  arctg ,  ;  ^ 

V  ^l+pcosg)/  **l+pcos9 

+  cos  r .  sin  arctg  7-7-5 

'  °l  +  pcos9 

l-{-ßco8w  ßslncp 

i=smr.    ^^         ■  -fcosr. 


Vl+2/Jcosg)+/3«  *  V  1+2 j? cos 9+13«' 

Jpurch  Multipiication  mit  V^l+2jScos9+/3^  ergiebt  sich  hieraus : 

Vl+2/5cos<3P+l32.sin  (*•+ arctg if^^)  =sinr+l3sin(r+g)), 

« 

^^^t»,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


q  =  ^l  +  2ßcos<p  +  ß^ 
.      ßainw 

^sin(r+v)=sinr+j3sin(r+9). 
Vermittels  dieser  Relation  entwickeln  wir  aus  der  Hauptreihe 
c^=:sinr«  ai  =  gsin(r+v),  a2=^q^8\n(r-t-2tp),..,. 
^■^^"•'"de  successive  Differenzenreihen.: 

erste  Differenzenreihe: 
:/Jsin(r+g)),  ^ai=/5gfsin(r+g)+v),  i^a.=/3flr«sin(r+^9^),. 


3St  Owltat"  Werner:    Theorie  der  abgeieiieteH  Reihen. 

zweite  Differenzenreihe  i 

J^a2^ß^q^sin(r+2q)  +  2tp),.... 
.  q.  s.  w. 

fite  Differenzenreihe: 
j^ao^=:  ß^sinir+nip),  ^»fli=:/S»»y8in(r+iig)+y), 

z/*fl2  =•  j5"^*  sin  (r + W9  +  2  v)  >  •  • .  . 
allgemeio : 

'  ff 

jd^ax=^ß^q^  sin  (r+wy+a:^) , 

)Dd4  hieraus  unter  Anwendung  df^r  Formel  22) 

/   ^sin(r-f nv')^sinr •^itiJ?sin(r-f9>)-f n2i3^sin(r-f29)) 

+  -. .  +nm/5"^sin(r+m9>)  +  Ä», 


176)      {   Äm  =  /3"+^M(«-l)msin(r+m  +  l9) 


+  (n— 2)m  9  sin  (r-|-m+ lg>+v) + {n  -\^)«^'«in  (X'\-m-\- 1  g>+2^) 
+  ....+»io,^»-«-^sin(r+iii+l9>+«— wi— lv)l. 
Dieses  Restglied  jßm  lasst  sich  aber,  wenn  wir  den  Satz 
nm+t  =  (n— l)fii  +  (n— 2)m+(»— 3)»+ ....  +  nim*) 


*)  ülan  überzeugt  sich  nämlich    leicht  Ton   der  Richtigkeit  der  Re- 
lation 

Wm+i  •—  {n — l)m+i  =  (n  — l)m. 

Setzen  wir  nun  in   derseihen  für   n  der  Reihe   nach    m-\-l,  m-|-2, 
m-|-3,  ....  n  — l,  72;  so  erhalten  wir  folgende  Gleichungen: 

(m+l)OT+i  —  Wlwi+i  =  Wim , 
(m+2)m+i  —  (/n  +  l)m+i  =  (Wl+  l)n, , 

(»1+3)^+1  -  (m+2)m+i  =(?n+2)m , 

U.    8.    W. 

(w— l)m+i  —  (n— 2)m+i  =  (n— 2)m 

»»n»+t  —  (n— 1)ot+i  =  (n— l)m 
au«  deren  Addition  die  Gleichung 

nm+i~  »im+i  =  mm+(m+l)m  +  (m+2)m+....  +  (w— 2)m+(«— 1)w    . 
oder,  weil  offenbar  mni-|-l=0,  die  zu  Terifizirende  Gleichung 

nm+i  =  (n— l)»+(n— 2)»+(n-^)m  +  ....+Jii» 
•atapringt. 
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Dass  diess  wirklich  der  Fall  ist,  kann  auf  folgende  Art  leicht 
gezeigt  werden.    Zunächst  kann  der  Factor  ,  t>  »-    . — -jz  auf  die 

€t       et      dt  dt 

Form    T'rt'ö"««" — Xi     gebracht  werden.      Isl  nun  a  zwischen 

den  Zahlen  r  und  r-f-l  eingeschlossen  oder  der  Zahl  r  glielch,  so 
haben  wir 

r 

a    a   a        a       ce  a 


12  3"r    r+l       m+r 

Der  Theil   i-rr-o—*"  *«*  endlich  und  der  Theil  — tt-ti;"- — rr 
123      r  -^  .r+lr+2     m+1 

besteht  aus  einer  unendlichen' Anzahl  von  echten  Brüchen  als  Fa- 

ctoren,  deren  Zähler  sämmtlicb  von  m  unabhängig  sind,  weswegen 

dieser  Theil  offenbar  der  Grenze  0  sich  nähert.     Multiplicirt  man 

aber  diesen  Theil  mit  dem  vorausgehenden   endlichen,  so   muss 

sich  dieses  Product  sicherlich  auch  der  Null  nähern.    Daher  ist 

^''"l.ä.3....(fi. +!)="• 

»  • 

Jetzt  kommt  es  also  nur  noch  darauf  an  zu  zeigen,  dass  oft 
genannte  Mitteigrusse  endlich  oder  null  sei.  Da  jede  der  in  ihr 
enthaltenen  Grössen  einen  Sinus  als  Factor  enthält,  so  muss  eine 
solche  Grosse  kleiner  als  der  Factor  sein,  mit  welchem  ein  sol- 
cher Sinus  verbunden  ist.    Es  bleibt  uns  daher  nur  noch  übrig  zu 

untersuchen,    ob  jede  der  Potenzen  von  1  1+2— cos^+f— J     I 

endlich  ist.  Alle  vorderen  Potenzen  dieser  Grösse,  die  in  genann- 
ter Mittelgrösse  vorkommen,  sind,  da  sie  von  n  und  m  unabhängige 
Exponenten  haben,  endlich.    Die  letzten  Potenzen  von 

dieser  Mittelgrösse  erfordern  jedoch,  weil  sie  von  n  und  m  ab- 
hängen, eine  besondere  Betrachtung. 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  eine  derartige  Potenz  unter  der 

Form  I  l+^  —  costp+i—j  1  enthalten  ist  Um  diesen  Grens- 
werth  zu  bestimmen,  benutzen  wir  den  Satz 


Llm(11-«)'=:« 
Theil  Uli.  » 
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Lim€=0*). 


*)  Sei  sanächst  m  eine  positive  ganze  Zahl  >  1 ,    üo   kt  weh  dem 
BinomiaUbeoreni 

/_     1\"      .m    1      i?i(m—l)   J^^mCm  — l)(m'-2)     1 

,         ,  »i(iii— l)....(m — m— 1)      1 

■  ••••■ i— ö — *  •  — - 


—  *+'+   1.2  +  1.2.3 


,   ,6-£)0-D-C'-=g^) 

l,2«o...  »fn 

In  den  Gliedern  dieser  Reihe,  welche  von  m  abhängige  Zähler  enl- 
halten,  kommen  lauter  IHfferenzen  als  Factoren  TÖr,  welche  offenbar 
positive  echte  Brüche  sind,  da  kein  Subtrahend  die  Einheit  äberstei|gL 
Wir  erhalten  daher,  sobald  wir  beim  zweiten  Gliede  stehen  bleibe«,  Uh 
gqnde  Vergleichung: 


Ferner  ist  offenbar 


o+a 


(■+s)">^ 


"»  11  1 

<  1  +  1  +  2 +22+  ••'*"2^^* 


oder  nach  der  Lehre  von  den  geometrischen  Progressionen 

0+^)'"<l+20-2i)'  ' 

folglich  auch 

1\»      ^ 


Daher  haben  wir 


>2. 


Wir   sehen    hieraus,     dass    f  1-|--J      eine  Grösse  ist,  welche  für  ;9l >>  I    ^ 
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Nacii  diemn  Satze  bt 


2 


=  Lini  (  Ll+-(2cosg)+-)J 
=  Lira  e^^"  ~^  *  ^^  *'***  ^    ^  =  6«  «••  5^ , 


jederzeit   zwischen   i)«ii  SEahlen    2  und  3    eothaitfn   ist;    also    ist   aoeh 

Lim  I  ]-{ — I     für  Lini;ra  =  QO  eine  zwischen  2  and  :d  liegende  9Al|l|^,^a 

wir,    ohne   ihren  genaueren  Werth   zu   erforschen,    durch   e   bezeichnen 
wollen,  so  dass  in  diesem  Falle 


JAm(l  +  iy=e. 


Ist  femer  q  ein  positiver^  Broeh,  «o  ist  dieser  «wiseliea  vwei  positi- 
ven ganzen  Zahlen  n  und  n-^1  eingeschlossen,  so  dass 


Hieraus  folgt 


und 


n<p<n  +  l. 


,+•!>, +l>,+-^ 


(■nr>(>*^)'>o+40" 


oder 


('+i)"(>4)>o+D'>('+fflr'('+.-ii> 

■'  '  f      1  \9  '■■ 

Beide   Grenzen,   zwiachen' welchen  \\-\ — )      litgt,  . nähern   sich  aber, 

wenn  tl  wächst,  nach    dem  Vorhergehenden   immer  mehr  unJ  metir  der 
ZaKl   ^,    folglich  n^oss    diese    auch    für  «fie  da^wifchen   liegende  Zahl 

(1*1 — I    stattfinden.    Daher  haben  wir  auch  in  diesem  Falle 

Um(l  +  ^y^e. 

23» 
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also  endlich  9  folglich  hat  auch  die  zu  untersuchende  *  Mit 

einen  endlichen  Werth.     Aus  allen  diesen  Untersuchungen  geht 

hervor,  dass 

l+2-cosg)+f-J  J    sinf    r  +  narctg J 


a a* 


=:sinr+T-.8in(r+9)  +  j-2sin(r+2g)) +  .,..  in  inf. 
Der  erste  Factor  dieser  Limes  kann  nach  dem  Satze 

Lim(l+f)«=c  für  Lime=0 
folgendermaassen  bestimmt  werden: 

2-1 2 


Liiii[l+2^co89.+(0*]] 


Ist  endlich  fk  eine  negaÜTe  ganze  oder  gebrochene  Zahl,  so  können 
wir  ^  =  — {y-\-X)  setzen,  wobei  v  eine  posiCiTe  Zahl  bedeatel.  Dieu 
Toransgesetzt ,  ist 


o+r=o-Är'""=(;ivy'=m 


folglich,   wenn  wir  zur  Grenze  fär  wachsende  fk  übergehen,   da  v  posi- 
tiv ist: 

Der  Satz 

LiniM+—J    =g  für  Limtf^X 

gilt  sonach  für  jedes  a.     Hieraus  geht  natürlich  auch  herror 

1 
Lim(l  +  «)'=:6  für  Lim£=0. 
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Der  E weite  Factor  dagegen  kaoD,  wenn  wir  von  dem  Satze 

• ,     arctgtf 

liUÄ — - — =1  für  Linie=0^)  Gebrauch  machen,  von  dem  Zeichen 

Lim  auf  folgende  Art  befreit  werden: 


r-fftarctg- j 

1+  —  exi^my 


1+-C0S9- 


a 
arctg  - 

= Lim  ein 


— smy 
1+-C0S9 


f 


1+-C0S9 

sLhnsin  j   r+ ^    j  =  sin  (r+  «sin 9). 

V      l+^cos9y 

Wir  erhalten  daher  aus  dem  Vorhergehenden  als  Endresultat: 


a a« 


176)     ««•w*»sin(r+asin9)=sinr+  j-sin(r+9)+ j-2sin(r+29)+ 


•••• 


n 


^  Besetchnet  X  eioeo  Bogen,  welcher  ^n»  «o  gilt  belcanntlich 

tga;  >  o:  >  sinar; 
iulflicii»  wenn  wir  ^= arctg«  setzen, 


arctff  8 
[FAt   Lim  •  =  0    fallen   die  Grenzen,    zwischen  welchen   ^-  einge- 

kiUoMen  ist,  da  jede  derselben  der  Einheit  gleich  ist,  zntammen,  wes- 
ngeB  «ach 


SB         a»»M  W^mer:  ntmle  ätr 


i  '-1  .■ 


nnif  wenn  wir  r  in  r  -f-  ä"  fibe^cheo  laasen, 

.  -     j .      -       .         .  ,  * 

■''■•-•     •       •  1 

177)    e'^9co8(r+a8iDg>)=zcQBr+  T-co«(r+^)+ j-^co8{r+4^)+.... 

Diese  Fonneln  gpeslatten  wegen  ihrer  Allgemeinheit  mannich- 
ÜEtche  specielle  Kolgemngen»  Ton  denen  wir  hier  nur  wenige  bei- 
ffigen  wollen. 

Aus  Formel  177)  erhalten  wir  far  r:=9)  =  0  die  bekannte 
Ezponentialentwickelnng 

woranB  ßbr  a^l  die  genauere  numerische  Bestimmung  von  e  folgt. 
Endlich  ergiebt  sich  aus  176)  und  177)  für  r=0  und  9=o  • 

179)  »«•»«=r-"i5:3+o:3:4:s— • 


«••• 
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[ 


Einige   Bemerkangen   über  den  abgestumpften  Kegel 
mit  Rücksicht  aaf  praktische  Anwendung. 


Von 

dem    Heransgeber. 


Der  abgestampffe  Kegel  ist  bekanntlich  ein  Kurper,  welcher 
bei  praktischen  Geschäften  häufig  in  Anwendung  kommt;  den  In- 
halt eines  Baumstammes  z.  B.  wird  man  nach  meiner  Meinung 
immer  am  Genauesten  erhalten  ^  wenn  man  denselben  in  mehrere 
abgestampfte  Kegel  zerlegt;  Braubottiche  und  ähnliche  Kiirper 
haben  häufig  die  Gestalt  abgestumpfter  Kegel»  u.  s.  w»  DieRech- 
Dung  nach  der  gewöhnlichen  Formel  für  den  Inhalt  des  abg^ 
stumpfteA  Kegels  ist  aber  immer  etwas  weitläufig,  und  insbeson- 
dere ist  dieselbe  nicht  geeignet,  um  auf  sie  die  Construction  einer, 
\ .  die  Rechnung  erleichternden  Tafel  zu  gründen.  Ich  will  daher 
\  im  Folgenden  eine  Transformation  der  in  Rede  stehenden  Formel 
mittbeilen,  die  mir  vor  den  verschiedenen,  schon  in  Vorschlag 
gebrachten  Umformungen  dieser  Formel  einige  Vorzüge  zu  haben 
ficheint;  und  so  einfach  und  unbedeutend  die  Sache  auch  in  theo- 
retischer Beziehung  ist,  so  dürfte  sie  doch  auf  der  anderen  Seite 
Id  praktischer  oder  technischer  Beziehung  einige  Beachtung  ver- 
dienen; vielleicht  ist  dieselbe  auch  schon  bekannt,  gewiss  aber 
Dicht  so  allgemein,  wie  sie  es  nach  meiner  Meinung  zu  sein  verdient. 

Beseeichnen  wir  wie  gewöhnlich  die  Halbmesser  der  grösseren 
ODd  kleineren,  sogenannten  unteren  und  oberen  Grundfläche  des 
abgeatampften  Kegels  respective  durch  R  und  r,  seine  Uühe  und 
eeioen  lohalt  respective  durch  h  und  A',  so  ist  bekanntlich 

1)     Ar=r:|ji;A(Ä2  + Ar +  !*•). 

.Nim  Ist  aber 

B«  +  Är  +  r*  =  /2«  +  2Är  +  r*— Ar, 
«a  +  ßr  +  r*= Ä«  -  2Är  +  r2+3Är ; 
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also 

ßa  +  Är  +  ra=:(Ä+r)a— Är=(Ä  — r)«  +  3Är; 

folglich  nach  1): 

A'=:}7rA{(«— r)*+3Är}; 

oder 

ZKz=  i7rA|3(Ä  +  r)a— 3ÄrU 

woraus  sich  durch  Addition: 

4*:=i7rÄt3(ß+r)«+(Ä— r)«!. 


also 


oder 


2)    A=:TV7rAl3(ß  +  r)«+(Ä-r)«) 


3)    JE=i7rA(Ä  +  r)2+A^Ä(Ä— r)2 


erglebt  Bezeichnet  man  zvrei  Cy linder,  welche  mit  dem  abge- 
stumpften Kegel  gleiche  Hohe  und  zu  Halbmessern  die  Summe 
R  +  r  uud  die  Differenz  R — r  haben ,  respective  durch  Cn+r  und 
Cjs-r»  so  ist 

CÄ+r=JrÄ(Ä+r)a,     CR^r^nkiR^r)^; 

also  nach  3): 

Nach  meiner  Meinung  sollte  man  die  ^nr  Erleichterung  prak- 
tischer Körper- Berechnungen  entworfenen  Tafeln  nicht  zu  sehr 
vervielfältigen;  hauptsächlich  und  vor  allen  Dingen  sollte  man  sein 
Augenmerk  auf  die  Berechnung  einer  recht  zweckmässig  einge- 
richteten Tafel  zui^Bestimmung  cylindrischer  Räume  richten,  deren 
Construction  nicht  der  geringsten  Schwierigkeit  unterliegt,  da  eine 
solche  Tafel  nur  zwei  Argumente  oder  Eingänge,  nämlich  Höhe 
und  Halbmesser 9  zu  haben  braucht;  suchte  man  nun,  was  sehr 
häufig  in  zweckmässiger  Weise  angeht,  die  theoretischen  Formeln 
zur  Berechnung  des  Inhalts  der  Korper  so  einzurichten,  dass  die- 
selben als  Summen  oder  Differenzen  von  Cylinderu  oder  als  Sum- 
men oder  Differenzen  gewisser  Vielfachen  oder  gewisser  aliquoten 
Theile  cylindrischer  Räume  erscheinen,  so  würde  eine  Tafel,  wie 
die  von  mir  gewünschte,  eine  allgemeine  Tafel  zur  Erleichte- 
rung aller  Körper-Berechnungen  sein,  da  eine  Multiplication  oder 
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Divisioa  der  aas  der  Tafel  zu  entneliflieDdeD  Zahlen  mit  einer 
ganzen  Zahl  von  massiger  Grosse  in  der  That  nicht  sehr  in  Be- 
tracht kommen  kann,  wenigstens  für  den,  dereinige  mathematische 
Kenntnisse  hat.  Besitzt  man  aber  eine  solche  Tafel  zur  Berech- 
nung cylindrischer  Räume,  deren  Herausgabe  in  recht  zweck- 
mässiger Form  ich  Im  Interesse  der  Praxis  für  ein  verdienstliches 
Unternehmen  halten  würdis  und  zu  der  ich  wohl  auffordern  möchte, 
so  ist  die  Berechnung  von  Kegelstumpfen  nach  der  Formel 

sehr  leicht,  was  einer  weiteren  Erläuterung  hier  nicht  bedarf. 

Uebrigeos  würde  man  auf  die  vorstehende  Gleichung  auch 
zweckmässig  die  Berechnung  einer  besonderen  Tafel  zur  Bestim- 
mung von  Kegelstumpfen  gründen  können.  Solche  in  der  Praxis 
vorkommende  Körper  weichen  fast  immer  nur  sehr  wenig  von 
Cylindern  ab  öder  es  ist  bei  denselben.  R—r  fast  immer  nur  eine 
sehr  kleine  Grösse,  und  auch  die  Höhe  h  wird  meistens  nicht  sehr 
beträchtlich  sein,  wenn  man  namentlich,  wie  etwa  bei  Baumstäm- 
men, den  zu  berechnenden  Körper  in  mehrere  einzelne  Theile, 
die  man  als  abgestumpfte  Kegel  betrachtet,    zu  theilen  genöthigt 

Ist.    Wenn  man  nun  für  die  Grösse. 

if  ■ 

eine  Tafel  mit  den  beiden  Eingängen  oder  Argumenten  R-{-t  und 
h  berechnet,  so  wird  man  dieser  Tafel  leicht  noch  eine  kleine 
Correctionstafel  für  die  immer  nur  sehr  kleine  Grösse 

beifugen  können,  und  mittelst  dieser  beiden  Tafeln  wird  sich  dann 
der  abgestumpfte  Kegel 

bloss  durch  eine  einfache  Addition  zweier  Zahlen  mit  jeder  er- 
forderlichen Genauigkeit  berechnen  lassen. 

In  der  Praxis  kommen  auch  häufig  abgestumpfte  Kegel  mit 
elliptischen  Grundflächen  vor,  wie  denn  z.  B.  nicht  selten  Bräu- 
bottiche u.  s.  w.  eine  solche  Gestalt  haben.  Es  möchte  daher 
nicht  unzweckmässig  sein,  dem  Vorhergehenden  bei  dieser  Gele- 
genheit noch  ein  paar  Bemerkungen  über  die  Berechnung  derarti- 
ger Körper  hinzuzufügen.  Zu  dem  Ende  wollen  wir  für  ^\e  beiden 
elliptischen  Grundflächen  eines  solchen  abgestumpften  Kegels  die 
halben  Hauptaxen  durch  A,  a,  dagegen  die  halben  Nebenaxen 
durch  A,  6,  die  Höhe  dieses  Körpers  aber  wie  gewöhnlich  durch 
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h  bezeichnen.    Dann  erhellet  zovörderst  leicht  die  Richtigkeit  der 
Proportion : 

ans  der  auch 

A — a:a  ^=Ä — b:b 

folgt.    Ist  non  X  die  Hube  des  sogenannten  Ergänzungskegels ,  so 
ist  offenbar 

Aiats  B:b=^  h  +  js:x^ 

also 


woraus 


2iar=a(A  + j?). 


_    ^^   ^    6A       , 
Ah         Bh 


folgt.    Ist  jetzt   wieder  K  der  Inhalt  des    abgestumpften  Kegd^ 
so  ist  nach  der  Lehre  Tom  Kegel  und  von  der  Quadratur  der  Ellipse: 

K^lTtAB-^ \7tab    ""^ 


A^a      ''"'*'' A—a' 


also: 


oder  auch 


also 


it(A^B--aH)h, 


K:=z  ItcAB  ß-j^^T  —  i^nb  -g— I 


^TtjAB^^ab^h 


Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen: 


.      aB  bA 


also  nach  5)  und  6): 


^_nB(A»—a»)k_7fA(B*—^)h. 
*~    SACA—a)    —    WiB—b)    ' 


Kegel  mit  RüekHekt  aar  prahüiCi^  Anmendung'  347 

oder: 

7)    K=.-T.  \nh(AHAa^a*) = - .  i«A  (^«+^0+0«) 

Setzen  wir  dud  auf  ähnliche  Art  wie  oben: 
so  ist  nach  dem  Obigen: 

=  ^(iCii+5+Afti-^) 

-Man  kann  also  auch  die  Berechnung  elliptischer  Kegelstnropfe 
avf  die  BereebnuDg  von  Cyiindem  zurfiekfähren  und, die  oben  be« 
schriebenen  Tafeln  zu  deren  Berechnung  benutzen.  Weitere  Fol* 
genmgea  hieraus  zu  ziehen»  überlassen  wir  dem  Leser. 


Emige  Bemerkungen  über  die  Gleichungen  des  drit- 
ten Grades. 

Voo 

dem  Heraasgeber. 


In  der  Abhandlung  Tbl.  XI.  Nr.  XXXIII.  habe  ich  den  folgen* 
den  Satz  von  dAn  cnbiscben  Gleichungen  bewiesen ,  ohne  dabei 
irgend  welchen  Gebranch  von'  der  eardanischen  Formel >  die  fSr 
adch  überhaupt  immer  etwas  Zurücks tossendes  hat,   zu  machen; 


0frmm€r$: 
Wes»  die  gegebene  e«bi«ebe  Gleicbvsg 

l«ty  Bad 

f  •••tzt  wird,  00  bat,  wenn 

ist,  die  gegebene  enbisehe  Gleicbvog  el»e  reelle  nod 
zwei  —  natfirlieh  vogleielie —  imaginäre  Wnrzelo;  wenn 
dagegen 

ist,  so  liat  die  gegebene  cnbiaehe  Gleichung  drei  reelle 
Wurzeln,  von  denen  zwei  einander  gleich  sind;  wenn 
endlich 

ist,  Bo  hat  die  gegebene  enbisehe  Gleichnng  gleich- 
falls drei  reelle  Wurzeln. 

Bei  der  Beurtfaeilung  der  Muglicbkeit  oder  Dnmuglichkeit  der 
Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

a:3  +  aa:2  +  te+c  =  0, 

die  eine  vollständige  cubische  Gleichung  ist,  in  welcher  das  zweite 
Glied  nicht  fehlt,  kommt  es  also  lediglich  auf  die  Beurtheilung  des 
Werthes  der  Grösse 


d.  b.  darauf  an,  ob 


< 


ist.  Indem  dem  obersten  Zeichen  eine  reelle  und  zwei  imaginäre, 
dem  mittleren  und  untersten  Zeichen  drei  reelle  Wurzeln  entsprechen. 

Nach  dem  Obigen  ist 

/2  1  \*      4  1 

also 
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27«.  (il«-JB)  =  {2a»— 9a6  +  27c)»+4(36— a«)» 
oder 

27«.(^2_^)--{3(9c_aÄ)_2a(36-a2)ia  +  4(36-a«)», 

♦ 

so  dass  man  also  meinen  obigen  Satz  auch  auf  folgende  Art  aus- 
sprechen kann: 

Jenachdem  man  in  der  Bedingung 

(2a»— 9a6  +  27c)«  +  4(36— aa)»  =  0 

< 

oder,  was  Dasselbe  ist,  in  der  Bedingung 

{3(9c— a6)-2a(3Ä-a»)i«  +  4(36— a«)'=:0, 

% 

das  oberste  Zeichen  oder  eins  der  beiden  unteren  Zei- 
chen nehmen  mtiss,  hat  die  cubische  Gleichung 

eine  reelle  und  zwei  imaginäre  oder  drei  reelle  Wur- 
zeln. 

In  def  Abhandlung  Tbl.  XXII.  Nr.  IH.  hat  Herr  Schulrath 
Müller  in  Wiesbaden,  sich  unmittelbar  an  die  cardanische 
Formel  anschliessend»  den  folgenden  Satz  bewiesen,  wenigstens 
würde  ich  mir  erlauben,  denselben  auf  folgende  Art  auszusprechen : 

Jenaclfdem  man  in  der  Bedingung 

(««— /?y)a— 4(ay  -  i5«)  (i?«— y2) —o 

das  oberste  Zeichen  oder  eins  der  beiden  untere«  Zei- 
chen nehmen  muss,  hat  die  cubische  Gleichung 

ax^  +  3i?ar«+3yar  +  «=0 

eine  reelle  undi  zwei   imaginäre  oder  drei  reelle  Wur- 
zeln. 

Es  war  zu  erwarten,  dass  beide  Sätze  im  Wesentlichen  töI- 
lig  einerlei  und  nur  rücksichtlich  der  Form  der  analytischen  Aus- 
drücke, auf  die  es  bei  diesen  Sätzen  ankommt,  verschieden  sind. 
Dies  etwas  näher  zu  erläutern,  ist  der  hauptsächlichste  Zweck 
vorliegender  Zeilen. 


1 
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Zu  dem  Ende  will  ich  den  Satz  des  Herrn  Seblihath  Mül- 
ler zuerst  auf  die  cubiscfae  Gleichung: 

anwenden,  d.  h.  ich  will  in  der  von  demselben  aogegebeoeo  Be- 
dingung fQr  a,  ß,  y,  d  respective  a.  Iß,  ly,  S  setzen.  Dadurch 
wird  die  in  Rede  stehende  Bedingung,  wie  man  sogleich  findet: 

(9a5  ~/3y)«^4(3ay-/32)  (3jSd-  y«)  =0, 

in  welcher  Form  ich  überhaupt  für  den  praktischen  Gebrauch  die 
Bedingung  lieber  ausdrucken  möchte.  Wendet  man  nun  diese 
Bedingung  auf  die  Gleichung 

an,    d.  h,  setzt  man 

a=l»    ß^^üy    y=b,    özzzc; 
so  erhält  man   die  Bedingung: 

(9c  —  a6)«— 4  (36 -^  a«)  (3ac — 6*)  =  0, 

< 

rnid  es  fragt  sich  nun,  ob  mit  dieser  Bedingung  meine  obige 
Bedingung 

(2a3— 9a6  +  27c)«  +  4(36  -  a«)^  =  0 

< 

einerlei  ist?    Entwickelt  man  aber  die  Grösse 

(2a8  -  9fl6  +27c)2  +  4  (36  —  a«)» 

und  hebt  auf,  was  sich  aufheben  lässt,  so  findet  man  für  dieselbe 
de»  Ausdruck 

27  (—  a«62+27c«  +  4a«c— 18a6c  +  468), 

folglich  die  Bedingung: 

—  o26»  +  27c2  +  4a8c  -  ISabc  +  46»=0. 

< 

Entwickelt  man  ferner  die  Grösse 

(9c — aö)«  —  4  (36  -  ä^)  (3ac — 6^ 

und  hebt  wieder  auf,  was  sieb  aufheben  lässt,  so  erhSlt  man  Ar 
dieselbe  den  Ausdruck: 
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3  (—  a%>-f  27ca-f  4a8e— ]8a6c + 46») , 

folglich  die  Bedingung: 

> 

—  a%^ + 27ca  +  4«»c — 18a6c + 46»  =  a 

< 

ffierans  sieht  man  also,  dasa  meine»   schon  im  Jahre  1848  an« 
gegebene  Redingung: 

(2a8-^9iiÄ  +  27c)«+4(36--a«)»=0. 

< 

und  die  Bedingung  des  Herrn  Schul rath  Müller: 

(9c  -  «6)2  — 4(36  -a2)(3rtc—62)  =0, 

< 

in   der  That  im  Wesentlichen  völlig  einerlei  und  nur   dem  Aus- 
drucke nach  verschieden  sind. 

Ich  bin  gern  bereit,  dem  Muller'schen  Ausdrucke,  nament- 
lich in  der  obigen,  von  seinem  Urheber  ihm  .ursprünglich  gege- 
benen Form»  den  Vorzug  der  grösseren  analytischen  Eleganz  zu- 
zogestehen»  und  viele  Andere  werden  gewiss  derselben  Ansicht 
sein»  um  so  mehr,  weil  dite  Grössenform  (a^— j^y)^— 4(ay— |3^)(j3d — y*) 
bekanntlich  in  ganz  ähnlicher  Form  auch  bei  vielen  anderen  Un- 
r  tersochungen  auftritt.  '  Jedoch  glaube  ich  auf  der  anderen  Seite 
gefunden  xu  haben,  dass  mein  Ausdruck,  namentlich  bei  allge- 
meinen anah^tischen  Entwickelungen,  manche  Vortheile  vor  dem 
M  filier 'sehen  darbietet,  was  ich  vielleicht  einmal  bei  einer  an- 
deren Gelegenheit  näher  erläutern  werde.  Für  jetzt  will  ich  nur 
ganz  in  der  Kürze  bemerken,  dass  z.  B.  ans  meinem  Ausdrucke 
sieh  ftuf  der  Stelle  ergiebt,  dass,  wenn 

36-aa>0 
HtCy  niemals 

(2a«-9fl*+27c)«  +  4(36— fl«)»~0 

sete  kann,   sondern  immer 

(2a»  -  9a6  +  27c)«  +  4(36-0«)»  >  0 

eefn  muss,  was  nnmittelbar  auf  den  folgenden,  wohl  einigermamen 
bemerkeneiirerthett  Satz  führt: 

Wenn  36— a«>0  oder  a«<36  ist,  so  hat  die  cubische 
Gleichung 
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jederzeit  eine  reelle  und  zwei  imagiBäre  Wurzeln. 

Weil  nach  meiner  Meinung  der  vorliegende  Gegenstand  für  die 
Algebra  wichtig  ist,  so  habe  ich  denselben  hier  etwas  näher  be- 
sprochen, und  will  mir  erlauben,  diesen  Aufsatz  mit  der  folgen- 
den 9  an  die  Leser  dieser  Zeitschrift  gerichteten  Bitte  zu  schliessen. 

Aus  der  Theorie  der  Flächen  des  zweiten  Grades  in  der  Geo- 
metrie und  aus  der  Theorie  der  Uauptaxen  der  Systeme  materiel- 
ler Punkte  in  der  Mechanik  weiss  man,  dass  cubische  Gleichun- 
gen von  der  Form: 

(x—a)  (ar-6)  (a>-c) — d^{x-a)  —  ««(ar— 6) —/^(a:— c)  +  2de/=0, 


d.  V.  von  der  Form : 


x^ 


—  a 

a:«  +  a6 

—6 

+  6c 

—  c 

■{■ca 

---dd 

—  ee 

-ff 

x  —  abc 
■{■add 
+  bee 

+  cff 
i^def 


=0, 


jederzeit  drei  reelle  Wurzeln  haben.  Man  hat  für  diesen  Satz 
auch  schon  verschiedene,  ziemlich  känstlicbe^  rein  algebraische 
Beweise  gegeben,  von  denen  einer  in  meinen  Elen^enten  der 
analytischen  Geometrie.  Tbl.  If.  Leipzig.  1839.  S.  199. 
§•  72.  mitgetheilt  ist.  Es  scheint  mir  jedoch  interessant  zu  sein, 
die  obigen  allgemeinen  Kriterien,  nach  denen  man  die  Anwesen- 
heit der  reellen  und  imaginären  Wurzeln  bieurtheilen  kann,  auf  die 
vorstehende,  sehr  merkwürdige  und  wichtige  Gleichung  anzuwen- 
den, was  freilich,  wie  sich  voraussehen  lässt  und  wie  ich  bei  ge- 
machten Versuchen  auch  schon  zu  erfahren  Gelegenheit  gehabt 
habe,  auf  ziemlich  weitläufige  Rechnungen  führt,  die  aber  auch 
jedenfalls  zu  bemerkenswerthen  algebraischen  Relationen  führen 
werden.  Ich  halte  aber  einen  solchen,  auf  blosse  elementare  alge- 
braische Rechnungen  gestützten  Beweis  für  verdienstlich  und  für 
ein  wünschenswerthes  Besitzthum  der  Wissenschaft,  weshalb  ich 
auch  einen  solchen  Beweis  gern  in  das  Archiv  aufnehmen  würde, 
und  die  Leser  dieser  Zeitschrift  zu  dessen  Aufsuchung,  die  In 
der  angegebenen  Weise  mir  selbst  noch  nicht  gelungen  ist,  auf- 
zufordern mir  erlauben  mochte. 


üefningsavfgaben  für  SchiUer,  363 


Uebungsaufgaben  för  Schüler. 


Arithmetischer  Satz 

von 

Herrn  Oskar  fVerner, 

Lehrer  der  Mathematik  zu    Dresden. 
Es  ist  jederzeit: 

ab  =  (ab)^ ; 

q.  »  «'  b^  C^ 

wt  «C+6C  _  (^_^)x(j_^)  +  (o-6)X(c— 6)  ■•■  (b-a)X(c-ay 
ttbe=:(abcy', 

^  o+6+c+rf=  "  ** 


(o— 6)(a-c)(a— d)  ^  (6  — a)(A-c)  (*— d) 


*+iic+ad+6c+6rf+crf=  ^" 


(a-c)(cr— d)X(6~c)(6--d)      . 

,  (^c)3 (0^3 

■*■  (a— 6)(a— d)X(c-Ä)(c--rf)  *■  (a~6)  (a— c)  X  (c^— 6) (d— c 

,  (6c)3 (bdl 

"*"(6-fl)(Ä-rf)  X  (c— a)(c— rf)  "*"  (6— a)(6-c)X(rf-a)(d~c 

■^  (c— a)(c— 6)  X  (€£-a)  (d-6)' 
^eil  XXII.  24 
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abc+abd+acd+bcd^^^_^^^^^  c«)X(c^ '  (cf-c)X(6-c)X(rf-^) 

(flcrf)«  -  (6crf)^ 

+  (a^b)X(c-b)X(d-by(b^a)X(c-  a)X(d--ay 

abcd=:(ahcd)\ 

Welches  allgemeine  Gesetz  ergiebt  sich  hieraus  und  wie  lässt 
sich  dieses  allgemein  beweisen? 


Miscellen. 


Schreiben  des  Herrn  Professor  J«  K.  Steczkowski  an  der 
Universität  zu  Krakau  an  den  Heransgeber. 

Ungeachtet  der  pythagoräische  Lehrsatz  so  vielfach  bewiesen 
worden  ist,  dass  es  überflüssig  seheinen  dürfte  >  auf  neue  und 
einfachere  ßeweisarten  zu  denken,  so  glaube  ich  dennoch,  dass, 
da  man  beim  Vortrage  der  elementaren  Geometrie  mit  so  vielen 
Individuen  verschiedener  Fassungskraft  zu  thiin  hat,  es  nützlich 
wäre,  verschiedene  Beweise,  wenigstens  der  wichtigsten  Lehr- 
sätze, bei  der  Hand  zu  haben.  In  der  Blanchet'schen  Ausgabe 
der  Elementar- Geometrie  von  Legendre  fand  ich  einen  bloss 
aufgestellten  Lehrsatz,  aus  dem  der  pythagoräische  folgerecht  fliesst, 
den  ich  bewiesen  und  auf  den  pythagoräischen  angewendet  habe. 
Indem  ich  in  dem  XX.  Bande  S.  480.  Ihres  schätzbaren  Archivs 
einen  neuen ,  von  Ihnen  aus  einem  englischen  Lehrbuche  entlehn- 
ten Beweis  dieses  letzten  Lehrsatzes  fand,  so  entschloss  ich  mich, 
in  Rücksicht  auf  den  oben  erwähnten  Umstand,  Sie  zu  bitten, 
meine  Beweisart  in  Ihre  Zeitschrift  aufnehmen  zu  wollen. 

• 

Lehrsatz.  Wenn  man  auf  zwei  Seiten  ^£,  ^C(Taf. IV. 
Fig.  4.)   eines    geradlinigen  Dreiecks  BAC,  was   immer 
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^    für  Parallelogramme,    Rechtecke   oder   Quadrate    ver- 
-    zeichnet»   die  den  des  Dreiecks  parallelen  Seiten   bi« 
2a  ihrem  Durchscbnittspunkte  O  verlängert^  den  Punkt 
i     ö  mit  A  durch  die  Gerade  OA  verbindet,   und  auf  der 
I     dritten  Seite  BC  ein  Parallelogramm  BCDE  so  bildet, 
dass  die  Seite  BE  gleich   und  parallel  der  verbinden- 
den   Geraden    OA    ist,    so    ist    die  Fläche    des    letzten 
Parallelogramms  gleich  der  Summe  der  Flächen  der 
zwei    ersten   Parallelogramme,    Rechtecke   oder    Qua- 
drate. 

Beweis.  Werden  die  Seiten  EB  und  DC  des  letzten  Pa^ 
rallelogramms  bis  zu  den  Durchschnittspunkfen  F  und  G  mit  den 
Seiten  oder  ihren  Verlängerungen  der  ersten  Parallelogramme, 
Rechtecke  oder  Quadrate  verlängert  und  die  Linie  FG  gezogen, 
so  sind  die  Dreiecke  FOG  und  BAC  coogruent,  indem  FO^zBA, 
GO=CA  und  der  Winkel  FOG=BAC\  also  der  Winkel  OFG 
z=ABCm^  0GF=:ACB:  Zwei  Fünfecke  BFOGC und  EBACD 
sind  auch  congruent,  indem  sie  Seiten  und  Winkel  gleich  haben, 
nämlich  FO^BA,  GO=:AC,  BF=zOA^BE,  CG=zOA^CD, 
BC^iED  und  Winkel  OEB  —  ABE,  weil  beide  aus  gleichen 
Theilen  zusammengesetzt  sind,  eben  so  Winkel  OGC=^ACD; 
die  andern  Winkel  sind  augenscheinlich  unter  einander  gleich. 
Zieht  man  nun  von  beiden  Fünfecken  den  ihnen  gemeinschaftlichen 
Theil  BAC  ab,  so  bleibt  die  Summe  der  Parallelogramme  BFOA 
+  CGOA=iBCDE.  Da  aber  BFOA  =  BMNA  und  CGOA 
=  CRSA,  so  ist  auch  BMNA  +  CSRA—BCDE. 

Hat  man  jetzt  (Taf.  IV.  Fig.  5.)  ein  bei  A  rechtwinkliges  Dreieck 
BACxxnd  verzeichnet  auf  drei  Seiten  Quadrate,  dann  die  Seiten  EB^ 
DC  des  auf  der  Hypotenuse  verzeichneten  Quadrats  bis  F  und  G 
verlängert,  so  unterscheidet  sich  der  Beweis  bloss  dadurch,  dass 
hier  zuerst  aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  BMF  und  CRG  mit 
dem  Dreiecke  BAC  die  Gleichheit  ]UF=AC  und  RG=BA  ge- 
folgert  werde.  Weil  nun  NO—AC  und  SO=AB,  so  ist  NO— MF, 
SO:^RG,  woraus  iVO— iVF=  JlfF— iVF  oder  FO=MN=AB 
und  S0^SG=2RG+SG  oder  GO^RS=AC  folgt;  es  ist  also 
auch  OA=BF=rCG.  Aus  der  Copgruenz  der  Dreiecke  FOG 
und  BAC  folgt  auch  FG  =  BC.  Nun  ist  aber  BF=r  BC=z  CGy 
also  BE=AO=iBF,  CG=CB.  Das  Fünfeck  BFOGC  =iFünf- 
eck  EBACD,  woraus  BFOGC— BAC— EBACD -BAC  oder 
BFOA  +  CGOA  =  BCDE.  Da  aber  BFOA  —  BMNA  und 
CGOA  =  CRSA,    so  ist  auch  BCDE  —  BMNA  +  CRSA. 
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Nebenbei  theile  ich  Ihnen  eine  Auflösung  der  Aufgabe  der 
Transformation  der  Coordinaten  in  der  Ebene  mit,  die,  obwohl 
ich  sie  schon  seit  zwanzig  Jahren  kenne  und  mich  seit  fünfzehn 
Jahren  derselben  bei  meinem  V^örtrage  bediene,  so  muss  ich  doch 
gestehen,  dass  ich  sie*  bis  jetzt  in  keinem  Lehrbuche  über  die 
analytische  Geometrie  gelesen  habe. 

Es  seien  in  Taf.  IV.  Fig.  6.  OX,  OY  die  ursprünglichen  und 
OX'y  O  Y'  die  neuen  Coordinatenaxen.  Nun  sei  ein  Punkt  m,  dessen 
ursprungliche  Coordinaten  0/?=:a:, /im =^  und  die  neuen  0/>'=a:', 
p'm'=.y'  sind.  Ausserdem  sei  ß  der  *WinkelJ!COF  der  alten  Axen, 
dann  a^izXOX'  der  W|nkel  der  neuen  Axe  X'  und  ß'=zXOY' 
der  der  neuen  Axe  F'  mit  der  alten  Axe  X.  Die  Entfernung  des 
Punktes  ^  m  yon  der  Axe  O  Y  ist  mn  =zpqc=x  sin  ß.  Da  aber 
pq=zrp' ■^p's=^x'ßm(ß — a)  +  y* ain (ß  —  ß') ,  so  ist  auch 

sin  (!?-«)  sin  «3-<?0 

^=2 : — 3 AT  -4 ; — 5 ff* 

sinp  '        sinp      ^ 

Sucht  man  auf  die  nämliche  Weise  die  Entfernung  des  Punktes 
m  von  der  Axe  OX,  so  hat  man  diese  Entfernung  =:mt=mo+p't'. 
Aus  den  Dreiecken  Op'i*  und  mop'  findet  man  p'f  z=zx*  slau, 
mo  =  y'  sioß';  aus  dem  Dreiecke  pmt  aber  mt^^ysinß,  und  aus 
diesen  Werthen: 

sina    ,      sin/S'    . 
^      sinp       ■  smp*' 

Dies  sind  die  zwei  bekannten  allgemeinen  Gleichungen,  mit- 
telst welcher  man  aus  einem  beliebigen  in  ein  beliebiges  Coordi- 
naten-System  übergeht. 

Ist  das  alte  System  rechtwinklig,  so  ist  |3  =  90^,  und  die  obi- 
gen Gleichungen  gehen  in  folgende  über: 

a: = 0?' cos  a -|-y  cos  j3' , 
y=x'sina~i'  y'  sin  ß\ 

Soll  auch  das  neue  System  rechtwinklig  sein,  so  sieht  man  aus 
der  Figur,  dass  |3'— a=90^  oder  /3'  =  90^  +  a  sein  muss,  und  die 
letzten  Gleichungen  gehen  in 

x-=-x'  cos  a — y*  sin  a, 
y  =>  x'  sin  a  +  y'  cos  a 
über. 

Krakau  den  24.  Januar  1854. 
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Ueber  in  und  um  den  Kreis  beschriebene  Fünfecke« 

Vom    Herausgeber. 

Nicolaus  Fuss,  ein  Schüler  Euler's,  bekauntlich  eioer  der 
berfibmtesten  Mathematiker  des  vorigen  Jahrhunderts ,  hat  in  einer 
sebunen  Abhandlung  über  Vielecke*)  auch  einige  Sätze  über  in 
und  um  den  Kreis  beschriebene  Fünfecke  bewiesen ,  die  ich,  un- 
geachtet ihrer  Einfachheit,  doch  für  bemerkenswerth  halte ,  und 
daher 9  theilweise  mit  anderen  Beweisen  versehen»  im  Folgenden 
mittheilen  will. 

Sei  ABCDE  (Taf.  IV.  Fig.  7.)  ein  beliebiges  in  den  Kreis,  des 
«eil  Mittelpunkt  O  ist,  beschriebenes  Fünfeck.  Die  Winkel  die- 
ses Fünfecks  wollen  wir  durch  A,  B,  C,  B,  E  bezeichnen.  Der 
Dmfaog  und  der  Flächeninhalt  des  Fünfecks  seien  respective  P 
mid  F,  und  r  sei  der  Halbmesser  des  Kreises,  in  welchen  das- 
selbe beschrieben  ist. 

Weil  nun  bekanntlich 

!2C=arc  Z)J5;+arc£J-|-arc^fi, 
2JS;=arc.4Ä+arcÄC+arc  Cl> 
Ist,  so  ist 

2(C+iE)  =  2arc^iB+arcÄC+arcCl>+arc/>£  +  arc£24, 
also 


fo^lich 


woraus  sich 


2(C+E)  =  27c  +  a,TcAB. 


i(C+E)=:27c  +  AOB, 


iAOB^zC+E-'n 


ergiebt. 

Ueberbaupt  Ist  also: 


IB^C-B+A-m, 

1)     \   iC0B:=:E+B^7C, 

\EOA  =iB +/>—«. 


*>  De  Polygon!«  symmetrice  irregularibns  circulo  flimnl  inscriptit  et 
drcmiiscripti«.    Nova  ActaPetropolitana.    Tom.  XIII.  p.  166. 


L. 
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Nun  ist  offenbar: 

ÄBzzi'iTBixilAbB, 
BC=i2rsiniBOC, 
VD=2rsmlC0D, 
/)£=2r8lniZ)0£, 
EA=2rsmiEOA; 


also  nach  1): 


Weil  DUD 


SAßzzi^2r9m(C+E), 
J?C=— 2rsin(/>+il), 
Cl>=— 2rsiD(£  +  Ä)^ 

'  £-4=-2rsin(Ä-fD). 
P=^Ä+ÄC+  CD  +  1)E+EA 


ist>  so  ist 


3)     P=  -  2r  tsin(^  +  C)  +  sin(Ä  +  D)  +sin(C+£yi 

+ßin(/>+il)+sin(£  +  Ä)l  * 

Sehr  leicht  liherzeugt  man  sich  ferner«  dass 

F=z    Ir.AB.coalAOB 

+4r.ÄC.cos^ÄOC 

+lr.CD.coslCOD 

+  ir.D£.cos4Z)0£ 

+ir.EA.co»iEOA 

ist;  also  ist  nach  1)  und  2): 

F=  r^a\ü(C+E)co8(C  +  E) 
+  r^6iu(D  +  A)cos(D  +  A) 
+ r*sin  (JB  +  J?)  cos  (£  +  iB) 
+  r^sin  (A  +  C)cos  (A  +  C) 
+  r^8in(B+  D)co&(B+D), 
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folglich 

4)   F=ir*|sin2(il+C)+8in2(»  +  D)+8ln2(C+£) 

+sln2(/)  +  ^+8in2(£?+Ä) 

Ziehen  wir  die  Diagonale  BE^  so  ist 

BE^=AB^^EJ^^^AB.EA.iiosÄ  und  BE=^ra\n\R^E. 

Nan  erhellet  aber  leicht  die  Richtigkeit  der  Gleichang 

ßO£  +  22<  =  27r,   also  JÄOiE;=r3r-i<,  sin JÄOJE=slni<; 
folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

'2rÄnA:=zS/  AB^'\'EA^-'2,AB.EA. cos  A 

oder 

STAB^^EA^^^AB.EA.cobA 

2sin^ 

Setzen  wir  der  Kurze  wegen 

AB=a,    BC—by    CD^c,    DE=d,    EA^^e; 
so  ist 

V^g^  -f  e^ — 2ggco8^ 

*^  2sin^ 

28iniB 

_  Vc^  +  6»— 2c6  cos  € 
^—  2^firC  ' 

Vcf*  +  c«— 2rfccos/> 


r  = 


&)    (  r=: 


r  = 


\  r  = 


2sinZ> 
2sin£ 


Ans  der  ersten  dieser   Gleichungen    folgt   leieht    umgekehrt 
durch  Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung: 

.     oe  ±  V  gae«— 4  (g«+«»)i**  +  lör* 
6)    cos-4= j-ä "'     . 

und  eben  so  fiSr  die  übrigen  Winkel. 

Wenn  um  und  in  ein  Fünfeck  Kreise  beschrieben  sind»  deren 
Halbmesser  respective  r  und  q  sind,  so  ist  offenbar: 
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F  =  \qP. 

Föhrt  man  in  diese  Gleichling  die  Ausdrücke  3)  und  4)  von   P 
und  F  ^in»  so  erhält  man : 

_         sln(^-fC)+8in(ig-fZ>)-fsin(CflO+sin(Z)-f2l)+sin(£+.g) 
""    sin2(^+C)+sin2(Ä+JO)+8in2(C+£;)+sio2(Z>+il)+8in^jE+Ä)' 

Wenn  das  Fünfeck  ABCDE  (Taf.  IV.  Fig.  8.)  um  den  aus  dem 
Mittelpunkte  O  mit  dem  Halbmesser  q  beschriebenen  Kreis  be- 
schrieben ist>  so  hat  man  offenbar  die  folgenden  Gleichungen: 

^^      *     '  ^       Sin  ^^  Sin  4^ 

8)  ^  C2>=,(cotiC+conZ))=^j^^, 
/)£;=g(cotl/)+coti£)=^  «•.niZ)sita4£  ' 

£J=e(coti£+cotj^)=£fiiy^-$. 

*  '       »\n\Es\ik\A 

So  wfe  Fuss  a.  a.  O.  habe  auch  ich  die  vorhergehenden 
Relationen  bloss  für  das  Fünfeck  entwickelt,  und  bei  Fuss,  wel- 
cher gleich  am  Anfange  seiner  Entwickelung  die  bloss  für  das 
Fünfeck  geltende  Relation  A  +  B  •\- C  +  D '\r  E  =zZ7t  in  Anwen- 
dung bringt,  scheinen  sie  allerdings  auch  bloss  für  das  Fünfeck 
gültig  zu  sein.  Meine  obige  Entwickelung,  bei  der  ich  vorstehende 
Relation  nicht  angewandt  habe,  lässt  aber,  wie  es  mir  scheint, 
sogleich  erkennen,  dass  die  obigen  Entwickelungen  sich  leicht 
auf  jedes  beliebige  Vieleck  erweitern  lassen.  Dies  aber  weiter 
auszufuhren,  ist  hier  nicht  mein  Zweck.  Vielleicht  giebt  das 
Obige  dem  Leser  Veranlassung  zu  weiteren  Untersuchungen. 

Zum  Schluss  will  ich  noch  die  Auflosung  kurz  mittheilen, 
welche  Fuss  für  die  folgende  Aufgabe  giebt: 

Wenn  die  Seiten  eines  Fünfecks  und  ein  Berüh- 
rungspunkt gegeben  sind:  den  Halbmesser  des  in  das 
Fünfeck  beschriebenen  Kreises  zu  finden. 

In  Taf.  IV.  Fig.  8.  setze  man 

AB—a,   BC—b,   CB=zc,  DEssd,  EA—e 


und 
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AFzzzAK^f, 
BGzuBF—wf—g, 


j  ist: 


coti/<  =  {-,  cotiÄ=2^.  cot4C=*,  cotiD^-f  coti£?=- 
Q  9  ^        Q  0  Q 


Nan  ist  aber 


also 


folglich 


und  hieraus: 


A  +  B  +  C+D+E=^3n, 
A+B+C , D+E     3 


cot n cot  — as •  1  =0. 


Nun  Gndet  man  aber  leicht: 

und  bierans  die  Gleichung: 

(a  +  d  +  h)if*—\adh  +  ik(a+h)+fg(d-i-h)]Q*+fgm=0. 
Setzt  man  jetzt  der  KCirze  wegen: 

,,       adh+ik(a-^h)  +  fy(d+h)       ^_     fghik    , 
^-  o  +  rf  +  A  '    ^-^a+rf+A' 

so  ist'^*— ilf^*  +  2V  =  0,   also 

Meine  Absicht  ist  im  Obigen  gar  nicht  gewesen^  diesen  Ge- 
genstand zu  erschöpfen;  ich  habe  nur  einige  Resultate  aus  einer 
Arbeit  eines  älteren  berfihmten  Mathematiker  zu  weiterer  Anre- 
gung mittheilen  wollen.  Vielleicht  lässt  sich  das  Obige  auch  hin 
und  wieder  zu  Uebungen  für  Schuler  benutzen.  G. 


24  >» 


908  MisciUcn* 

Berichtigung   der  Berichtigung  im  Archiv  Thl.  XXI.  S.  ^ 

Von 
Herrn  Professjor  Dr.  J.  JDienger 

an  der  polytechnischen  Schale  xn  Carlsrohe. 

-.        cn*a—  sn?atln%     1— T4Mr%— :8n*a(l  — nflsn^ä) 

cn  la  =  — 1 — r-jr — -r = = 5 — j— •  t 

1— ?n*sn*a  1 — mrsu^a 

cn2a— l  +  2sn*a=wi'sn*o(l+cn2a), 

2sn^a  1— cn2a     _^ 

®'*^""m«<l  +.cn2a)  +  w«(l  rh  ca2fl)  """' 


4-en2a)*V 


1 — cn2a 


nfl(l  +  en2a) ^  ▼  w4(l +cn2a)«     m^Cl  +  cn2a) 


____l ,  VI— mg(l--cpg2o) 

"^m«(l  +  en2a)*         w«(l+cn2fi) 

iJiVl— iit«sng2a_     I4:dp2a 
"^      m«(l+cn2a)      ""»i«(l  +  cn2a)' 

Aber  von  den  zwei, Zeichen  ist  nur  das  untere  zulässig,  da 
sonst  8n^a>l  werden  könnte,  wie  man  leicht  sieht;  demnach: 

^  _    l--dn2fl   _    (1— dn2fl)(l-f  dn2fl)(1->-cn2a) 
®°  "~m2(l+cn2a)""m«(l  +  cn2a)  (1  +  dD2a)  (J  — cn2a) 

(1 — dn^g)  ( 1 — cn  2a)  _  m«sn  «20  (1  >- cn  2a)     1— cn  2a 
""»12(1— cn«2a)(l+dn2o)""m«sn«2a(l+dn2a)~'l+dn2a* 


sn 


,  4  ri  — cn,2o 
^=±\  l+dn2a' 


Dass  die   ,, berichtigte*'  Formel  nicht  recht  ist,    ergiebt  sich 
schon  daraus,  dass  sna  ja  vier  Werthe  haben  könnte. 

üebrigens  Ist  ganz  direct: 

,         ^        J— m^n^ö'-l7|-sn^a+sn^a— ?m*sn*a    2sn*a(l — m'^MiAi) 

l-.-qn2a= -^ «-^-4 ^ — |— ^ — = — s i, 

1 — «i*sn%  1— m*sn*a 

^  .  j  ft        1— m2sn*a+1— wi«sri*a— jn«sn«a+iii«sn^     2(1— m*8n*a) 

1  +  dn2a=:: 5 = — 5 = =zrji ^    .^  %• 

1— j»*fin*a  1— m^SD^ 
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woraus 


dn2a  +  cn2a=' 5 — =--s — i 

1 — w*sn*a 

""~"  1 — m*sn*a 

2(1— SD»fl)(l— ni«sD«a)     2cn«a(l>-m»8n«a) 
""  1— m*an*a  ""        1— m*sii*a        ' 

dn2a-fcp2a         -,  ..  4/*dn2a+cD2a 

l+dnJa  '="^'   «»°«J=V     l+dn2a   ' 


Von  'dem  -H er ao« grober. 

In  dem  io  einen  |^reis  beschriebenen  Sechsecke  ABCDEF 
<Taf..IV.  Fig.Q,).,  dessen  Winkel  wir  durch  A,  B,  C\  D,  E,  F 
bezeichnen  wollen,  ist  nach  dem  Ptolemäischen  Lehrsatze,  ange- 
wandt auf  die  beiden  in  den  Kreis  beschriebenen  Vierecke  ABCD 
und  ADEF: 

AC.BD=AB.CD  +  BC.AD, 

AE.DF=:AF.DE  +  EF.AD; 

also  ist 

AC.BD^AB.CD     AE.DF-AF.DE 


BC  -^  EF  ' 

und  hieraus: 

EF.AC.BD^BC.AE.DF 

=:AB.CD.EF'-BC.DE.ÄF. 

Nun  ist  aber,  wenn  r  den  Halbmesser  des  fireisies  bezeichnet, 
offenbar: 

ilC=:2rsinÄ,    JBZ)=2rstoC; 
AR=s:2tmnF^    DF=:2rsin£; 

also  nach  dem  Obigen: 

AB.CD.EF-^BC.DE.ÄF 


EF.  B\nB  sin  C— JSC.sin£sinF  = 


4y2 


Aof  diese  Weise  ist  fiberkwpt: 

EF^ßria  C-BC^EmuF^  AB.CD.EF-BC.DE.AF 

Da8  in  den  Kreis  bescbriebeiie  Sediseck  bat  also  die  Eigen 
scbaft»  dam  die  drei  DiffereDzeD 

AB.smDmE—DE.mnÄmnB, 
CD.amAmnF^AF.mnCamD, 
EF.  «D  Bein  C—  i?C.  ain  Eslo  F 

einander  gleich  sind»  nämlich  alle  dra  den  Werth 

AB.CD.EF-^BC.DJE.AF 

haben»  wo  r  den  Halbmesser  des  Kreises  bezeichnet,  in  den  das 
Sechseck  beschrieben  ist 

Dieser  Satz  ist  von  Nicolans  Foss  (Nova  Acta  Petro- 
politana.   T.  XIII.  p.  178).  G. 


Druckfehler. 

Tbl.  VIII.  S.  171.  Z.  4.  V.  u.  statt  f{x  +  (1  —  ^^)0  setze  man: 

'  Thl.VlII.S.172..Z.6.v.o.  statt/i[ar+(t— (n— l)i,))  setze  man- 
r(a:  +  (i-(ii  +  l)/i)). 

Id  der  Abhandlung:    Ueber  die  Stabilität  der  Schiffe. 

Tbl.  XV.  S.95.  Z,4.  v.  n.  setze  man    C^  !^         *&  /-7rlL==.. 
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Der  liegende  ond  wälzende  Pendel. 

Von 

Herrn  Brenner^ 

Lehrer   zn   Tuttlingen  in  Wnrtemberg. 


I.    Der  liegende   Pendel. 

Wenn  sich  eine  parallelepipedalfönnige  Stange  über  einen  mit 
seiner  Axe  horizontalliegenden  festen  gemeinen  Cylinderso  bewegt, 
dass  jene  diesen  fortwährend  berührt,  dass  deren  Achse  oder 
jede  mit  ihr  Parallele  eine  Ebene  beschreibt,  die  auf  der  Achse 
des  Cyiinders  senkrecht  steht,  und  dass  endlich  die  Stange  In 
ihrer  Mitte  aufliegt,  wenn  sie  di^  horizontale  Richtung  angenom- 
men hat,  so  nennen  wir  diese  Vorrichtung  den  liegenden  Pen« 
del,  im  Gegensatz  zum  gewohnlichen  hängenden  Pendel.  Die 
Theorie  dieses  liegenden  Pendels  sei  nun  der  Gegenständ  nnse- 
rer  Betrachtung. 

• 

Es  ist  klar,  dass  es  genfigt,  einen  durch  den  Pendel  gehen- 
den  und  auf  der  Achse  des  Cyiinders  senkrecht  stehenden,  mit- 
hin vertikalen  Durchschnitt  In's  Auge  zu  fassen,  so  dass  wir 
statt  des  Cyiinders  einen  Kreis  und  statt  der  Stange  ein  Paralle- 
logramm haben  werden« 

Man  verlege  nun  den  Anfangspunkt  O  (Taf.  VI.  Fig.  1.)  der 
Coordinaten  in  den  Mittelpunkt  des  Kreises  und  nehme  die  Ab- 
scissenachse  horizontal  nach  der  Richtung  OX,  sowie  die  Ordi- 
natenachse  vertikal  aufwärts  nach  der  Richtung  OTr  Sei  ein 
beliebiges  Element  des  Pendels  in  ilf ,  so  verlängern  wir  ON  an 
N  und  ziehen  ML  senkrecht  auf  diese  Verlängerung.  Indem  wir 
AN  und  AB  als  Achsen  des  im  Pendel  unabänderlich  gedachten 
Goordinatensystems  annehmen,  wo  die  erstere  die  Abscissen-  und 
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die  letztere  die  Ordinatenacluie  vorstellen  soD,  so  ist  die  Abseisse 
▼OB  Jf  gleich  LM^Xx  ond  die  Ordinate  ALzuzy^,  während  die 
Coordioateo  desselben  Ponktes  beziehlich  der  Achsen  OX  ond 
O  T  sind :  x  and  y.  Die  Ordinaten  des  Beruhningsponktes  N  aber 
setzen  wir  gleich  xf  ond  y,  bezogen  auf  OX  and  OT.  Setzen 
wir  gleiche  Dichtigkeit  Aes  Pendels  Torans,  so  sei  die  Masse  der 
Volaroeneioheit  desselben  (oder  vielmehr  die  Ulasse  der  Flächen- 
einheit des  als  materiell  gedachten  Durchschnittes  desselben)  gleich 
in,  folglich  diejenige  des  Elementes  gleich  mdxidyi.  Sind  nun 
X  ond  Y  die  aaf  das  betrachtete  Element  wirkenden  Kräfle ,  pa- 
rallel respective  mit  der  Abscissen-  and  Ordinatenacbse,  so  sind, 
parallel  mit  denselben  Aebsea,  als  verlotene  Krlfte  io  Rechnong 
za  bringen  die  Grossen 

{X-S^x)mdxidyx 
ond 

r 

(r^3^)mdx,dyx. 

Ausserdem  wirkt  im  Berubmngspnnkt  N  ein  Druck  nach  der 
Richtung  ON,  so  wie  eine  Reibung  senkrecht  auf  diese  Richtung. 
Wir  denken  uns  diese  bcadeo  Kräfte  parallel  mit  de«  Coordinaten- 
aebsen  zerlegt  and  ndmen  sodann  je  zwei  in  derselben  Ricbtvng 
wirkende  Coroposanteo  zusammen.  Sie  seien  u  und  to.  Auf  solche 
Weise  stellen  sich  nun  (olgende  drei  Gl«cfaangen  dar: 

1)  u-\r  2  {X —  o^x)  mdxi  dißi  =  0 , 

2)  io+^(F--a2^)mÄr,£/y,  =0, 

3)     uy'  —tox'  ^  ZlyiX-H^x)-^ x{T^^iß)\mdxidyx=Q', 

wo  sich  die  Sumraenzeicben  2  auf  die  Dimensionen  des  Pendels 
allein  beziehen. 

Eliminiren  wir  die  anbekannten  Kräfte  ti  und  w,  so  ist 

4)     x'2(Y'-S^y)dxidyi-'y'2(X'-8^x)dxidyi 
+2:[y  (X^&^x)^x(  r-S^y]dxxdyx  =z  0, 

woraus,  weil  m  herausfällt,  zunächst  hervorgeht,  dass  die  Bewe- 
gung von  der  Masse  des  Pendels  unabhängig  ist.  Es  ist  nun  x 
gleich  der  Summe  der  Projectionen  der  Linien  OT  und  TM  auf 
OX.    Setzen  wir  daher  den  Winkel  RON=e  and  OR^^Vy  so  ist 

ar  =  OT.  sin  ö  +  TW.  cos  ö. 

Nun  aber  ist  OT=zr  +  yi,  Ist  ferner  C  der  Punkt,  welcher  den 
Kreis  in  B  berfihrt  hatte,   so  ziehen  wir  CD  senkrecht  auf  LM, 
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und  dann  ist  DT^C]S=:R]S=ire;  und  da  L£>i=ii,  w«n  wir  die 
Länge  des  Pendels  =/' setzen,   so  ist 


und  folglich 

a:=(r  +  yi)sinö  +  (iri — 4/~rö)cosd. 

Cleleherweise  ist 

y;=(r+yj)cosÖ — (xi  —  i/— rö)sind, 

•  •  » 

und  daraus,  wenn  wir  nach  den  Differentiationen  auf  einen  Augeii- 
blick  Xi  —  4/ — rö  =  2  setzen: 

ö)«   8aa:=yiCosÖ.82ö— ^iSinö.Sö^  +  rsinO.Sö*— JCQs0.3ö« 

— «sinÖ.a»^, 

6)    82^=3— yi sinö .3*0— yi  cos 6 . dS^rcoa 6. 86H^ sin  6.8Ö« 

— zcosö.S^Ö. 

Ferner  ist  ^=r6in9,  y  =rrcosd  und  in  unserer  Betrachtung 
X^O  und  F;=: — g,  wo  ^5^  die  örtliche  Schwere  bedeutet. 

Machen  wir  diese  Substitutiooen  alle  in  4),  so  kommt 

-^S^S.^it^-trtfi^dxidyi  -^rde^Szdxidyi-^ g.sineZyidxidyi 

+^ .  cos  QZzdxi  dyi  =0. 

Ersetzen  wir  z  wieder  durch  dessen  Werth,  fuhren  die  Integratio- 
nen durch  und  setzen  die  Dicke  des  Pendels  =£,  so  ist 

•TN    ^^  ,        Vlr^e.dff^  r<9>cosö  — lesin^     ^ 

7)    ^ö  +  ^^4^2  4. 12/20«  "•"  ^^^ '  P  +  4e^  +  l2rH^  "~"* 

Setzen  wir  das  Integral  dieser  Gleichung 

C 


302=; 


P+4s^  +  Ur^6^' 

wo  C  eine  noch  zu  bestimmende  Function  von  6  ist,  so  erhalten  wir 

8C  <f24^(rd .  cos  0— ie  $in0)=:O, 

so  dass 

C  SS  C— 245r[r  (ö.  »iD  6+cosÖ)  +  4t  CO»  ö] , 

wo  C  auf  der  rechten  Seite  die  eingegangene  Constante  ist.  Diess 
giebt 

^^^     249[C— r(Ö.sin^+cosö)-igcosg] 
ö)    w  -.  /a  +  4««+12i^fl>  "^^ 

26* 
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Wir  macheD  nun  zur  BestimniuDg  der  Constaote  C  zw^ 
pothesen. 

o)  Es  habe  hQ  für  d=0  einen  bestimmten  Werth  v\  alsdann  irird 

Lassen    wir  immerhin    die    letztere   Grosse    durch   C  dai^festtOt    ; 
sein  9  so  ändert  sich  die  Form  des  Integrals  8)  nicht  ab.    So  gross 
aber  auch  C  oder  t?  sein  mag,  so  wird  doch  endlich  80=0  wer* 
den,    und  diess  ist  der  FaU>  wenn 

C— r(ö.sinö  +  cosö)— -4«cosö=0 

geworden  ist. 

Zwar  wird  in  Wirklichkeit  der  Pendel  vom  Kreise  abglitscheD, 

bevor  er  nur  den  Winkel  0=^n  beschrieben  hat;  allein  es  ist  4^ 

bei  zu  bedenken,  dass  unser  Caicul  davon  nichts  weiss,  senden 
eine  Abwickelung  der  Berührungslinie  AN  annimmt,  ohne  GB- 
schung,  so  dass  sich  die  Bewegung  desselben  auf  gleiche  Vimn 
selbst  auf  der  negativen  Seite  von  OX  fortsetzt  Ja,  diese  tt^ 
Wickelung  geht  sogar  bis  in's  Unendliche  fort,  so  dass  endkl 
der  Pendel  mit  dem  Kreise  bloss  noch  durch  eine  immateiUk 
steife  Tangente,  ftls  Verlängerung  von  AN,  verbunden  ist 

ß)  Es  sei  de=0  für  einen  bestimmten  Werth  ß^Oi.    Uolff 
dieser  Bedingung  ist  C=r(öi  sinö^ +cosöi) +  4€cosöi,  folglich 

Q\  5)02  OAr.  y(^iS'n^i— ^sinÖ+cosöi~cosö)+4g(cosft~co8ffl 
9)    dB  =2Ag.  l^+4B^+l2rH2 

Die  Gleichungen  8)  und  9)  lassen  sich  in  endlicher  Form  nicht 
allgemein,  sondern  nur  in  besonderen  Voraussetzungen  iutegriren, 
und  wir  versuchen  es,  in  Beziehung  auf  die  letztere  Gleichung  in 
ß)  für  kleine  Ausschlagwinkel  öi-  Es  belehrt  uns  nämlich  diese 
Gleichung,  welche  sowohl  für  positive  als  negative  Werthe  voo 
Ö<  =  öi  reelle  Werthe  für  8(9^  liefert,  und  zwar  für  gleiche  6  auch 
gleiche  86^,  dass  der  Pendel  wiederholte  Schwingungen  vollbrin- 
gen wird,  und  zwar  Schwingungen  von  gleicher  Grosse  O^.  Be- 
halten wir  nun  im  Ausdruck  für  86^  noch  die  vierten  Potenzen  von 
6  und  $1  bei  und  verwerfen  alle  höheren,  so  haben  wir,  wenn 
wir  noch 


V2g  ^,a 


und 


z' 
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setzen : 


uDtl  daraus: 


10)    8ö«=a(di«— Ö«)(6-cö*), 


a/=  *  ^' 


V^*  Vöi«-62.  V6— cö*^* 


Entwickeln  wir  die  Potenz  (6 — ed')~i  binomisch  and  behal- 
ten dabei  nur  noch  das  mit  dem  Quadrat  von  6  behaftete  Glied 
bei,  so  haben  wir: 

woraus  das  Integral  ist! 

11)  t=^^^i^^e,.,.lQ-±^eVe^^=e^, 

welches  Integral  noch  ganz  unverändert  bleibt»  wenn  die  Zeit  von 
da  an  gezählt  wird,  wo  d=:0.  Man  bemerkt,  dass  dieses  Inte- 
gral, welches  die  Werthe  von  6i  und  6  bis  in*s  Quadrat  enthält, 
genau  ist  bis  auf  die  dritten  Potenzen  derselben  Grossen.  Denn 
die  Beibehaltung  höherer  Potenzen  im  Werthe  9)  oder  10)  würde 
in  11)  keine  dritten,  sondern  vierte  Potenzen  erscheinen  lassen. 
Man  überzeugt  sich  auch  bald,  dass  eine  weiter  getriebene  An- 
näherung die  Zeit  t  in  folgender  Function  zur  Darstellung  brächte : 

wo  M  eine  constante  Grösse,  hingegen  N  eine  algebraische  ganze 
Function  von  B  ist,   mit  positiven  und  ganzen  Exponenten. 

Wenn  nun  Q  zum  erstenmal  =di  wird,  so  Ist 

I 

Wird  aber  $  zum  zweitenmale  0,  so  ist 

und  ist  6  zum  zweitenmal  =^  geworden,  so  ist 

■ 

Folglich  ist  da£^  Intervall  der  ersten  Schwingung 
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Eben  so  gross  aber  wird  das  Intervall  für  jede  folgende  Scbirin« 
gungy  und  folglich  sind  die  Schwingungen  für  einen  einmal  ange- 
nommenen Ausschlag  ßi  isocfart>n. 

Ohne  t  zu  kennen ,  sind  wir  vermittelst  der  Werthe  vop  8S 
und  86^  im  Stande,    die  Kräfte  u  und  w  für  jede  Lage  des  Pen 
dels  zu  bestimmen«    Denn  wir  dürfen  zu  diesem  Zwecke  nur  die 
Werthe  von  d^x  und  8^^  aus  5)  und  6)  in  1)  und  2)  substitaireOf 
X^O  und  F=  — ^  setzen  und  die  Integrationen  vollfiihreii.  Wol- 
len  wir   darnach  den  Druck   und  die  Reibung  besonders  darger 
stellt  sehen,    so  dürfen   wir  nur   u   und  w  nach  dea 'Rlchtung«# 
ON  und  NC  zerlegen  und  die  zusammengehörigen  Composantei 
addiren. 

Steigen  wir  vom  physikalischen  Pendel  nunmehr  auf  den  mathe 
matischen  herab,  so  substituiren  wir  statt  der  Stange  eine  mate- 
rielle Gerade.    Diesen  Zweck  erreichen  wir  einfach  dadurch»  das« 
wir  in  iinseni  Formeln  s==:0  setzen* 

Auf  diese  Weise  wefdefi  die  obigen 


a  =  ^,  6=r(l-^V   c=ra+i^)i 


't. 


wd  aus  S),  0>  und  II)  wird 

^         ^       C—Tje. sine +  0086) 

3^*=24^- — p+m^ — ' 

Q/i*Ä     oj     ^(^1  8>n^  — ösinö  -f  cosöj  — cosd) 
8ö^=245r W+W^ ' 

Um  die  Län^  des  Seeundenpendels  zu  bestimmen,  müssen  wi 
auch  noch  die  Quadrate  von  6  und  6i  vernachlässigen»  Hodurd 
wir  zunächst  erhalten 

ersetzen«    Dieses  gibt: 


/=«— pr=T  oder  i=. 

\  ab  n 

Es  ändert  sich  demnach  /  mit  r  und  zwar  nach  dem  Verhältnis! 
der  Quadratwurzel  von  r. 
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Da. die  Geschi^lndigkeit  BS  mil  der  Zelt  oder  auch  mit  dem 
Winkel  6  verSnderlicb  Ist,  [$o  entsteht  dieFrage,  ob  und  wo  die- 
selbe  ein  M.M  darbietet.  Weil  aber  8)  das  allgemeine  Integral 
ist  von  7),  so  benutzen  wir  eben  diese  Gleichung,  und  nicht  9)» 
2iur  Aufsuchung  des  M.M.  Aus  derselben  erhalten  wir  ald  BediiH 
güng  des  M.M: 

(fi+4£H12rg^g)(-röxog6i-lgainÖ)— 24rg^[CW(g.sin^4-cosÖ>->^ecoagJ_  p . 
(/a+46»+12r«ö2)J.VC-r(e.8inÖ+cosÖ)  — 4«co8Ö  * 

Zuerst  bemerkt  man,  dass  diese  Gleichung  befriedigt  wird 
durch  den  Wertb  &=:0,   und  diess  liefert 

Untersucht  man  dea  Werth  von  8^6 «  so  6ndet  sich,  dass  dieser 
Fall  ein  Maximum  liefert,  wenn  r-f  —  >  sC,    und  ein  Minimatn, 

wenn  r+ <iß.    Ein  unbedingtes  Maximum  aber  findet  statt, 

wenn  e=:0,  d.  b.  beim  mathematischen  Pendel.     Die  zweite  Be- 
dingung  C — r(d.sind-f  cosd) — ^€cos6  =  0  liefert   ein   Minimum 
80=0.    Ob  und  welche  andere  M.M   noch  existiren,  entscheidet- 
sich  am  besten,   wenn  man   dem  Winkel   6  eine  Scala  von  ge- 

TU  51»  O 

wissen  Werthen  beilegt,   etwa  0,   -r  >   ^9   jtt,  tc  u.  s.  w.,  und  die 

zugehörigen  Werthe  von  86^  dazu  berechnet.  Findet  sich  nun 
ein  Wertb,  welcher  zwischen  beiden  Nachbarwerthen  liegt,  d«  b. 
welcher  entweder  grosser  oder  kleiner  ist«  als  diese  Werthe,  so 
befindet  sich  in  dessen  Nähe  ein  Maximum  oder  Minimum,  wozu 
sich  der  Winkel  6  durch  Näherung  findet.  Wollte  aber  C  einen 
solchen  Werth  haben,  dass  den  beiden  Gleichungen 

tB 
— rö.co8Ö  +  4«sind=0  oder  tg6=:r- 

und 

C— r(ÖsinÖ  +  cos6)  — iecosd=0 

zugleich  genagt  werden  konnte,  so  hätte  man  das  Minimum  8^=0 
und  es  stände  in  dieser  Lage  der  Schwerpunkt  vertikal  fiber  dem 
Berührungspunkte. 


IL    Der   wälzende  Pendel. 
Es  sei  ein  anderer  Pendel,  welcher  sich  mit  der  Maateliäcbe 


37S  Brenner:   Der  Hegende  und  wäl%ende  Pendel. 

m 

eines  mit   ihm  fest  Terbondeneii    gemeinen  Cylinders    auf   einer 
Ebene  wälzt  nnd  welchen  wir  den  wälzenden  Pendel  heissen/ 

Aach  hier  ist  es  klar,  dass  wir  nur  einen  auf  der  Achse  des 
Cylinders '  senkrechten  Schnitt  zu  betrachten  haben.  Es  stelle 
daher  APß  (Taf.  VI.  Fig.  2.)  den  halben  Durchschnitt  des  Cylin- 
ders vor 9  dessen  Halbmesser  =r  sei.  Betrachten  wir  nun  ein  in 
L  liegendes  Element  des  Pendels^  so  ist  OR=zx  und  LR^=ry, 
während  wir  den  Anfangspunkt  O  der  vertikalen  und  horizontalen 
Coordinaten  so  nehmen,  dass,  wenn  der  Durchmesser  AB  hori- 
zontal steht,  der  Kreis  die  Abscisse  in  O  berührt.  Ziehe  ich  dem- 
nach CZ>  senkrecht  SLufAB,  so  ist,  wenn  ich  den  Winkel  l>C/^=0 
setze,  DP=z  0P=^r6.  Den  Anfang  der  im  Pendel  festen  Coor- 
dinaten setze  ich  in  C,  zähle  die  Abscissen  nach  der  Richtung 
CB  und  die  Ordinaten  nach  CD.  Ziehe  ich  daher  LM  senkrecht 
avf  CZ>,  so  ist  LM^=Xi  und  CM'=zyi.  Endlich  ziehe  ich  noch 
CL/BO  wie  LSf  die  letztere  senkrecht  auf  CP.    Nun  ist 

ar=  OP+PR=re+  CL.cos  CLS=zre+W  Xi^+yi^.cos(e+CL]lf) 

=zre+  V  Xi^  +  yi«.(cos6 .  cos  Ciüf— sind,  sin  CLJII) 

oder 

jT = rö  +  a?!  cos  6 — ^1  sinö. 

Gldcherweise  ist 

y=r — Xi  sind  ^yi  cosd, 

woraus 

8*0: = ra«d — a?!  cos  ö .  8ö«—ari  sin-Ö .  8*0+^1  sin  ö .  8d*—yi  cosö .  8«d, 
8^=arisinö.8ö2— aricosö. 8*0+^1  cosö.Sö^  +  yisinÖ.e^ö.    - 

bt  die  Dichtigkeit  des  Elementes  dxidy^  gleich  q,  so  ist  dessen 
Masse  ^zgdxidyi^ 

Die  obige  Gleichung  4)  ist  auch  lur  unser  neues  Pendel  gil- 
tig, und  es  ist,  wie  dort,  so  auch  hier  XzizO  und  F= — g  zu 
setzen.  Hingegen  ist  im  vorliegenden  Falle  x'z=r6  und  ^'=0. 
Führen  wir  nun  die  Substitutionen  obiger  Grossen  in  4)  aus,  las- 
sen aber.  Kürze  halber,  die  Integrale  ^ (xi^  +  yi^) q dxi  dyi, 
Zgxidxidyi  und  Sqy^dxidyi  durch  arj^  +  ^i^,  durch  x^  und  y^, 
dividirt  je  durch  die  Masse  des  Pendels,  dargestellt  sein,  und 
setsen  noch  r*  + jri*+yi*=:a,  so  ist 
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■    'a — 2r(^i cos 6-|-^i sind)  '^^   '^'a — ^2r(yiCosd-f^isiDd) 

Der  integrirende  Factor  dieser  Gleichung  aber  ist  ~T~Sfl2»   ""^ 
so  finden  wir 


ie.d^e 


.1.     (yi  sin  <^ — «a^i  cos  G)  dB     ^^ 


g  +  rde^  ^  a— 2r  (yi  cos  ö  +  a?i  sin  6) 
wovon  das  Integral  ist: 

C 

flr+r8e«  ==^_2r(yi  cos  Ö  +  a?!  sin  6)' 

Unser  Caicul  setzt  keine  Begrenzung  fSr  den  Kreisbögen  ARB, 
noch  flQr  die  Gerade  OX,  fest.  Anch  nimmt  er  keinen,  die  Bewe- 
gung hindernden  Zusammenstoss  des  Pendels  mit  der  Geraden  OX 
an ;  überdiess  iSsst  sich  selbst  bei  einem  stabförmigen  Pendel  eine 
Einrichtung  denken ,  wodurch  eine  solche  Begegnung  Termiedien 
wird.  Der  Pendel  wird  daher  iin  Allgemeinen  ganze  und  wieder- 
holte Urnwälzungen  um  den  als  vollendet  gedachten  Kreis  APB 
vollbringen,  und  es  wird  folglich  der  Schwerpunkt  der  bewegten 
Masse  zuweilen  und  wiederholt  vertikal  über  oder  nach  Umstän- 
den auch  unter  den  Berührungspunkt  zu  liegen  kommen.  Wir 
wählen  nun  die  Lage  der  Achse  ^^  so,  dass  DC  durch  den 
Schwerpunkt'  geht.    In  diesem  Falle  aber  wird  Xi ,    welches  statt 

^  *M|^         steht,  wo  M  gleich  der  Masse  des  Pendels,  gleich 
Null,  woraus  hervorgeht,  dass  das  Integral 


9  +  rd0'  =  a^^^^coBe 


/ 


noch  eben  so  allgemein  ist,  als  das  obige. 

Wir  machen  nun  wieder  über  die  Constante  C  zwei  Hypothesen. 

a)  Die  Geschwindigkeit  dO  habe  zur  Zeit,  da  d=0  war,  eine 
ganz  bestimmte  Grosse  v  gehabt    In  diesem  Falle  ist 

und 

a— 2r^iCO8  0 
und 


—  ra/Ä  \r g— 2ryiCosd 


C08&) 
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^  El  Mi  &»=•  fir  ^=^i  aaam  im 

'S«»*- 


1 


t^— '^ 


\ 


In  bödcoFillcB  zcistMdb<xie€*eMkwiiMekckc^ 
ffir  alle  diejcsifCfl  Lasea.    »  4e»<a   «fie  r,    p^ksim- 
gtapnaen,  cmaader  zxcirii  o««r  iz»  ssze  üi 
TCfsdliedeo  4Hiui :  ii&4  sdM«  dieser  CmaTTii  bürzt 
sidit   nur  aile  Sdbirni^nseB,    seica  »ie   dirdfe    SliilstaMC 
giaze  Cnwälzmcea  be^reezt.  too  ziekker  Gr'j&se,   ■«■^cjn 
isodbroa  sind.    Bctnirbtca  wir  in  onserer  zwehea  Hyp^tfcggc  Skr 
C  ala  Peailei  einen  halben  CytiiMier,    «o  ruadicfa,   dass 
dardb  »eine  Achse  von  einer  EHbene  izeaehnitren  ^ird,   so  isc 
TcSghcitaiaoBient,  irofan  wir  gleiche  Diehtigkeit 


wir  =1  nefameo,  zleieli  j»^;    «  =  .-,'*  and 
oad  dies«  gibt: 

Beziehlich  des  M.M  ergibt  sich    für    den    wälzenden  Pendel 
Folgend  eii. 

Das  Integral  ^+rc<^=^_^^  ^^    gibt: 

"^'"^  ^o^ 

/^«  —  'Iryi  CO« ^)'  V  C—ga-{- 'Iffryi  cosß     * ' 

«forao«  Mich  zuerst  en^ibt: 

atn^=0    und    ^^zasr, 

wo  a  jede  ganze  Zahl,   ron  ffntt  an^   bezeichnet. 
6:=i2mn  gibt   aber: 

^  +  re6*  = §~; 

^  •— 2ry, 


tXf9 

Eiidfiefc  ist  imHi  Sbii?  (fie 


J«— CT 


Uetar  dfli 


V<Ni 

de»  Herausgeber. 


;•.  1- 

Am  Enrfe  <ipr  AMian^ltinis'  nb^r  die  ^nrndtonnetn  der  Xlie»ne 
der  freren  krnninilTni?efi  B^'tregiiiig'  eines  Punktes  *)  .zeiaasteii  wir 
zn  d^n  Fnndam^ntal  -  fTierchimeen  des  baliistuciieB  Pmnirinff^  uacer 
der  Vor:io?»««»tzmi«r  emes  ^em  t^oadnite  der  eriansten  Gescnwin- 
di^keft  proportion;»lipn  Widerstafides.  indefli  wir  zneieieh  zeistea« 
dass  die  halli<sti^^he  Cfirre  unter  dieser  Vonutssetzmis  eine  Curre 
von  tiinfarher  Knlmmm»*?  sei.  Die  Crleicbnneen.  reiche  wir  dort 
fanden,  ':T^r<*t),  trenn  ^nr  die  Ebene  der  x^  &•  asorimeB«  wie  in 
jenem  Anfoiatze  ^nee^eben  worden  ist,   die  loisenäen: 

An  die«ie  FiiTtdamental-Gtefebini^ii  woUen  wir  jetzt  dl»  w«t. 
tere  Entiviflcefnn^r  de»    ballisdseben  ProUenis  aasebüessea,    oini 


•;  Thüil  \\l.  >V  XWI. 


rf)'= 


mC y  ii4  ^wHt 


F^CM^ 


t=v  (S%ri)' 


<|isr  Axe  <Ur  jp  s«^  an,  ciaai»  ^  »dit  ^/^mmm  als  9dF  ist,  «  ist 


Alü^  Wrt  fMeli  flein  CrtMgen: 

\n  wtith^  ißUAfhnn%  nun  i)ie  Teranderlicfaeo  Gruoseo  /it  and   iSc 
%eiiffn4ert  Aind  iviid  die  Bteh  also  iDlegrireD  ia^st» 

Zof  JiritTHi  «rliält  mao  durch  theilweUe  Int^ratioo: 
6.  l 


»      'ii 


{^ 


♦^^«▼W«' 


^  -^tr^ 


/* 


»8< 


•  «T» 


-?Ä* 


*l4 


-=:-» 


Uli 


/-.'••    ^    »; 


»■         '.f.l  t«W< 


■  '  -    — 


I*-    »- 


"^  Jt 


J^t  ,id 


»t_i 


il'^S'  ii 


'trctnii 


er  t-y    -F-Nfl^  >;-   ilF 


V^'f*»     ^4J 


"y>^  T  -r  arinV ,    '•a«  5-- 


^Vl 
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n 


i 


,_ff)  E«  sei  8^=sO  für  6  =  61,;  4]anii  ist 

C=g(a — 2r^|Cosdi) 


wi 


2iff^_^ffyi  (cos ^-- cos ^1)  ^ 
a — 2ryiC0sÖ 


/.  1 


woraus 


>^ j_yg^  iTq— 2ryi  cos^ 


In  beiden  Fällen  zeigt  sich  die  Geschwindigkeit  dd  wieder  gl€ 
ffir  alle  diejenigen  Lagen,  tn^d^fe^'^n  die  69  positiv  oder  neg; 
gjlDpinmenj  einander  gleich  oder  um  ganze  Umkreise  von  einan 
verschieden  sind ;  und  schon  dieser  Umstand  bürgt  uns  dafür,  d 
«ich t  nur  alle  Schwingungen^  seien  sie  durch  Stillstände  o 
gABze  Umvrälzungen  begrenzt,  von  gleicher  Grusse,  sondern  ai 
isochron  sind.  Betrachten  wir  in  unserer  zweiten  Hypothese  ü 
C.fMs  Pendel  einen  halben  Cylinder,  so  nämlich ,  dass  derse 
durch  seine  Achse  von  einer  Ebene  geschnitten  wird,  so  ist  .< 
Trägheitsmoment,  wofern  wir  gleiche  Dichtigkeit  voraussetzen, 

wir  ä=I  nefamen,  gleich  jr*;    a=  5r*  und 

ii«d  diess  gibt: 

g  «, _ I69 (cos ^  —  cos Bi )  l    rdTOyg-^ löcosö 

r(97r  — löcosö)    '       ~'i'g\  cos 6 — cosöj* 

Beziehlich  des  M.M  ergibt  sich  für  den  wälzenden  Pen 
Folgendes. 

D«  Integral  ff+rde^  =  ^ _; ^^^  ^^^ ^    gibt: 


sin^ 


0 


■  ■    I        ■  *  «     ^1  *^  »■■■■■»■»■    MM  —  «.       ■■«■     -        ■■     ^      m  mn^        ■  ■  1   ■    ■■— ^«^i^^^i.^»— ^*<^     —  ■    ■    A^ 

(a  —  2ri/i  cos  6)1  VC—ga  +  "igryi  cos  ö     * ' 

woraus  sich  zuerst  ergibt: 

sisd=0   und    Qzi^njt, 

wo  n  jede  ganze  Zahl,  von  Null  an,  bezeichnet. 
6=i2mn  gibt  aber: 


^+'^=^:::2^T' 
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und  ö=  (2m  +  l)w  gibt:; ..;  -i;  ,  .  -> ; .  ..1:1.:»* 

Der  erste  Werth  entspricht  offenbar  einem  Maximum  und  der 
zweite  einem  Minimum,  wai9  Bkh  auch  durch  den  Werth  von  d^d 
nachweisen  lä^st..  Da  aber  die  Geschwindigkeit.  dB  offenbar  im 
Wachstbum  bearijieii  ist.  wenn  sich  der  Spliwefpunkt  senkt,  und 
im  Abnehmen,  wenn  er  sich  hebt,  so  ezistirt  ein  Maximum,  wenQ 

■  ■      *  ^  . 

der  Schwerpunkt  am  tiefsten,  und  ein  Minimum,  wenn  er  am 
höchsten  liegt. 

Dass  der  Nenner  a—*2i^|-jua.negativ  werden  kann-,  lässt  sich 
beweisen,  wie  folgt.     Diese  Grosse  ist  nämlich 

oder,  wenn  wir  ^ie  Ordinate  des  Schwerpunkte» gleich  ^o  setzen: 


»  .    >         •.  •  .     - 


r'-fr^^"-'+y^^^'^^'-2ryo. 


Bezeichnet  man  abe^  da^  Trägh^tsmolinent  in  Beziehung  auf 
die  durch  den  Schwerpunkt  gehende  und  mit  der  ursprfinglichen 
Drehachse  parallele  Drehachse  mit  T,  so  hat  man 

/*+yo*+2ü-2r3ro, 

eine  Crosse,  i\e  sowohl  filir  yo^O,  als  auch  fflr  ytii4:<»  pöMh 
ist    Es  ergibt  sich  aber  flef  eil  M.M  durch  die  Giefehung' '     • 

2yor-T.2r==0,   woraus  Jfo=r=^'   r 

Obiger,  dien  Nönner  a — ^rgi  Vertretender  Ausdruck  wird  dadurch 
T 

Id 

T 

»•^+yü*+]g  — 2r^o 


und  ist  ein  Minimum.    Da  alsD< 


I  ■  *     <  •  I 


I 

für  keinen  Werth  von  y^  durch  Mull  geht,  so  ist  er  stets  positiv. 
Unsere  Bedingungsgleichung  für  dus  M«M  gibt  femer: 

a— 2ryi  cdsö=Q, 


ivorans 


:"■'•••■<•         ..■•.■,■        ,       •—  •  •  •      -^ 

cosd  = 


was  für  B  einen  imaginären  Werth  liefert,  weif  s*-~>l* 
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Endlich  ist  noch  übrig  die  Bedingung  * 

C — ^a+S^rryi  cos  6=0, 

welche  gibt: 

cra  — C 
cosd  =  % 

Ist  ga — C<=:2^rt^i^  so  hat  man  ein  Minimum  99=0.  Ist  aber 
ga'-C^2gryi,  so  ist  6  imaginär  und  der  Pendel  kommt  nie  m 
Ruhe. 


Ueber  das  ballistische  Problem. 

Von 

dem  Herausgeber. 


§.  1. 

Am  Ende  der  Abhandlung  über  die  Gruodformeln  der  Theorie    ' 
der  freien  krummlinigen  Bewegung  eines  Punktes  *)  gelangten  ^ 
zu  den  Fundamental -Gleichungen  des  ballistischen  Problems»  unter 
der  Voraussetzung  eines  dem  Quadrate  der  erlangten  Geschwin* 
digkeit  proportionalen  Widerstandes,    indem  wir  zugleich  zeigten,  ] 
dass  die  ballistische  Curve  unter  dieser  Voraussetzung  eine  Curve 
von  einfacher  Krümmung  sei.     Die  Gleichungen,    welche  wir  dort 
fanden,  waren,  wenn  wir  die  Ebene  der  acy  so  annehmen,  wie  io 
jenem  Aufsatze  angegeben  worden  ist,  die  folgenden: 

1)  ; 

d^t_^        dyt   SSt 

An  diese  Fundamental -Gleichungen  wollen  wir  jetzt  die  wei« 
tere  Entwicklung  des   ballistischen  Problems  anschliessen,    and 
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wenn. dabei  auch  meisteofs  Bekanntes  vorkomiaeD  wird»  so  wird 
das  Folgende  doch  auch  so  viel  verschiedenes  Neues  enthalten, 
dass  diese  Abhandlung  Eigenthtolichkeit  genug  besitzen  wird»  um 
die  Aufnahme  in  diese  Zeitschrift  zu  rechtfertigen»  in  welcher  Be- 
ziehung ich  mir  vorzüglich  auf  die  am  Schiuss  derselben  vorkom- 
menden Entwickelungen  hinzuweisen  erlaube. 

Aus  der  zweiten  der  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  er- 
hält man: 


8<a_        dSt 


d.  i.»   wie  sogleich  erhellet: 

k 

( 

und  folglich»  wenn  man  integrirt»   indem   Ci    eine  Constante  be< 
zeichnet: 


oder  . 


also  ist: 


oder,   vrenn  wir 

setzen»  wo  natürlich  C  positiv  ist: 

(|)-=C'.-^,. 

Bekanntlich  ist  nun 

d(yt-b-rtcoBß}_dyt      „       .        ' 

m =ii~  ^'''^P 

die  von  der  Pmjeotioii  des  Punktest  auC  der  Axeder  y  vecoiSge: 
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der  Wlrkuii^  def  Zeltkraft  Yt  am  Ende  der  Zelt«  erfaiigte  Ge- 
;B<4iwlnd{gkeit/  und  da  diese  Geschwindigkeit  Air  fszO  offmliar 
▼erschwindet»  so  ist  Vcosß  der  Wertb,  welchen 

...  .....  .    .■   .-  §^     •■     .•    • 

fQr  t=:=0  erb^.    Also  ist.  nach  dem  Obigep: 

F2cos/52=C"c-a/*So, 

folglich»   weil  iSo^O  ist: 

C'=  F^cos^. 


Daher  ist 


(t)"=  -"-^ 


^e-^^u 


also 


I 

Weil  nach  diun  Obigeo 

-^-Fcos/J  j 

die  von  der  Projection  des  Punktes  Ä  auf  der  Axe  der  y  ve^ 
möge  der  Wirkung  der  Zeitkraft  Yt  am  Ende  der  Zeit  t  erlangte 
Geschwindigkeit  ist,  und  es  in  der  Natur  der  Sache  liegt»  das« 
diese  Geschwindigkeit  sich  mit  der  Zeit  nur  stetig  ändern  Icano, 
so  kann  sich  auch 

djft^ 
dt 

m 

zugleich  mit  der  Zeit  nur  stetig  ändern.    Ein  stetiger  Uebergang 

r«  -  1         I  Positiven    i        ,        (  Negativen  I   , 

einer  Grosse  von  dem    |  Negativen  I  ^"  •'«™  |  Positiven    j   •'*»" 

aber  bloss  durch  Null  hindurch  Statt  finden.  Schliessen  wir  noB 
zuerst  die  Fälle  aus»  wenn  F=:0  oder  /?r=90^  Ist,  so  erhellet  aas 
der  Gleichung 

|f=dbFcos/?e-/'«e 
auf  der  Stelle ,  dass 

niemahi  verschwinden,   und  daher  nach  dem  so  eben  Bemerktss 
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aach  niemals  sein  Zeichen  Sndern  kann.  Filr  t  =  0  erhält  aber 
nach  dem  Obigen 

dyt 

'St  * 

den  Wertb  Vcosß,  und  hat  also,  da  es  sein  Zeichen  nie  ändern 
kann^  immer  mit  Vcosß  gleiches  Vorseichen.  Also  moss  roan^ 
well  e^t^^t  stets  positiv  ist«  nach  dem  Obigen  allgemein 

2)  -l^=Vco8ße-f'^'^t 

setzen  9  welche  Gleichung  nun  offenbar  auch  für  F=0  und  ß^9(P 
fi^lt«  weil  in  diesen  Fällen  wegen  der  aus  dem  Obigen  bekannten 
allgemein  gültigen  Gleichung 


^-|jy=F«cos/3«e-«i"«r 


so  ist 


der  Differentialquotient  -^r  nothwendig  verschwinden  muss. 
Setzen  wir  jetzt  der  Kürze  wegen 

Sxt  Syt 

uwA  folglich»  wenn  man  differentiirt: 

dfl  -^  dt '  dt  '^^^  dt^' 

4 

\  also  nach  der  ersten  der  beiden  Gleichungen  I): 

8pt   Syt   ,       a^yt         ^^        dxt   dS$ 

fidgiich,   wenn  man  den  Wertb  von 

der  zweiten  der  beiden  CHeichungen  J)  einfuhrt: 
9pt   dyt  dyt  dSt         o^        dxt   dSt- 

!    d.  !••   weil  nach  dem  Obigen 


ist: 

iMid  w«U  B«B  heksMitlkli 


81 
tot,  «o  ^h&h  mui  darch  DiYision  aof  der  Stelle 

Boknnntllcli  Ut 


'^=V  (t)'  +  ©■• 


8- 
8* 


Nimmt  mau  aber»  waa  offenbar  Terstattet  ist»  den  positiven  Theii 
der  Axe  der  y  ao  an»  daaa  ß  nicbt  grosser  als  90<^  ist»  so  ist 

^=Fcos/3e-A«Äe 
elue  |>(Mitive  tlrüAiie»   und  folglieh 

x\lao  Ist  nach  dem  Obigen: 

d.  i. 

in  welcher  Gleichung  nun  die  veränderlichcD  Grossen  pt  und  St 
gesondert  sind  und  die  sieh  also  integriren  lässt. 

Zuvörderst  erhält  man  durch  theilweise  Integration: 

fdpt  V^i  Tjti? = pt  ViTp?-fpiB\rT+p?, 

d.  i. 
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ferner  ist; 


also 


woraus 


/-^=..VT7?.-,/-^. 


and  daher  oach  dem  Obigen 


/8/ir^l +/>,«=ip,  VT+j^  +  i/^ 


8pt 


VT+^ 


folgt.     Weil  Dui)  nach  dem  aus  der  Integralrechnung  bekannten  all- 
gemeiDen  Aasdrucke  von 


n       ix 


cx 


2 


wie  Hum  leicht  findet. 


Urty  wobei  man  zu  beachten  hat»  dass  p%\  V  1  +  p^  offenbar  nie 
negativ  sein  kann,  so  ist 

/a^Vl+pt«=ipfVT+]^+U(/>f+VT+]S^). 
Ferner  ist 


2ft 


md  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  4)  inte- 
grürt«  indem  C  eine  weiter  zu  bestimmende  Constante  bezeichnet: 

8)   ptVl+pt^+l(pt+>rTTp?)=C-j^^^. 


I 


Weil  bekanntlich 


26 


•If 
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d(xt—a—  VtcoB  a)     dxt      „„^  .  ^ 

die  von  der  Projection  des  Punktes  A  auf  der  Axe  der  x 
der  Wirkung  der  Zeitkraft  Xt  am   Ende  der  Zeit  t  erlangte  G*- 
schwindigkeit  ist,   und. diese  Gesehwiodigkeit  offenlmr  fBr  IsrO  ' 
versdiwaidet»  so  ist  Fcostt  der  Werth  von 

dxt 
'dt 

för  «=xO.    Der  Werft  von 

dt 

,  1 1 

für  t  =  0  ist  nach  dein-  Obigen  Vcosß.    AJso  ist  affenbar 

Fcosa      eosc 
Fcos/3      cos  jJ 

der  Werth  von  ...» 

flir  t=0.     Nun  ist    wegen   der    oben  rückisichtlich  dte  positiver 
Theils  der  ^xe  der  y  gemachten  Voraussetzung  offenbar  , 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenacfadeM  dkf 
Richtung  der  Kraft  F  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der 
zweiten  Axe  eines  durch  den  Anfang  der  Bewegung  parallel  mit 
dem  Systeme  der  a:y  gelegten  Systems  liegt;   und  bezeichnen  wir 
also  den  90^  nicht  übersteigenden  Winkel,   welchen  die  Richtung- 
der  Kraft  F  mit  dem  positiven  Theile  der  zweiten  Axe  eines  durch, 
den  Anfang  der  Bewegung  parallel  mit  dem  Systeme  der  a:y  ge- 
legten Systems  einschliesst,  indem  man  diesen  Winkel  ah  positiv 
oder  als  negativ  betrachtet,  jenachdem  die  Richtung  der  Kraft  F. 
auf  der   positiven  oder   negativen   Seite  der  zweiten  Axe   des  lö* 
Rede  stehenden,  durch  den  Anfang  der  Bewegung  gelegten  Systems 
liegt,  durch  i;   so  ist  offenbar  mit  Beziehung  der  oberen  und  un- 
teren Zeichen  auf  einander: 

folglich  allgemein 

cosa=:sini,   co5/3=coSt; 
also 
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008  a 


fo  Werth  von  pt  för  i=zO.    Setzen  wir  Dun  in  der  Gleichung  5) 
i=sO,  6o  erhalten  wir: 


2G 


tangtsec«+l(tangt  +  8eet)=C— -jFä^^^ 


also 


2G 


C=  tang  t  sec  i + 1  (tang  £ + see  i)  +  -|?2^^^ , 
oder 5    wie  man  leicht  findet: 

6)    C=tangtsec»  +  ltang(46o+i0+^^^^^^ 

Nach  dem  Obigen  hat  man  nun,    wenn  man  cost  för  eo8j9  setzt, 
die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


dpt 
St  _dpt_^  2Cr^^«« 

dt 


V^eoBi^* 


Eluninirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die  Grosse 


m^:0dMt  man: 
W«U  aber 


r«  cos  fi ' 


^ 


f^\C^ptVT+p^'-l(pi+Vl+pr^)\^ 


pt  =  g-->    also  dxt=iptdyt 


fat»   Bo.  bat  man  überhaupt  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

p^pt 


3a?«=  — 


7) 


ft I C— pt  VTf^  -  i{pt  +  Vi  +  Pt«)) ' 

Spt 

f*|C— ptVl+pt*  — I(pt+ Vl+pt*))* 

Wnd  also  JC  nnd  :E  Cons tauten ,   so  Ist: 

26^ 


8!5ft=— 


l 


384  erunert:  Deber  da$  batUMscke  ProUem. 


yt 


oder,  wenn  wir  die  beideo  allgemeinen  Integrale  der  Kürze  wegen 
durch  9>(pt),    '<f(7t)  bezeichnen: 

Weil  non  nach  dem  Obigen  bekanntlich 

ist 9   so  haben  wir  die  Gleichungen: 

a=jP— 9(tangt),    6=»  — tf/(tangt*); 
also  durch  Subtraction 

yt  =  b'-{^(pt)—'^(t2LUgi)U 

d.   i. 

ptSp 


J  tangt 


^  ^^  8/?f 


tan^r-  /^t  VT+^2 _  1  (^,  +  ^1+^,2)  j 


Durch  Integration  müsste  man  nun  mittelst  dieser  Gleichungea 
xt  und  yt  als  entwickelte  Functionen  von  pt  ausdrücken,  und  aus 
den  beiden  dadurch   hervorgehenden   Gleichungen   die  Grosse  pt 
eliminiren,    so  vrürde  man  eine  Gleichung  zwischen  a:t  und  yt  er- 
halten,  welches  die  gesuchte  Gleichung  der  Trajectoria  des  Punk« 
tes  A  sein  würde.    Die  allgemeine  Integration  der  beiden  obigeo 
Differentialformeln  ist  aber  bis  jetzt  nicht  gelungen,  und  wir  sind  f 
daher  hier  mit  der  Auflösung  unsers  Problems  an  der  Granze  aD< 
gelangt,  welche  zu  überschreiten  bisher  noch  nicht  möglich  gewe^l^ 
sen  ist.    Jedoch   wollen  wir  dem  Obigen  noch  die  folgenden  Be* 
merkungen  beifügen. 


§.2. 
Setzen  wir 


9)    pt  =  lang  »t 


i 
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ood  Dehmen  wc  positiv  und  negativ,    absolut  aber  nicht  grösser 
als  90»,   so  ist 


dm 


^"^^ii^'    VTT>i«=sec«r; 


also 


dmt 


^         "        COS  m^ 
Weil  nun  nach  dem  Obigen 

ptVTTp?+\(pt  +  VTTp?)  =  ^r'^dpi^TT+p? 

ist,  und  pt  und  m  nach  9)  zugleich  verschwinden,  so  ist 
ptVl+^  +  l(pt+Vr+^)=2j''''  ^'"' 

o 

Also  ist  nach  7): 

tang  cordrat 


cos  m 


da:t=^  — 


*^t    Sm 


ucosfiDt^  (C— 2  /    *  — ^^—^-ä) 


8yt=  — 


dfOi 


odsr 


dart  =  — 


sin  mBm 


(C_2  T'-^.)' 


fiCOSCDc' 


COS  OOt* 


o 


8y«=- 


dcot 


ff  cos 


m^iC—^f 


<0|     d(or 


cos  ot' 


ff) 


Had  also  wieder  £  und  ^  Constanten ,  so  Ist: 

sin  mdm 


a:t=A— 


(C-2f 


f  ficosa 


^t    Bm     ' 


COSOOt' 


t    Bm     ' 

cos  CO«*' 


piSsUutg»t,    p0  =  taugt; 
%hi$  M^  =r  ^.   and  folglich,  weil 

i 

lbl||IU^h  dttfdh  Hubtraotlon : 

rt;  I; 

/^W| ainojtOoJt 


U(^ 


o  • 


\^^v^ 


M  -  ^ 
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uod 


djft^^ 


8t 


=  Fcos  ie^f^t  • 


8yt 


Weil  mm  »w^gen  der  letzteren  Gleichung  offenbar  -ir  stets  po- 
sitiv isty  80  ist  wegen  der  ersten  Gleichung  -xr  stets  negativ.  We- 
gen dieser  Gleichung  ist  aber 


8pv 


ood  folglich  nac|i  7]: 


,aUM>y   weil  nach  dem  Vorhergehenden  dt  und  d^t  ungleiche  Vor- 
leicfaeD  haben : 

11)      3/= v;-^   -       r       ■''''         -i  •''■  '     ''' 

Ok  nun  bekanntlich  <  =  0  für  />«  =  tangt  ist,  so  ist: 

12)        *  =  —  —7= 'T'      I  '  -     '    \    \  •  ■      ■ 


Auch  ist  bekanntlich 


8pt=z 


dcat 


cos  cot 


2' 


jwonuis  sich  sogleich  ergiebt»  dass  Sm  und  dpt  gleiche,  nach  dem 
'Torbergehenden  also.dcot  und  dt  ungleiche  Vorzeichen  haben. 
Weil  DUD  V 


t,    80  ist  nach  §»  2^: 


8<2  = 


8fi)t« 


2fiCrcos  m^ 


(C-2/ 


">t    8ö)f 


cosax 


folgUch 

13)   a«=- 


dcot 


■n- 


ViiliG\Q08m^ 


v^=?r 


^  8(ot 

COSfiDt' 
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Für  ^=0  ist  aber  o).r  =  t;    also: 

14)    «=  — 


1         P^t  ,  dm 


§.  4. 
Bekanntlich  ist 


d.  i. 

und  folglich,  iveil 


ist: 


also  nach  12): 


woraus 


15) 


Weil 

^  »     z'»      cos  wt* 

ist,  so  ist  auch 

l.,«  =  4G«cos«,»(^J, 
also  nach  13) 

)j)t*= TiT; — 5 * 

r^t_omt 
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woraiu: 


cos  mr 


Bekanntlich  ist 


dt  dt 

cosgf=-^,    co8iyt=^; 

und  weil  man  nnn  die  beiden  Gleichungen 
bat,   sa  eriiUt  man  leicht: 


also 


cos 


ITVeiL  aber  8/  und  dpt  ungleiche  Vorzeichen  haben  ^  so  ist  nach 
dem  Obigen: 


also 


dt  ____^t__ 
I     folglicb 

17)  cos&=pfy  jq:^,  cosiyc=y  jq:^ 

Es  ist  aber 

/?t  =:  tang  cot,    1  +  j»t*  =  söc  e»«*; 
also 

18)    cos  gl  =  sin  091 ,    cos  i/t  =  cos  ooi . 

Weil  iiiemach 

[•  cos&  =  cos(90^ — eil) 


¥ 


S0O  erumtrti    U€ä$rAttt.halH9iiichAprBkhm 

ist,  und  die  Winkel  |t,  W-m  positiv  sind  und  180<> Dicht  fiW 
steigen,   so  ist  allgetoein  *a, 

19)  & 

Weil  ferner 

cos  97t  =  cos  cor  =  cos  (j:  cot)  . 

» 

ist,  indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachd^^ 
m  positiv  oder  negativ  ist,    so  ist,    weil  bekanntlich  17t  positf^ 
und  nicht  grosser  als  180^,   +  cot  positiv  und  nicht  grosser  a/^ 
90O  ist, 

20)    i2t  =  ±cot, 

wenn  man  das  ol^^re.  oder  untere  Zeiob^n  nitimit,   jenachdem  ot 
positiv  o'der  negativ  ist. 

Hiernach  ist  auch  umgekehrt,  roitder«lolbtntB«6tinumiftf^Wf8a| 
des  Zeichens: 

::2))    wtc=900-^|fa?:±i?r.  . 


\ ' 


§.  5a.:     ^,.':^. 


.K'  '  • 


'  ..• 


In  §.  1.  haben  wir  die  Gleichung 

gehabt.    Also  ist 

ii.F2  cos  1*  _  , 

c2ms,  =  '^^26      ^^~P*  VT+^«  -  Kpt  +  V  1 +/»»»)} . 

•  _  ■       • 

und  folglich^   wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  naturlicheD  Log»* 
rithmen  nimmt:  ' 

« 

oder 

1     ttF^cosr'       ] 
^^^¥J^~2G — ;  +  2ii*^^""*^"S®'®®^®'"^**^"S(45^+4o>t))- 

Fuhrt  man  nun  den  Werth  von  C  aus  6)  ein,  so  erhält  man t  ... 
.   1  .  i       26?       .  ,       .       .     ,  .  .  tangC^lf  iO  j 


oder  auch:  .'■• 

'  -   "  -IS)    St  = 
1  ,,,  .   II F^ cos P,^       .       .  .  -        .  ,  taDg(45«>+i»)  ,. 


Weil  man  die  Inte^riaie  in  8)  oder  .10)  nicht  zu  entwickeln 
im  iStadde  ist,  so  bleibt,  wenn  man  die  Gestalt  der  ballistischen 
Curve  näher  kennen  lernen  will,  nichts  Anderes  übrig,  als  zu 
Näherungen  seine  Zuflucht  zu  nehmen,  und  man  kann  in  derThat 
sagen,  dass  in  dieser  Beziehung  unter  den  Mathematikern ,  welche 
sich  mit  dem  vorliegenden  Cregenstande  beschäftigt  haben,  immer 
einer  den  anderen  überboten  hat.  Ich  will  mir  nun  auch  erlauben, 
über  diesen  wichtigen  und  vielb^procheiien  Gegenstand  fm  fol- 
genden Paragraphen  Einiges  zu  sagen,  vorher  jedoch  noch  die 
folgenden,  auch  j^onst  dem  Wesentlichen  nach  schon  bekannten 
Bemerkungen  voraossciiiek««. 

Weil  nach  §.  8.  bekanntlich  der  Differeptialquotient  -gr:   stets 

negativ  ist,  und  daher  dt  und  Spi  immer  entgegengesetzte  Vorzei- 
chen haben,  so  nimmt  pt  immer  ab,  wenn  man  t  von  Null  an 
stetig  wachsen  lässt.    ISach^^  9)  L^t  aber 

ji/t=;tanga)«, 

wo  de;r  {^bsolute  Wertb  vpn  m  niemals  grosser  9^9,  90^  ist,,  und 
nach  S.  2.  ist  bekanOilich' o)»  ==  <•  'Also  kann,  wenn  mt^h  i  von 
Null,  an  stetig  wacbseix  lässt. I  sich  offenbar  cot  purvpnt^is — {Kl? 
stetig  veräiiäern^  wöbet  bekiitihtlich  i*  positiv  und  negativ  $(ein  kjaLnii, 
Nähert  sich  aber  m  der  Gränze  -—90^,  so  nähert sicJi  5t,  wie  aus 
der  Formel  23)  erhellet,  der.Gränze  oc.  Hieraus  erhellet,  dass  die 
ballistische  Curve  eine  -auf  der  Axe  der  ^  senkrecht  stehende 
Asymptote  hat,  wobei  man  sich  nur  an  die  aus  der  Gleichung 

sich  leicht  ergebende  geometrische  Bedeutung  des  Winkels  cot 
eHtfnem  mttss.''-  -'-'  ■="      -  ■'  ■   ■■'■''■■■         ■  ■■  /  '•'■■  ■  •  ■  '»■  ''■/  •'  '» 

Der  Formel  23)  kann  man  sich  sehr  zweckmässig  bedienen, 
um  wenigstens  annähernd  die  Trajectoria  zu  construiren.  Bezeich' 
net  nämlich  n  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl,  so  setze  man, 
zuerst  unter  der  Vori»a  wotfWüli«  ■  4iyis  j.po9Jti^i»eii  lUMhuid  OM^bl 


•« 


i»t^(        '=■ \^m 


2r 


■*t=i 


» 


:i_^Zl5*— :li, 


(«^^ly_  i._r*' 


_.   f«-l-^  _ 

2. 

n 
3. 

1: 

IL      :!. 


ff»  ab^r  natfirlidi  die  Werdbe  tob 
den  dCrfro,  und  bezeicfane,  indem 
AnfiuH^  der  Coordinaten   in  den 
die  Coordinaten  der  den  Werthen 


nie  Ueincr  als  --90^ 
der  Einfarhiieit  wc^ei 
der  Bevregnn^    T^aiegt» 


I  S  J  4  5 

Wj  9y  9f  tBf  tBy 


▼on  mt  entspiedienden  Punkte  der  Trajectoria  reapcciire  dareh 

II  Stl  13  44  i       i 

die  Ton  dem  An&nge  der  Coor£nalen  bin  zn  den  in  Bede  otnhcn 
des  Panicten  der  Cnrve  reichenden  Bogoi  derselben  aber   dnrch 

•  1  ••  .1  4  5 

Sf        Sfy         <3ry         W^y         i^a»..« 


I 

Gruntri:    tmer  da»  ^amUiche  fr^biem.  803 

1  1  O  1  i  o  - 

«1  91  l«l  %  A  * 

ar=a:  +  (iS — iS)siDa),    y=y  +  (ä— jS)cosi»; 

39  A^  989  39'9 

a?=ar+  (S — Ä)  sioG),    y  =y  +  (Ä  — iS)coso); 

'  ■■.■•■'• 

4^^      '4  8  84  8  4  8  * 

u.     8.     w. 

naturlich  desto  genauer ,  je  grosser  man  n  annimmt;   und  da  miin 
nun 

19  8  4  5 

.Sj    &.$    Si    S,    S,.;. 
aus  den  Wertheo 

19*45 

m,    o>>    CDs    »9    lo^...* 

von  m  mittelst  der  Formel  23)  bc^rechnen  kann,  so  kann  man  auch 

nach  und  nach 

i  ■  "^   , 

11  99  89  44  5      '9  "" 

b 


^»  y;  ^f  tfr  ^*y\  ^*yi  ^»  y; 


•••• 


wenigstens  näherungsweise  berechnen,    also   die   Trajectoria  an- 
nähernd construiren. 

Wenn  i  negativ  ist,   so  setze  man  nach  und  nach 

n+0.      »> 

|»t=t  = t=  CO 

■  :         •  n 

i       n  +  1        1 

=tl = r«=(ö 

'  n  n 

..2£      «+2.      « 

=1-1-—  = T-t=ca 

'  n         n 

.  ,  3t      «+3.      8 

=  1-1-—=: t  =  a) 

'  n         n 

,     4t      «+4 .      4 

=rti — = t=e9 

nn 

u.    6.    w. 

wo  aber  natürlich  wieder  m  nicht  kleiner  als  —90^  werden  darf, 
und  verfahre  dai 
gehenden  Falle* 


und  verfahre  dann  ferner  auf  ganz  llküche  Art  ;wie  im  vorher- 


\ 


'Tft 


.'Jt&^i 


I*        i^.- 


^^f0f      «  4OT^ 


-  T» 


t n  »^  •**='*^^  -:  n  .^'^-r- 


-•     r-     ir 


■^•WWIÄ      ■•^^T      \t^^ 


',09  ^'-t.'ißf.        Hjf       i/»— r 


•»/ 


•»•' — -  r- 


«^«^«^    **^   ^m     \\.     7*.     -T 


;* 


-W^.-r 


vV" 


-»«**'  *'  f  y-x^v-lz-:.  <ti 


:i 


r i  . 


%      *. 


^^ 


li^^^j/.  ^^ 


f  fc  :»^«/—  ^ 


f     — 


»,     *.     ir. 


I 

Grüner $:    m^er  doi  ^aUHtUche  erMem.  803 

110  l  i  o  - 

»1  ^       X  lai  Jk       A  * 

ar=3;r-f(i9  — 0)810(0»    y=y  +  (Ä— jS)cosoi); 

39  39  989  39'9 

a:=d;+  (Ä— Ä)  sido),    y =y  +  (Ä  — ^cos»; 

•  •  ' .  t     "  • '   '    ' 

4^48  848  4  8  * 

ar=ar+(S — Ä)sina),    y=y  +  (S  —  S)coato; 

U.   .  8.      W. 

!••;•.  ■  ... 

natürlich  desto  genauer,  je  grosser  man  n  annimmt;  und  da  miin 
nun 

■ 

ans  den  Werthen 

19*45 

-ODy      CD»      O,      My      lO^..«« 

von  oot  mittelst  der  Formel  23)  berechnen  kann,  so  kann  man  auch 
nach  und  nach 

\  ■  x 

11  99  8t  44  5-5  " 

^>  y;  ^>  yr  a:,  y;   ^»  y;  ^,  y;...  ^ 

wenigstens  näherangsweise  berechnen,  also  die  Trajectoria  an- 
nähernd construiren. 

Wenn  i  negativ  ist,   so  setze  man  nach  und  nach 

n+0.      »> 

•■  ■  n  ■     , 

:=i.| = -«=(0 

_2£      n+2.      « 

,     3t      «+3.      8 
"  n         n 

.     Ai      n  +  i .      4 

=rt-| — = e=e9 

n         n 

U.      6.      W. 

wo  aber  natürlich  wieder  m  nicht  kleiner  als  —90^  werden  darf, 
und  verfahre  dann  ferner  auf  ganz  jMiche.Art  ;wie  im  vorher- 
gehenden Falle.  '^      ^P 


«     .    •» 


38$  *  Grüme^:   üeber  aus  öoüiiUiehe  PrMm. 

tangi 

31)     i 

y=o(taDgi— t<)  +  |itCi)*  #       üSu. 

tangi 

Ferner  katin  man  Behufs  einer  dritten  Annäherung  setzeK*-^ 
ar==i5(tangi«--tt«)+^5*y     ttC78t«— fi^ö^  ***'^^         - 

..tmtgi  tamgi 

*ongi 

y  =  5(tang£— t<)  +  fi52  /      üBu-j^^o^  J     U^u 

tangi  tangi 

tangi 

und  betrachtet  man  dann  ft'  als  verschwindend ,  so  wird: 

tang  i  tang  i 

32)    < 

y  ==  ö  (tange— m)  +>52  /      (73^— ft^o^  /      CZag«. 

tangi  tangi 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  geben  kann,  ist  klar.    Un^ 
der  Voraussetzung,  dass  die  Trajectoria  sich  sehr  der  Trajectoria   \ 
im  leeren  Räume  nähert,   berechnet  man  auf  diese  Weise  gef^i^   1 
sermassen  nach  und  nach  die  Correctiouen ,    welche  von  den  V6r    j 
schiedenen  Potenzen   des  Widerstandes  herrühren,    und  verffib^ 
also  auf  ähnliche  Weise  wie  etwa  bei  der  Berechnung  der  Pls0^ 
tenstörungen.     Ueber  die  wirkliche  Anwendbarkeit  der  durch  di^^ 
Entwickelungen   hervorgehenden   ballistischen  Formeln   kann  ai^^ 
nur  die  Erfahrung  entscheiden ;  natürlich  wird  dieselbe  auch  da^^^ 
die  Grosse  von 

«__F*costa 
^""       2G 

sehr  bedingt  werden.  Kleine  Anfangsgeschwindigkeiten  V  xm-^^ 
den  absoluten  Wertben  nach  grosse  Neigungswinkel  i  werden  cS^^ 
Anwendbarkeit  der  in  Rede  stehenden  Formein  günstig  sein. 


Grüner i:   ütker  äa$  halii$ii8ch$  ProMm.  3BB 

und  folglich  nach  dem  Obigen:  ^ 

Endlich  ist 

/« t7^a  =3«/ »«fti -/a«/ tW« 
s:M/Ü«a«-/aD*8a-t/l7(l +«a)8tt  VT+*;» . 

also 

2/ti  t7«8a  =  ufV^u—  ifü(l  +  u«)«  8a  -  S/«(l + !M«+itt*)au. 
Es  ist  aber 

/ü(l  +  «*)l  Sk  =  üf(l + ««)» a«— /8 17/(1  +  ««)« 3« 

und    ■  ;       . 

fO  +««)S8a=(l+««)J/3«-/9.(l  +«'0»/9« 

=«  (1 +««)!— 3/m2ö«  yTTi« 

=  a(I  +a'^.*— |u(l  +  ««)» +  ifdu  VT+tt" 
=J«(1 +««)!  + »u  VThJ*+ ;i(a+ Vl+'5^, 


\  • 


aiso 

fBu  VT+l?/(l  +  «'')äaa  =  i/a(l  +  ««)23a  +  J/a(l+M2)ö» 

+  i/8a  V  1  +  tt'»l(it+  V 1  +,u% 
Nun  ist 

I 

/Sa  vr+ä«!  (a + vr+ä«). 

=  l(a+ VT+ii*)/3w  VT+i^— /31(«+  V"lTS^)/8a  VT+i^ 

i  ..       ■  ' 

V  1  + 1«* 

und 


tku^l 


=u(«+vrH?»ä-r-öi±^ 


«r 


Nun  M 

fObu=  V/du  —fd  Vfdu  =  I7u + 2/ii8i»  VT+^, 

fuüdur=  0/iiBu—fdüfu8u=iüu*+fu*BuVTT^i 
also 

und  weil  nun  nach  dem  Obigen 

iai,  m  M,  wenn-  man  den  Wertii  von/^ttVl  +  u*  am  d««i  OK- 
geo  einfuhrt; 

/u'au  v'r+;?=i«(i + 2tt«)  VT+^— ii  (u + vT+T?), 

folglich 

/ar3it=lt7M«+iM(l+2»«)Vl  +  u«-JI(tt+Vl+««). 
Setzt  man  der  Kfirze  tregen 

33)   ^,  

t  9^«)=l7a  +  J(l  +  i«")  V^l  +  w*; 

80  ist  nach  31): 

f  ar=4ö(tangt*— «2)  +f*ö' j<P(m)—  a>(tangt)), 

34)  ) 

t  y=ö(tang»— «)+fiö«{^(M)  — «^(tang»")}. 

Ferner  ist 

/  Ü^Bu  =  17/  Odtt—fB  üf  üdu 

=  Ü%+i  t7(l+««)VT+M'+2/8uVTHii/03, 
und 

8m  VT+üä/üa«  =  üaaw  VTTk» + 1(1  +  u*)*du» 

also 

/8wV"rH?y^f7a„ 

=  üfudu  VT+^—jd  ufvSu  yfiTtfl + 1/(1 + tt»)«ai, 

= i  ü(i + tt»)  vm?+ j  /(i + tt«)»  8ti 

=i  ü(l +««)  Vl+i?  +  Jii(l + 1«> + J««). 


Gruneri:   üektr  das  6am$it9ch$  FrüMm,  3BB 

uDd  folglich  nach  dem  Obigen:  ^  "'■• 

Endlich  ist 

/tt  t7^i«  =:^  tt/ Ü30ti -/Sil/ tWt« 

=:ii/i7«sii-./t#ü«8tt-!/t7(i+««)aM  VT+<r» . 

also 

2/t£t7«8ti  =  «/f7«aii-|/t/(l  +  tt«)l8ii-S/M(l  +  Jtt«+ii«*)8ti. 
Es  ist  aber 

/ 17(1  +  a«)J  8a  =  17/(1 + n«)J  3«— /S  17/(1  +  ««)» da 

:    =  t7/(l + ««)t  Sa  +  2/38  VT+tt*/a  +  «*)iSa 
und 

/(l  +«»)ä8a=(l+a«)«/aa-/3.(1  -{-u^lßu 

=  «(1 +«»)!— 3/a«eia.VT+'S* 

=  a  (1  +  tt»)S — |a  (1  +  a«)«  +  i/aa  VT+lt" 

=ia(l +a«)l  +  Ja  VTH?+.M(a+ Vt+B«). 
also 

/a«  V  1  +  aV(l  +  «*)J8m  =  i/M(I  +  ««)»Sb  +  ä/a(l +a«)3» 

fr  I  •        ' 

+  |/8a  V  1  +  a?l(i»  +  V 1  +  ««). 
Nun  ist 

/öa  VT+i?l(a  +  V  1  +u^ 
=  1  (a  +  VT+ ii*)/aa  VT+^- /S  l(a  +  VTrf^)/3«  Vl+i? 

^^Fj^/savirnr«,^ ,.  ^ 

= I  (a + Vr+iä/e«  V^FTii^-  i/«5«- 1  ^^"tr.t"^  öa 

V  1  +  a' 

und 
J         V^l  +  a«         ,  (/ V^l+a«  J  V^rH?J  V^l+u« 


«T» 


400         '      Grnnert;    üeber  das  äaiiisüscke  ProtUm. 
also  

folglich 

fsv  VT+i?  I  (u  +  V  rn^) , 


=4«V"rH?i(«f+vn-M»)+iii(M+^i+M*))«— i«». 

Also  ist 

fdu  VT+t?/(l + ««)J  a« = s'jM«  +  Ä«*  +  A«« 

+ Ä«  VT4^i  (« + vT^^) + Ä 1 1  (« + V-tfi^j«. 

I 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

,  /  I7(l+a'»)iaa  =  et  iM(H-««)« +1«  VTTi? +!!(«+  V  1+««)J 

Nach  gehuriger  Substitution  in  den  oben  für  2/uü^du  gefuDclenw 
Ausdruck  erhält  man : 

2/uüaau=  l7««»+il7lw(l  +  2m«)  VT+u«— I(«+V  1  +  ifll 

-J«V1+^I(m+ VTf;?) -lU(«+VTH?)f 
+|««(H-t/a +  }««). 

Wird  also  der  Kürze  wegen 

4>i(«)=i  ^««2+1  ü{m(1  +  2m«)  V1  +  u«-I(m  +  VT+V)|     I 

,  —  J«Vl  +  Ma|(a  +  V"r+5ä)-J|l(«  + Vl  +  tt«)J«       I 

35)  < 

»Fi(m)=  171  ÜM+ 1(1  +«2)  VT+Ü«)  + J«  (!  +  ?««+ Jtt») 
gesetzt,  so  ist  nach  32): 

a:=:iö(tangi»— «2)  +|»c5«  { *(«)—  dkCtangt*)] 

-(t^öMäiiW-^iaangOI. 

36)    < 

y=ä(tanst  —  u)  +(iü«t^(M)— 3^(tang»*)} 

-f*»ö»|  «'a(«)-^9'i(taiigOl. 

Eine  allgemeinere  Untersuchung  der  Integrale  von   der  obigen 
Form  behalte  ich  einer  späteren  Abhandlung  vor. 
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Bestimmang  der  Differenziale  von  Exponentialgrossen 
mit  yeränderiicher  Basis  und  zusammengesetzten  ver- 
änderlichen Exponenten. 


Von 


Herrn   Hofrath    Oettingerj 

Professor  an  der  Uniirersität  zu  Freiburg  i.  B. 


Eis   sei  g:=zy*,  so  ist  Ig9=^lg^9  und   hieraus  erhält  man 
dari^  Differeuiiren : 

qbI  hieraus  durch  Wiedereinführung  dgs  Werthes  ftfr  qi 


a) 


Scheidet  mau  x.  aus  der  Klammer ,  so  entsteht: 

vx     9'i/ 
(2)       8^'=y^.ar[Ig3r—  +  p=^y''^[\gyS\ga:  +d\gyl 

Zieht  maD  auch  \gy  aus    der  Klammer,    multiplicirt  und  dividirt 
Anreb  \gx,  so  wird  hieraus: 

— y    &y  •  ö     La?lga:  ^    fg^.«/lsi/  Ji' 


Nun    ist  8  Ig  Ig  «  =   I        =  -1 ,  und  hieraus  erhält  man  folgende 

Bireite  Form  ßlr  das  obige  Differenziai: 


{: 


ir  :s^  ^  ^If«*«.* -hit^»  = 


=:.i^    js^-j^-rl 


8* 


'hm:. 


I 


mUvm'ämkri.SM9i$u.%u%mNmin0€$€i%ienvirä9iämi.S99mmnim.  4M 


*n  ...**«  ..•*!•  ..'"ii       « 


(7)   Sxg<\    ssra^v'      .Ä^*»'*      .jT»**'*      ...^  *^.a^[lgaP|lgaV••• 
....  lg  ^»^i  8  Igd:^ -f  lg:Pi  Ig  oTa .»:« IgoTii-fd  ig  oTn-i 


+ 


•mtmmmm-^- 


JJtt  «  Jf         I  >  ^-_^^_ «1     ••••Ä';J 


Zweite  Methode. 

Aus  der  Darstellung  (%)  gewiimt  mao  aaf  dem  gleichen  Wege 
wie  vorhin  Folgendes. 

Man  setze  ti  =  j^,  so  ist  aus  (3): 
8a^=a^lgz».lgu[8lglgt«  +  ^^] 


-'^■"-■■'"■y^^'-m 


Wird  nun  dy*  aus  (3)  eingeführt  uud  Ig  x  nach   der  Einführung 
aus  der  KJammer  gezogen ,  so  ergibt  sich: 

(8) 

B^=.^'  X^^'X^r  Ig.  [3  lglg.'+  ^Ig?  +  i^]. 

I 

Setzt  man  <=x»',  so  wird  aus  (3): 


öM'=««igu'ig»[aigig» +^^^ 


8z9'  8  Ig  Ig  tf 


»'.    f'i    *r  öx»     ^  digigifi 

Wird  dzv'  aus  (8)  eingefährt  und  Xgy*  \gx   nach   der  Einfähroog 
aus  der  Klammer  genommen,  so  erhält  man: 

(9)    3«»»^=«»'''  IgM»**  lg«*'jR»'Ig^[31glg«+^^ 

Slglg»  81g  Ig«        -I 

•g^igy*     lg*.lgy».lgj»'J* 
Eben  so  entsteht: 


m  o 


-f-  % 


ji 


sr*        '^jctef*   '    gjrigjf  IgLJr* 


-T 


.3JSlC3f*!2l2'   *i 


. .  1 


m 


.    .1 


'  '""^ia 


1 


-    -»- 


"tei2:rv 


^ 


1—4- 


.hMW    S' 


'iHrfsoiiv  aocfirll^  'ii 


Aa«ren.diiiiseD. 


Xfmmt  man  »n    2^  nir    /  «^rter  ^j  :)egtänaige  *^^ 


aa.  .»o  ep-> 


r> 


7' 


:>m#fr  »rwibt  -irh  ^iw    i^,    S).    *T\ 


ri 


tcT^ 


ex     7^ 

/•«  r  tu  <n 


!!.       ^.       •▼. 


^) 


If       ^ 


J-       S.       ^- 


I  i  ■  .-...■•  ;    .      ■  ■  i  •  I 

»1        •    . '  1^  I-  •■        «.•  ■■■i.i 


I  /*> 


■  4)  •       8a**=:a*'|a?*  .2  Igiifiir^i    ..•     , .  •      :■:   ■  .■,    .  \ 

3a*    :=a*    a?*  o?*  Ig a  [(Igar)*  +  Ig«  +  -]8a: , 

5)  8e*'  =  6'*j;*.2aa:, 

•  a<5*^  ==  c*'*a?^a:*[(lgÄ)2^+  lga?+  ^äö?»    " 

u.    s.    w. 

..■■•■>..•.  j  •# ...  .  ■  I  i"   '    ■     »■.::'     ■  •  -.  ..    .  ■  . 

;■■■••••       ■•      1  I     ■ 

,..:..•...    ae^f  =«•*.'«•* e* 8a? 

7)  8ar*  =  ar*[lgar+l]8a:, 

1 

dx*'=x^x'  [(Ig  ar)«  +  Igo?  +  -]8a:, 

«1/ 

8a;*''=:a;**'a?**a?*  [(Igo;)»  +  (Iga?)?  +  -|^+  ^l^^' 

Ferner  ergibt  sich  aus  (2),  wenn  Xy  x^,.»ucn  statt  o?  gesetzt  wird: 

8)  82*'  **•••*«  =  2*1  «*".•*„  [Ig  z  8  (a?i  ar2-..a7fi)  +  ^i  a?a  •— ^n  — ] 

I 

Wird  nun  8(aria:2..*.arn)  differonzirt  and  XiX^^^'-Xn  und  Igz   nach 
der  Differenziation  ausgeschieden,  so  entsteht: 


\ 


ö)  :\V 


=  Ig  «*>  *» —»i.  •  »*'  *•"••'»  [3  ig  Xi  +8  lg  ;ca + ....  8  Ig  a:„+8  Ig  Ijtz] 
= Ig  1*1  *f- *„•»*'*' ■■■■*»><  8 [Ig  (arjara ....  arnigz)]. 
Aus  (9)  ergeben  sieb  folgende  spezielle  Fälle: 

dt*a  =a3r.j'»lg»  [^  +  |^  +  J"^]  =log«'*'^"'8(lg(aylg^], 

I   '  I  • 

3^=4:»« .  ^-s»  Ig»  L-^  +  f  +  1^  +  nilJ 

=  lgi»*"'.'»"8[lg(a:^!gz)];  - 


o.    s.    w. 


4^  Oßtlina^r:  ß4$fibfim.  ä$r  Diff&reHs4aU  von  ßwpmeMümlt^iii^ttm^M:^ 


X 


.»•■:    y 


]» 


aO)  ,Su^^  =zw^'^    \g  v/^.    Ig  u^    lg  2^'  \gy'  Igarpiglga 

"^    Igar    "*'lg^lg^^"^|ga:lgy*|gzsr' 
Slgigto 

Ig^lgy^lg^''  •§«♦ 

und  allgemein: 

.*  .*  .* 

(11)    Sa?!**'*     =ari**'"      lg  a?i**'"      ....lga:]|"Jga:n[aiglÄ 

,  Slglg^«-i      8jgjgfP»t--2    . 

T i      r  •••• 


_  _  _  „  ^ «  .' 


.  «i' - 


lg  ar„  lg  .T^»  1 .  Ig  ^„lä^-  *S^2  ' 


Alan  kann  übrigens  aucb  (11)  durch  einige  Umformunger' 
unmitfetbär  aus  Formel  (7)  ableiten. 

Anwendungen. 

Nimmt  man  in  (2)  für  y  oder  x  beständige  Werthe  an  5 
geben  sieb  die  bekannten  Differenziale: 

1)  da^  =  a* Ig ada:    und  %«=  ^'^  ^=:ny^-^ dy ; 

y 

ferner  ergibt  sich  aus  (4),  (5),  (6): 

2)  efls/'=a!''r^ig«(^+|)' 

aa»'''=«»*%/y'a:lgo[Igz  Igy  -|  +  Ig  s  -|  +  ^-], 

u.    s.    w. 

3)  8e»'  =  e.V.(^+|?), 


U.      6.      W. 
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bloss  aatweadMg  lernen»  eondern  sieb  eine  wirUtcb  theoretisch 
begrflndete,  vOllig  deutliche  Einsicht  in  dieselben  verscfaaffes: 
desto  mehr  dürfte  der  vorliegende  kurze«  einen  an  sich  sehr  ein» 
fachen  Gegenstand ,  der  übrigens  mit  den  in  der  Mathematik  be- 
kanntiich  immer  gewisse  Schwierigkeit  darbietenden  und  stets  eine 
besonders  deutliche  Darstelking  erfordernden  Lagenbestimmungen 
susammenhSugt,  betreffende  Aufsatz  auf  einige  Nachsicht  wegen 
seines  Abdrucks  in  dieser  Zettschrift  rechnen  dürfen.  Derselbe 
verdankt  lediglich  dem  Bestreben»  die  mir  ausserordentlich  Bim 
Herzen  liegende ,  sehr  wünschenswerthe  Verbesserung  des  Unter» 
ricbts  auf  nautischen  Lehranstalten  in  jeder  Rücksicht  berbeizU" 
führen  9  seine  Entstehung ,  und  macht  durchaus  keine  anderen 
Ansprüche«  als  in  dieser  Beziehung  einigermassen  berücksichtigt 
zu  werden.  Die  Kenntniss  der  Einrichtung  des  Kompasses  setzt 
derselbe  voraus. 


8.  1. 

Jedermann  weiss«  welchen  Theil  des  ScbiSsgebäudes  di^Suhiffs* 
baukunst  mit  dem  Namen  des  Kiels  bezeichnet  Hier  jedoch«,  wq 
wir  es  lediglich  mit  geometrischen  BestimmungeA  zu  thun  haben, 
wollen  wir  diesem  Ausdrucke  eine  etwas  bestimmtere  Bedeutung 
beilegen.  Unter  der  Voraussetzung  nämlich,  dass  das  Schiff  auf 
vuUig  ruhigem  Wasser  schwimme,  wollen  wir  im  Folgenden  unter 
Kiel  die  horizontale  Linie  verstehen,  welche  von  dem  Mittelpunkte 
des  Kompasses  aus  nach  der  Mitte  des  vordersten  Theils  des 
Schiffes  gericfatet  ist 

Unter  dem  Kielwasser  eines  segelnden  Schiffes  versteht 
man  bekanntlich  die  dem  Schiffe  gewissermassen  folgende«  von 
der  Mitte  des  Hintertbeils  oder  vielmehr  von  dem  Steuerxuder 
ausgebende  zusammenstrudelnde  geradlinige  V^asserspur.  Die  nach 
vorn  hin  verlängerte  Richtung  des  Kielwassers  nennt  man  den 
Leeweg«  und  es  ist  klar«  dass  durch  diesen  Leeweg  jederzeit 
die  eigentliche  Richtung  bestimmt  wird«  nach  welcher  hin  das 
Schiff  segelt  oder  seinen  Lauf  nimmt  Jedem  segelnden  Schiffe 
legt  der  Seemann  zwei  Seiten  bei.  Denkt  man  sich  nämlich  den 
Wind  über  das  Schiff  weggehend,  so  heisst  die  Seite  des  Schiffes, 
von  welcher  er  kommt,  die  Luvseite«  die  Seite  dagegen«  nach 
welcher  er  geht,  die  Leeseite.  Die  Erfahrung  hat  gelehrt«  dass 
der  Leeweg  in  den  meisten  Fällen  nicht  mit  der  Richtung  des 
Kiels  zusammenfällt  und  dann  immer  auf  der  Leeseite  des  Schiffes 
liegt«  mit  welcher  Erfahrung  wohl  die  Abstainmung  des  Wortes 
Leeweg  zusammenhängen  mag. 
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■V"  Der  von  dem  Leeweg  dod  Kiel  eingescblö'seebe,   180^  Dicht 
übersteigende  .Winkel  heilest  die  Ab  trifft  *)  oder  auch  wobl  selbst 
der  Lee  weg.     Die  Abtrifft  wird  bestimmt  dureb  Messung  d^ 
180^  nicht .  übersteigenden  Winkels,    welchen   die   Richtung  des 
Kielwassers  mit  der  Verlängerung  des  Kiels  rückwärts  Aber  deA 
Mittelpunkt  des  Kompasses  hinaus  einschliesst.    Um  die  Abtrifft 
mit  Leichtigkeit  messen  zu  können,    ist  in.  der  Mitte  des  Ueck- 
bords,  worunter  man  im  Allgemeinen  den  hintersten  obersten  Tfaeil 
des  Schiffes  versteht,   ein  in  Striche  und  Viertelstriche  getheilter 
Kreis  gezeichnet,  dessen  einer  Durchmesser  genau  mit  der  Rieh. 
tpng  des  Kiels  zusammenfallt.    In  dem  Mittelpunkte  dieses  Krei- 
ses ist  eine  kleine,  gabelförmig  geöffnete  Stütze,  Mick  oder  Stie- 
p er  genannt,  errichtet,  und  wenn  geloggt  ist,  wird  die  Logleine, 
0he  man  sie  einholt,  in  die  Mick  gelegt;  da  nun  das  Logbrett  im 
Kielwasser  nachschwimmt,    so  ist  klar,  dass  sich  die  Abtrifft  mit 
Leichtigkeit  auf  dem  in   Striche  und  Viertelstriche   eingetheilten 
Kreise  ablesen  lässt.    Meistens  übrigens  wird  dieser  ganze  Kreis 
durch  einen  blossen  Halbkreis  vertreten,  dessen  Durchmesser  auf 
dem  Kiel  senkreoht  steht  und  dessen  Bogen  nach  dem   hinteren 
TheillB  des  Schiffes  hin  liegt.    Die  Einrichtung  ist  so  einfach,  dass 
eine' genauere  Beschreibung  derselben  nicht  erforderlioh  ist.     Von 
anderen  Methoden   zur  Messung  der  Abtrifft  kann  hier  nicht  wel- 
ter di6  Rede  sein. 


§.  2. 

Unter  dem  wahren  Curs  eines  segelnden  Schiffes  wollen 
wir  den  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  verstehen,  welchen  die 
wirkliche  Richtung  seines  Laufs  mit  der  nördlichen  Richtung  des 
Meridians,  unter  welchem  sich  der  Mittelpunkt  des  Kompasses 
gerade  befindet,  einschliesst,  indem  wir  unter  der  nördlichen  Rich- 
tung des  Meridians  die  Richtung  des  von  dem  Mittelpunkte  des 
Kompasses  aus  nach  Norden  hin  gehenden  Theils  des  Meridians 
verstehen;  zugleich  soll  dieser  wahre  Curs  östlich  oder  west- 
lich genannt  werden,  jenachdem  von  dem  betreffenden  Meridiane 
aus  der  Lauf  des  Schiffes  nach  der  östlichen  oder  westlichen  Seite 
dieses  Meridians  hin  gerichtet  ist. 

Unter  dem  magnetischen  Curs  eines  unter  einem  bestimm- 
ten wahren  Curs  segelnden  Schiffes  wollen  wir  den  Kompasi^strich 
verstehen,  welcher  mit  dem  Kiele,  des  Schiffes  **)  znsammen fallen 


*)  Abdrift. 
**)  Kiel  immer  in  dem  im  Obigen  näher  be«timmten  Sinne  genommeu» 
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würde,  wenn  der  Kompass  keine  Variation*),  das  iSehiff  keine  Ab- 
trifft hätte.  .  s        ■      ■ 

Unfter  dem  Kompass-Curs  eiiies  untef  eipem  bestimmten 
währen  Curs  segelnden  Schiffes  wollen  wir  endlich  den  Kompass- 
strich verstehen,  welcher  mit  Rücksicht  auf  Variation  und  Abtrifft 
mit  dem  Kiele  des  Schiffes  zusamraenßillt. 

Wie  diese  verschiedenen  Curse  in  einander  zu  verwandeln 
sind,  soll  nun  im  Folgenden  -gezeigt  werden. 

§.3. 

Zur  Verwandlung  der  wahren  Curse  in  magnetische  Curse  un.d 
umgekehrt  bedient  man  sich  mit  Rucksicht  darauf,  dass  jede  zwei 
benachbarte  Kompassstriche  einen  Winkel  von  11^.15'  niit  einan- 
der einschliessen,  am  besten  der  folgenden  Tafel,  zu  deren  Ver- 
ständniss  und  sicherem  Gebrauch  bloss  zu  bemerken  ist,  dass  die 
letzte  Kolumne  östlichen,  die  vorletzte  westlichen  Cursen  .ent- 
spricht,   wie  dies  auch  in  der  Tafel  selbst  angezeigt  worden  Ist. 


Wahrer    öst- 
licher oder 

Hagoetiicber    Ciir«. 

restlicher 
Cnrs. 

# 

Wahrer  Car« 
weltlich. 

Wahrer  Cur* 
öttlich. 

0,  0' 

N. 

N. 

11.15 

NzW. 

NzO. 

22.30 

NNW. 

NNO. 

33.45 

NWzN. 

NOzN. , 

45.  0 

NW. 

NO. 

56.15 

NWzW. 

NOzO. 

67.30 

WNW. 

ONO. 

78.45 

WzN. 

OzN. 

90.  0 

W. 

0. 

101.15 

WzS. 

OzS. 

112.30 

WSW. 

OSO. 

123.45 

SWzW. 

SOzO. 

135.  0 

sw. 

SO. 

140.15 

SWzS. 

SOzS. 

157.30 

SSW. 

SSO. 

168.45 

SzW. 

SzO. 

180.  Ö 

s. 

s. 

*)    Gleichbedeutend  mit  Declination. 
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Mit  ROcksicht  daraof,  6mmb  der  Winkel  swuchen  jeden  tird 
ViertelstricheD  des  Kompasses  2^.48'  .45'  beträgt,  kann  man  diM 
Tabelle  id  der  obigen  Weise  leicht  anf  Viertelstriche  er* 
weitem,  wodurch  ihr  Raum  nur  etwas  vergrussert,  ihr  GebnuKib 
In  Allgemeinen  durchaus  nicht  geändert  wird. 


$.  4. 

Um  nun  ferner  den  magoetischen  Cnrs  in  den  Koropass-Cm 
lu  verwandeln,  berücksichtigen  wir,  die  Abtrifft  Rir's  Erste  M 
Seite  setzend ,  sunichst  bloss  die  Variation ,  welche  wir  Her  ki 
Strichen  nud  Viertelstrichen  gegeben  annehmen. 

Man  denke  sich  im  Folgenden  immer  das  Auge  auf  den  lidh 
tigen  niacnetischen  Kompassstrich,    ivelcher  als  gec^eben  rofa» 
gesetzt  wird,   gerichtet.    Unter  dieser  Voraussetzung  denke  bm 
sich  ferner  das  Schiff  zuerst  in  eine  solche  Lage  gebracht,  dl« 
es  auf  den  richtigen   magnetischen  Kompassstrich  anliegt,  d.  k 
dass  dieser  Konipat^sstrirh  mit  dem  Kiel  zusammenfällt;  so  wüHe 
diese  Lage  des  Schiffes  die  richtige  8ein,  wenn  die  Variation  glekl 
Null  wäre,   oder  diese  Lage   wäre  die  richtige,    wenn  das  IM 
der  Kompassrose  genau  nach  Norden  gerichtet  wäre.     VerschÄ 
det  nun  aber  die  Variation  nicht  und  ist  zuerst  östlich,    so  nM 
um  das  Schiff  in  die  richtige  Lage  gegen  den  Meridian  zu  bria* 
gen ,  offenbar  der  Kiel  noch  um  einen  der  Variation  gleichen  Wii- 
kel   nach   der  linken  Seite    des  Beobachters  hin  gedreht  werdcBi 
wonach    das  Schiff  augenscheinlich   an  einem    solchen   Kompass- 
strich anliegen    wird,    welchen  man  erhält,    wenn  man  von  des 
magnetischen  Curs  die  Variation  nach  der  linken  Seite  hin  abrecli- 
net.    Verschwindet  dagegen  die  Variation  nicht  und  ist  westlicbf 
so  muss,  um  das  Schiff  in  die  ricLtige  Lage  gegen  den  Meriditt 
zu  bringen,  offenbar  der  Kiel  noch  um  einen  der  Variation  gleichei^ 
Winkel  nach  der  rechten  Seite  des  Beobachters  hin  gedreht  vf^ 
den,    wonach  das  Schiff  augenscheinlich   an  einem  solchen  Koia* 
passtrich  anliegen  wird,  welchen  man  erhält,  wenn  man  von  d^^ 
magnetischen  Curs  die  Variation  nach  der  rechten  Seite  hin     ^ 
rechnet    Dies   giebt  folgende  Regel,   um  aus  dem  magnetisc^f 
Curs  den  Kompass-Curs   zuvörderst  ohne  Rücksicht  auf  Abt^^ 
zu  finden: 

Richte  das  Auge  auf  den  gegebenen  magnetisclip 
Konipassstricb  und  rechne  von  dem  magnetischen  C 
östliche  Variation   zur  linken  Hand,    westliche  Var 
tion  zur  rechten  Hand  ab. 
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Wir  wollen  diese  Regel  dorefi  ein  Paar  Beispiele  eriiulern. 

Ist  der  magnetische  Curs  SSWi W<  und  die  Variation  1\  Strich 
östlich,  80  ist  ohne  Rücksicht  auf 'Abtrifft  der  Kompass-Curs  SzW. 

Ist  der  magnetische  Curs  JSOzN.  und  die  Variation  1^  Strich 
westlich ,  so  ist  ohne  Rücksicht  auf  Abtrifft  der  Kompass-Curs  NO^O. 

Es  muss  nun  der  nach  der  vorhergehenden  Regel  bestimmte 
Kompass-Curs  noch  wegen  der  Abtrifft  corrigirt  werden.  Da  der 
Leeweg  immer  auf  der  Leeseite  liegt«  so  ist  klar,  dass,  nachdem 
der  Konipass  Curs  nach  der  vorhergehenden  Regel  bestimmt  wer* 
den,  man  sich  den  Kiel  jederzeit  naoh  der  Luvseite  hin  um  einen 
der  Abtrifft  gleichen  Winkel  gedreht  denken  muss,  wenn  das 
Schiff  wirklich  den  richtigen  Curs  segeln  soll ,  und  man  mus/s  also,, 
um  endlich  den  auch  wegen  der  Abtrifft  corrigirten  Kompass- 
Curs  zu  Gnden ,  von  dem  nach  der  vorhergehenden  Regel  bestimm- 
te» Kompass- Curs  die  Abtrifft  nach  der  Luvseite  hin  abrechnen, 
wobei  man  sich  das  Auge  auf  den  nach  der  obigen  Regel  be* 
stimmten  Kompassstrich  gerichtet  denken  muss.  Dies  giebt  also 
die  folgende  Regel: 

Um  den  auch  wegen  der  Ab  trifft  corrigirten  Kotti* 
pass-Curs  zu  finden,  richte  das  Auge  auf  den  nach  der. 
vorhergehenden  Regel  bestimmten  Kompassstrieh 
und  rechne  von  dem  nach  dieser  Regel  gefundenen 
Kompass-Curs  die  Abtrifft  nach   der  Luvseite  hin  ab« 

Um  auch  diese  Regel  durch  einige  Beispiele  zu  erläatern^ 
bemerken  wir  zuerst,  dass,  wenn  man,  am  Kompass  stehend, 
das  "Gesicht  nach  dem  Vordertheil  des  Schiffes  sich  hin  gerichtet 
denkt,  dann  die  rechts  vom  Beobachter  liegende  Seite  des  Schif- 
fes Steuerbord,  die  links  vom  Beobachter  liegende  Seite  des 
Schiffes  dagegen  Backbord  genannt  wird. 

Dies  vorausgesetzt  sei  nun  der  magnetische  Cars  80^.,  A% 
Variation  2  Strich  westlich,    die  Abtrifft  l\  Sixkth,   die  Luvseite 
sei  Backbord.    Wendet  man  die  erste  Regel  an,    so  erhält  man  « 
SSO^S.,    und  wendet  man  nun  die  zweite  Regel  an^,    so  erhält 
nlan  mit  Rücksicht  darauf,  dass  Backbord  die  Luvseite  ist,  SOzS. 

Der  magnetische  Curs  sei  SSWiW.,  die  Variation  4^  Strich 
(istlkhy  die  Abtrifft  5][  Strich,  die  Luvseite  s^  Steuerbord,  Die 
erste  Regel  giebt  SSOIS.,  die  zweite  giebt  SWi& 

Der  magnetische  Curs  sei  NWzWjW.,  die  Variation  3  Strich 
westlich,  die  Abtrifft  3  Strich,  die  Luvseite  sei  Steuerbord.  Die 
erste  Ri^el  giebt,  NNW^W.,   di«  aweite  giebt  MiO. 


tii:t 
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Mit  «4wiv,.«. ,. ..  -^i    «uzO  O..    die  Variation  3]^  Stricli 

Viertei&i»     .t.-.-         -»   •         ^  •    .•       •  ' :    L'iv.seite  sei  Backbord.   Die 
Tabelle     iu         .  "  "*  /-'.^e-^e  üiebt  X 

4,,  •-•...«»  N..  «iie  Variation  2«  Strich  Sst- 

Liiv^eice  sei  Steuerbord.    Die  erste 

!'..•;:.    ::..ccel$t   welcher    die  unteren     \ 
..M'  La\5cice  nach  vorn  angehoit  and 
Uin  ^        ./  i.iv^eUd  ^ceuerbord,  so  sagt  man:  das 

zu  vcr.  '  •  X  «^  ;  .wii  ^teuefbordshalsen  zu  oder  es  Hegt 

Seit«    ;•  .<     _  :  .     *^:    :>.   Liiv!*«eUe  Backbord ,  so  sagt  man - 

StriiK'.      i  r.  S't^.>«ir  -  jutd  :iit£  Backbord  shalsen  zu  öderes 

.-.;    -v   .     '^*'es   •  MMüssresetzt,   werden  auch  die 

•  •  • 


^    51.   >'^Vj:*. .  die  Variation  4  Strich  Ire»  ^- 
11..:  "*  .  .  :i.    ...»ck'fiidf   ttfuc  auf  Steuerbordshal8eK^< 

^  ,  , . .  *.v .  ^.W..    iie  ^v«ic*  giebt  WNW. 

>    >.   ^IH^\.    tili  Viriation  2  Strich  wes*^' 
>.    .  • .     ...>   !H.?iiir  -itw«!^  über  Steuerbord  nmfft 
^  ^     ..^ic    »V^t»!    ^i^jöt  OzN.,    die  zweit • 


.    ,.   \\v    >  \\  .  die  Variation  3  Stric* 
^  .!*  N.».J   '  *zi  auf  Backbordshalseo. 

^%  NU  .A       :4e  ,'^eiie  siebt  SWiW. 

'  .i»c«ciicit.    die  beiden  obigen  sebr 
.       .;     ,.  oitauiero. 

>•  .   !\oii4»ass-Curs  in  den  magnetischen 

\\w\\  die  beide     obigen  Regeln  i" 

:i    uiuk^okobrter  Weise    anzuwenden' 

.     ,  .1  lvv>nipa«s-Curs  rechne  man,  d^^ 
.     .'.1  !\oiii|>a$sstrich  gerichtet,   ^^* 
.  ^.'.t  o  bin  ab. 

Weise  erhaltenen   Curs   rech      ^* 
.  >    :;Oi;obenen  Korapasstrich  ^^^^ 
'.    ^   i.luiioii  zur  rechten«    die  we^^ 
!%o;i  Hund  ab. 


.    .V.  ^V\4S.,    die  Abtrifft  51  Strich, 


li 
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Vafktion  4}  Strich  uätlich/die  Luvseite  sei:  SteuerboWI  v  die  Lee- 
seite also  Backbord.  Die  erste  Regel  gtebt  SSOjS.»  die  zweite 
giebt  SSWJW. 

DerKompass-Curs  sei  WNW.,  die  AbtriflOt  2i  Strich,  die 
Variation  4  Strich  westlich «  die  Luvseite  seS  Steuerbord,  die  Lee- 
seite also  Backbord.  Die  erste  Regel  giebt  W^S.,  die. zweite 
giebt  SWJS, 

■ 

Der  Kompass-Curs  sei  N.,  die  Ab  trifft  7  Strich,  die  Variation 
3l  Strich  ostlich,  die  Luvseite  sei  Backbord,  diö  Leeseite;  also 
Steuerbord.. '  Die  erste  Regel  gi^btOzN.,  die  zweite  giebt  OSO^S. 
oder,  was  dasselbe  ist,  SOzO|0. 

Will  man  mehr  Beispiele,  so  braueht  mi^n  die.  fflr  den  ersten 
Fall  gegebenen  niir  sämmtlicb  umzukeUreta. 


'1    .    •     n  »  ■ 


r 


Ueber  eine  Klasse  von  Integralfunctionen  zweier  un- 
abhängigen Yeränderlichen^  welche  zwischen  gewisseii 
bestimmten  Grenzen  yerschiedene  Werthe  geben,  wenn 
die  Ordnung  in  der  Integration  umgekehrt  wird* 

Von 

Horm  Professor  G»  Becher 

an  der  polytechnischen  Schule  zu  Angsbarg«   - 


>    ■         •  ■  ' 

Dem  Beispiele  Cauchy's   folgend,   hält  anch  Cournot   in 

seiner  Theorie  der  Functionen  an  dem  Satze  fest,  dass  ein  be- 
stimmtes doppeltes  Integral,  dessen  Aenderuugsgesetz  zwischen 
den  Grenzen  desselben  unendlich  wird,  verschiedene  Werthe 
geben  könne,  wenn  die  Ordnung  in  der  Integration  umgekehrt 
werde,  und  führt  zum  Beweise  dieses  Satzeü)  die  Function 


/+i        /*+!  a^ «« 


-1  -1 

Theil  ILXII.  28 


• 
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an,   aus  welcher  er  in  der  ffir  die  Integration  angedenteteo  Ori- 
Bong  die  Ergebnisse  zieht: 

17=1       <fcg>^»'^?    2  =  2/       Ap*j37^=2^*,arctang«=«; 
dann  kehrt  er  die  Ordnung  beim  Integriren  um  und  findet: 


-1        -1  -i 


=— 2y       rfy  .^p=  —  2£j.arctattgy=— «, 
also  allerdings  den  wesentlichen  Unterschied 

swischen   den  beiden  Werthen  des  obigen  bestimmten  Integnbi 

Gegen  diese  Ergebnisse  kann  zwar  kein  ahnlicher  Einwtfl 
erhoben  werden ,  wie  es  in  meinem  frühem  Aufsatze  (Archlt 
Tbl.  XIX.  H.  4.)  in  Betreff  der  von  Cauchy  in  seinen  ExercieH 
abgeleiteten  Resultate  geschehen  ist;  demohngeacbtet  ist  to 
Schluss,  dass  jener  Unterschied  in  den  Werthen  der  Function  D 

von  dem  Unendlichwerden  d^r  Function  i=/  »  ,    oxo  zwiscbei 

den  Grenzen  der  Veränderlichen,  nämlich  wenn  x  und  y  gleick* 
zeitig  Null  werden,  herrühre,  nichts  destS  weniger  falsch;  dem 
es  gibt  eine  Menge  ähnlicher  Functionen,  welche  nicht  uneod' 
lieh  werden  und  doch,  in  gleicherweise  behandelt,  verschiedeoe 
Werthe  geben,  wenn  die  Ordnung  in  der  Integration  umgekehrt 
wird ,  und  der  Grund  f&r  jenen  Unterschied  muss  ganz  anderswo 
gesucht  werden. 

Einen  Fingerzeig  för  diesen  Umstand  werden  wir  schon  erbsl* 
ten,  wenn  wir  die  gegebene  Function 


etwas  näher  untersuchen,  namentlich  in  Betreff  ihres  WerthesOr 
x=0  und  .v=:;0.  Setzen  wir  zuerst  y=0,  so  wird  z=s-^,  h\t^ 
also  positiv  für  alle  Werthe  von  x  und  gibt  also  für  :r=0 

*=+oo; 


% 
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setzt  man  dagegen  zuerst  :r=0>  so  wird  z= — ^,  bleibt  also  ne* 
gativ  für  alle  Wertbe  von  y  und  gibt  für  jf  =  0 

t=z  —  00. 

Die  Function  z  hat  also,  obgleich  sie  weder  mit  .r,  noch  mit 
y  das  Zeichen  wechselt»  und  in  Bezug  auf  z  nur  vom  ersten  Grade 
ist,  für  x=0,  y=0  gleichzeitig  die  Wertbe  -foc  und  — oo,  und 
es  ist  gewiss  eigenthümlicb ,  dass  der  eine  dieser  Wertbe  zum 
Vorschein  kommt,  wenn  man  zuerst  über  die  y,  dann  über  die  x 
verfügt,  und  der  andere,  wenn  man  umgekehrt  verfährt.  Unsere 
Function  erhält  aber  ausserdem  noch  den  Werth  Ot  wenn  a:=0« 
^=0  wird,  und  dieser  Werth  ergibt  sich,  wenn  man  y  von  x  oder 
X  von  y  abhängig  macht;  setzt  man  nämlich  yzskx,  so  wird 
dieselbe 

1  —  *«      1 


(I +**)«•  a:«' 


und  gibt  für  k=s  1  und  jeden  beliebigen  Werth  von  x  den  Werth 
2=0;  man  hat  also  auch  2=0,  wenn  a?=:0  und  jh?=:^=0  ist. 
Wie  kann  man  also  verlangen,  dass  das  doppelte  Integral  aus  un- 
serer Function  von  der  Ordnung  beim  Integrjren  unabhängig  bleibe, 
wenn  die  Function  selbst  schon  verschiedene  Wertbe  zwischen 
den  Grenzen  des  Integrals  erhält,  je  nachdem  man  sie  anders  be- 
handelt^ je  nachdem  man  zuerst  dem  x  oder  zuerst  dem  y  einen 
bestimmten  Werth  beilegt? 

Um  jedoch  der  Sache  auf  den  Grund  za  kommen  und  den 
Anhängern  der  Theorie  von  Cauchy  die  gänzliche  Grundlosigkeit 
dieser  Theorie  zu  beweisen,  wollen  wir  unsere  Untersuchung  ivel- 
ter  rerfolgen. 

Wie  schon  bemerkt  wurde,  ist  die  von  Cournot  beigebrachte 
Function  nicht  die  einzige,  welche  Wertbe  mit  entgegengesetzten 
Zeichen  gibt,  wenn  man  die  Ordnung  beim  Integriren  umkehrt; 
man  sieht  leicht,  dass  diess  für  alle  Functionen  der  Fall  sein  muss, 
welche  der  Form 

(a^^^ymyip^i 

angeboren  wM  deren  doppeltes  Integral  zwischen  gleichen  Gren* 
zen  filr  x  und  y  nicht  Null  wird;  denn  man  hat  offenbar: 

0) 
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SO  folgt  daraas: 


—m  — • 


(2) 


wenn  demnach  diese  lutegrale  einen  Ton  NoU  verscbiedeneo  Werik 
haben,  so  bestehtauch  ein  Unterschied,  je  nachdem  mao  in  eiBii 
andern  Ordnung  integrirt,  gleichviel  ob  die  Function 

unendlich  wird  oder  nicht  zwischen  den  Grenzen  -^-a  nnd  ^t 
für  X  und  y. 

Man  wird  sich  nun  leicht  überzeugen,   dass  für  alle  Fandiii^ 
nen  dieser  Art,  welche  immer  Null  werden,   in  welcher  Ordoflf. 
man  x  und  y  nach  einander  Null  setzt,  auch  der  Wertb  des  dfr 
pelten  Integrals  (1)  immer  Null  wird,    wodurch  die  Gleichung  Ä 
unmittelbar  befriedigt  ist.    Diess  ist  immer  der  Fall,  wenn  mao  kik 

iii(2/?  +  l)>2«y; 

denn  setzt  man  y=kx  und,  um  dem  Werthe  ao  fär  £  aoszawaidiiii 
auch  X'='hyt  so  wird: 


(1  +  Ä2b)9 

oder 


(4) 


nnd  demnach  z  immer  Null  für  a?=:0,  ^s=0,    da  in*diesen  AnS" 
drucken  ^  und-  h  nur  von  —  1  bis  •{- 1  genommen  werden  durfei*    | 
um  alle  möglichen  Werthe  von  x  und  y  zu  umfassen. 

Wird  dagegen  m(2/>  +  l)  —  ^nq<^Q^  so  wird  aus  (3)  z=4-op 
für  j;=:0^  so  lange  k<^\  ist;  man  hat  dagegen  2= — od,  aobali 
Ä;>1,   und  a;=0  fär  jeden  Wertb  von  x»  sobald  £=:!  geoommtt 
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Mrd;  dasselbe:  ergibt  sich,  ^ioä  Gleichiing^  (4)/  wenn  A>  1»  <1 
oder  c=l  und  y=0  gesetzt  wird;  für  alle  Wertbe  von  m,  n^p, 
g,  welche  der  vorsteheoden  Bedingung  entsprechen »  zeigt  äl&o  die 
Function  z  einen  ganz  ähnlichen  Garig,  wie  die  von  Conrnot  ge- 
wählte, und  gibt  desshaib  auch  beim  Integriren,  ohne  Rücksicht 
auf  die  Bedeutung  des  Integrals »  Wertbe  von  entgegengesetzten 
Zeichen  9  wenn  die  Ordnung  umgekehrt  wird. 

Hat  man  endlich  mC2p-|-l),=2»y,  so  wii^  z  eine  Function  von 

k  oder  ^  und  erhält  daher  für  a:=0,  y=0  gleichzeitig  eine  unend- 

^  '''■•■'        •  •     , 

liehe  Menge  von  Werthen,   welche  entweder  den  Werthen  von  k 

von  —00  bis  +00  oder   den  Werthen  von  k  von  — 1  bis  +1  und 

den  Werthen  von  Ä.von  +1  bis  — 1  entsprechen,  und  zwischen 

den  Grenzwerthen 

2  =  +  l  für  Ä=0, 

2=— i  für  A=0 

I ..     . 

enthalten  sind ;  die  Function  %  erhält  also  fär  ^=zO,  ^^sO  gleich- 
zeitig alle  möglichen  Wertbe  von  — 1  bis  -f^*)»  wird  aber  nie- 
mals unendlich.  Demohngeacbtet  geben  viele  dieser  Functio- 
nen ^äuf  gleiche  Weise,  wie  es  oben  nach  Conrnot  geschehen 
ist^  integrirt,  Wertbe  von  verschiedenen  Zeichen,  wenn  man  dte 
Ordnung  der  Integration  umkehrt. 

i 

Nehmen  wir^    um  diess  näher  zu  beleuchten,    die  einfachste 
dieser  I<'uncfiohen  heraus,  nämlich  die  Function 

*  =  Cpq^.  (5) 

und  stellen  wir  uns  dieselbe,  um  uns  ihren  Gang  recht  anschau- 
lich zu  machen,  als  Gleichung  einer  Fläche  in  Bezug  auf  rech^ 
winklige  Coordinaten  vor.    Die  Form 

_    \±J^_   A^-1  ,^ 

unter  welche  dieselbe  nach  dem  Vorhergelienden  gebracht  werden 
kann ,  zeigt  sogleich ,  dass  dieselbe  von  jeder  durch  die  Achse 
der  z  gelegten  Ebene,  nach  einer  zur  Ebene  der  xy  parallelen  Ge- 
raden geschnitten  wird,  deren  Entfernung  von  dieser  Ebene  sich 


^)!Bine:ähnltcli>e  Function  habe  ich  schon  im  zweiten  Bande  meraii» 
„Handbaches  der  Bledhanik^*  in  der  Anmerkung 'za§.  101.  S.  iM3^ 
besprochen. 
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m  ait  der  Tangente  k  4em  Winkele, 

Ebene  nut  der  Ebene  der  jts 

«f-r  nnd  «-e  liegt 

eine  xnr  Ebene  der  xy  pnrallde  Ebene 

ee  zogt  die  Klimmatiens « CleiAong  | 

(e  +  ii)3f*=(e-X|)a;«.  (7) 

dese  jede  eolche  Ebene  unsere  FiSdie  nach  xwei  in  der  Achse 
der  X  sich  hreozenden  Geraden  scfaDeidet,  so  lange  ^<e  ist; 
die  Ebene  der  ay  selbst,  fSr  welche  Si=0,  schneidet  dieselbe 
nach  zvrei  noter  sich  rechtwinhlicheo  Geraden,  welche  die  'Win- 
kel zwischen  den  Axen  der  x  nnd  y  halbiren;  fiir  S|=e  fallen 
beide  Geraden  in  eine  zar  Achse  der  x,  für  Zj=r — e  in  eine  aar 
Achse  der  y  parallele  Gerade  zusammen,  längs  welcher  dann  un- 
sere Fläche  von  der  sonst  schneidenden  Ebene  berührt  wird. 
Endlich  für  2|  >  e  wird  die  Gleichung  (7) : 

nnd  gibt  nur  noch  imaginäre  Werthe  i&r  y  oder  x;  die  Fläche  ist 
also  zwischen  den  beiden  beriihrenden  Ebenen  2= J^e  eingescblos* 
sen  und  enthält  das  Stuck  der  Achse  der  x  von  z  =  —  c  bis 
z=-f<^*  Mao  wird  sich  durch  diese  Betrachtung  leicht  überzeu- 
gen, dass  unsere  Fläche  durch  eine  Gerade  erzeugt  gedacht  wer- 
den kann 9  welche  fortwährend  zur  Achse  der  z  seokrecht  bleibt, 
sich  10  dieser  Axe  zwischen  z=: — c  und  z  =  -t-c  auf-  und  nieder 
bewegt  und  dabei  fortirährend  um  dieselbe  dreht ;  sie  ist  also  eine 
Art  Schraubenfläche  >  besteht  aber  aus  zwei  rechts-  und  zwei  links- 
gewundenen symmetrischen  Tfaeilen,  welche  sich  in  den  Ebenen 
der  xz  und  ^z  an  einander  anscfaliessen ,  in  jener  über  der  Ebene 
der  xi/,  in  dieser  unter  derselben^  so  dass  die  Fläche  von  der 
Achse  der  negativen  z  aus  angesehen  in  Bezug  auf  die  Achse  der 
y  dieselbe  Beschaffenheit  besitzt,  wie  von  der  Achse  der  positiven  f 
z  in  Bezug  auf  die  Achse  der  x. 

Um  ein  anschauliches  Bild  unserer  Fläche  zu  erhalten,    darf 
man  dieselbe  nur  entweder  durch  eine  Kreis -Cylinderfläche 

schneiden,  nnd  j;=rcosi»,  y=rsinto  setzen;  man  findet  dann  ab 
Gleichung  der  Durchschnittscurve  oder  als  Gleichung  der  Fläche 
selbst  in  Cylinder-Coordinaten  den  Ausdruck: 


\ 


tmier  miabhän§igm  YerändirlUkiH,  HA,  il9 

welcher  zeigt»  dass»  weno  man  die  erzeugende  Gerade  sicb.gleiclH 
förmig  nm  die  Achse  der  z  drehen  lässt,  ihre  auf-  und  absteigende 
Bewegung  längs  dieser  Achse  keine  gleichförmige  sein  darf;  oder 
man  schneidet»  unserm  Zwecke  besser  entsprechend,  unsere  FlSche 
durch  die  vier  Ebenen 

*=+«*  0?=— a,  yz=:,\ay  y  =— a, 

wodurch  man  Taf.  VI.  Fig.  3.  erhSlt,  welche  mittels  der  Glei- 
dniDgen  (6)  leicht  zu  construiren  ist  und  die  Coordinaten- Achsen 
h  einer  solchen  Projection  darstellt,  dass  Ton  den  damit  zusam- 
aeifallenden  Kanten  eines  Würfels  die  eine  halb  so  gross  er« 
leheint  als  jede  der  beiden  andern. 

Nachdem  wir  auf  diese  Weise  den  Gang  der  Function 

genügend  kennen  gelernt  und  uns  überzeugt  haben,  dass  hier  für 
f  den  Werth  von  z  von  einem  Durchgang  durch  Unendlioli 
-  .durchaus  keine  Rede  sein  kann,  so  wollen  wir  das  Integral 

V^cJ       dxj       dy.^^=:^cj       dyj       dx^^^ 


—  a  — a  — « 


dieselbe  Weise  behandeln,  wie  es  im  Eingang  mit  der  von 
Conrnot  gewählten  Function  geschehen  ist,  und  ohne  Rücksicht 
dhnaf,  was  dieses  Integral  bedeuten  soll*    Man  hat 


d  damit  ergibt  sich  nach  und  nach: 


5-1. 


CTssc  /       ifcr.-^y(2a?arctang^— y)=2c  /       €te(2a?arctang-—  a) 
s=2c  ^x  (ä:*  arctang  - — aar)  +  2c  /       dx.  ■;ajrz:2 

»a  X  ^  u  "t*  * 


=  2c  Jx  (.«^arctang a*  arctang  --) , 

„mA  X  Oß 


■nd  wenn  man  hier  beachtet,   dass  arctang  —  bei  a:=0  durch  \n 
Undorcbgeht,  dass  also 


.^ 


=£1: 


•«  *.- 


<-•*      ■*■ 


^ .- 


/ 


y  > 


*  y 


/  • 


/     0  f , 


-—  -  f 


f-T 
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Man  wGrde  aber  sehr  inred »  wenn  man  ^en  '^beii  gefaiideneii 
WlBrtb  (8)  ödei*  (9)'Ton  ü  bMk  das  Maass  des  von  tiuiserer  FlächlBi 
der  Ebene  der  )r^  und  den  Ti^r  Ebenen  £»=aj[^a,  .V^db^  begrenz« 
teb  Raumes  AZCBDEFHBJEKZ  (Taf.  VI.  Fig.  3.)  nehmen  wollte, 
und  das  vorliegende  Beispiel  macht  es  gerade  reöht  deutlich »; wie 
noth wendig  es  ist^  beim  Integriren  auf  den  in  der  Einleitung  zu 
meiner  Mech'anik  (1.  Bd.  SV 113.)  aufgestellten  Satz  Rücksicht  zu 
nehmen 5  für  welchen  man  in  den  Beispielsammlungen  von  Mag* 
n u s  und  S p  b ncke. nyr  die  Andeutung  findet«  dass  man  nicht  durch 
Null  hindurch  \i>t^griren  dürfe,  wahrend  man  in  den  Lehrbüchern 
der  Integral -Rechnung  stillschweigend  darüber  hinweggeht  oder 
sich  mit.  4^P  von. Cauchy  erfundenen  iSchViei:ig)ceiteD  fii|'  dep 
Durchgang  durch;  tinendlich  pWgt.  Ich  habe  a.  a.  O.  gezeigt«'  d^ss 
der  Durchgang  durch  Unendlich  keine  grösseren  Scbwierigiceifen 
bietet«  als^  der  Durchgang  durch  Null^  und  dass  es  auf  die  Be- 
deutung« welche  eipeni  Integral  beigelegt  wird«  ankommt«  ob  maöf 
durch  Null  oder  Unendlich  hindurch  integriren  darf  oder  nicht» 
indem  «,man  in  solchen  Fällen«  wo  das  Aenderungsgesetz 
einer  Function  beim  Durchgang  durch  den  Werth  Null 
oder  Unendlich  das  Zeichen  ändert«  oder  wo  eis  mit  der 
Function  selbst  durch  Unendlich  geht«  ohne  das  Zei« 
chen  zuwecbseln«  für  das  bestimmte  Integral«  dessen  Gren- 
zen zu  beiden  Seiten  dieser  Wertbe  liegen«  diärauf  Rücksicht  za 
nehmen  hat«  ob  die  betreffende  Grosse  ihrem  Begriffe 
nach  entgegengesetzte  Werthe  erhalten  kann  oder 
nicht,  da  im  ersten  Falle  die  Integration  immer  einen  richtigen 
Werth  gibt«  während  man  im  zweiten  Falle  (wo  man  dem  Inte- 
gral die  Bedeutung  einer  Curvenlänge«  Fläche  u.  s.  f.  unterlegt) 
das  Integral  in  zwei  Theile  zerlegen  muss«  deren  gemeinschaft- 
liche Grenze  da  ist«  wo  das  Aenderungsgesetz  Null  oder  Unend* 
lieh  wird«  und  dann  ohne  Rücksicht  auf  die  Lage  (fer  Grenzen 
den  Werth  von  jedem  Theile  zu  berechnen  und  deren  Summe  zu 
nehmen  hat." 


Wenden  wir  diesen  Satz«  für  welchen  man  a.  a.  O*  den  Grund 
angegeben  findet«  nun  auf  unsern  vorliegenden  Fall  an«  nnd  inte- 
griren wir  unsere  Function  ; 

zuerst  in  Bezng  auf  y«   nehmen  also^  als  unveränderlich  an,  6o 
erhalten  wir  durch  das  integral  .: 


«8  Olwffche  Os  «law  nr  Adue  lUr  « 
«*eiir/^  (TaL  VL  Fif^Su),  v«m  wddboi  aa  Thctt  c^  ibcr  4i 
Ekoae  der  ary  liegt,  wibieiid  xirä  Thdie  nie  imd  «^ 
Eh—  ficgan  m^  ab  ocgalire  Flldboi 


^+f* 


filr  y^^  NuD  ^i<^  ™d  das  XmAea  wedmelt  Wird  dikv  dM 
▼orbergebende  Integral  geradem  zwiecben  den  Grenzen  -^m  «nd 
^a  genommen,  oo  gibt  daaoelbe  nnr  doi  Cnterscbied  zwischen 
dem  Ftitebeninbalt  der  oberhalb  nnd  der  onterfaalb  fiegendcB  Theil^ 
nd  man  mnas,  nm  die  ganze  Fläcbe  Ox  m  erbalten,  das  btegral 
in  drei  Tbeile  zerlegen,  7on  denen  der  erste  von  jf=-|-c  bis 
jfs-l-a:,  der  zweite  Ton  jfs-f-x  bis  jf  = — x^  6a  dritte  ron  y= — ^x 
iiis  jfss— a  reicht,   so  dass  man  bat: 


dV 

dx 


=  Os=f*dji.z^f   'dy.z^J'^dji. 


=i:[J,(2xarctang^— 3f)+-rf,(ararctaiig*— 5) 

+  ^y(2xanrtang|— 5)] 
=c[(i«— l)^-2xarctang^+a+(«— 2)jr+(i«— l)x 


— 2xarctang  — -|-s] 


=  2c  [(« — 2)x — Sararctang  —  +  a]. 


Dieser  Ansdnick  ist  nun,  wie  schon  angedeatet,  das  Aende> 
ningsgesetz  unseres  Rauminhaltes  in  Bezug  auf  die  Aendemog 
der  Xf  er  mnss  also  noch  in  Bezog  auf  diese  Veränderliche  Ton 
-f-a  bis  — a  integrirt  werden,  um  den  Rauminhalt  Fzu  erhalten; 
dieser  Werth  von  Ox  besteht  aber  aus  drei  Gliedern,  von  denen 
die  beiden  ersten  mit  x  Null  werden  und  das  Zeichen  wechseln, 
während  diess  ffir  das  dritte  nicht  der  Fall  ist ;  in  Betreff  der  bei- 
den ersten  muss  also  wieder  eine  Theilung  des  Integrals  eintre- 
ten, das  letztere  dagegen  kann  sogleich  zwischen  -|-a  und  —  a 
genommen  werden »  nnd  man  erhält  so: 


.  \ 


F=2c/^*ite[(»— 2)ar— acarctang^] 

0 

was  off^nbar^   wie  es  notbwendig  sein  nniss»  auf 

i 

V=  2 .  ieß     ""dx  \  (JT— 2)är— 2drarctaiig^  +  a] 

o 

bmaüskommt  und  den  Werth 

+•  a         -  ■■*'■- 

r=4cz/jp[i(7i; — 2)a?*  — a:*arctang— +a*arctang— ] 

f&r  den  gesuchten  Bauminb^t  gibt. 

Will  man  nun  zuerst  in  Bezug  auf  j?  integriren^  also  zuerst 
die  Oberfläche  Oy  eines  zur  Achse  der  y  senkrechten  Schnittes 
bestimmen,  so  findet  man  leicht  mit  gleicher  Berücksichtigung 
misers  obigen  Satzes« 

y  *  9 

=2c-i/«(ar— 2y  aTctang-)+2c^«(a;-*2yaiictang~) 

y  y         y  y 

=-ic[a— 2y  arctang--+  (»— 2)y] , 

%ß 

imd  damit  folgt:  ^ 

VT=:'i.<ieJ     'dy  (o-2y  arctang^ + («-  2)y] =2(»  -  2)o^, 

wie  vorher.  Man  kommt  übrigens,  wie  man  nun  leicht  einsehen 
wird,  viel  einfacher  zu  diesem  Ergebniss,  wenn  man  nur  das  Vo- 
lumen eines  der  acht  symmetrischen  Theile  berechnet,  aus  wel- 
chen das  Ganze  besteht,  z.  B.  das  des  Tbeiles  AZCXB,  welcher 
von  den  Ebenen  der  a:y  und  xz,  der  krummen  Fläche  und  von 
der  zur  yz  parallelen  Ebene  xr=ia  begrenzt  wird«  Denn  flir  das 
Volumen  Fi  dieses  Tbeiles  bat  man  einfach: 

^J    ^*^qrjä=^    iia?.^j,(ararctang^-y) 

0  0.  0 
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trad  erhält  damit  wieder: 

F=8ri=2(jr— 2)fl«c. 

Unser  Integral  j^bt  also  im  jetzi^o  Falle»  seiner  B^^entoog 
nach  richtig  behandelt »  denselben  richtigen  Werth»  ob  man  zuerst 
in  Bezug  auf  ^  oder.,  in  Bezug  ^nf.^  integrirt.  J>er,.o|ben.fur.(r 
gefundene  Werth  (8)  oder  (9)  dagegen  hat  bezuglich  des  Raum- 
Inhaltes  gar  keinen  braiicbbaren  Sinn ;  denn  wepn  auch  der  Aasdrude 

2c(2a;arctang a), 

welcher,  durch  die  erste  Integration  zum  Vorschein  kommt,  nock 
den  Unterschied  des  Flächeninhaltes  der  über  und  unter  der  Ebene 
der  xy  liegenden  Theile  der  Schnittfläche  abcdefg  ausdruckt,  se 
ist  doch  jener  Werth  von  U  weit  davon  entfernt,  den  Unterschied 
der  Ober  und  unter  derselben  Ebene  liegenden  Räiime  darzustei- 
len,   weil  wegen  des  Zeichen  wechseis  für  :rs=0  das:  Integral  am 

ö       ■     " 
dem  ersten  Gliede  ^x  arctang  —  zwischen  -f  o,  und  —  a  wieder  eioe 

X 


Differenz  gibt,  während  das  Integral  des  zweiten  Gliedes  it  eil 
Summe  zweier  Flächen  vorstellt,  und  daher  die  Function  ü  nadi 
der  Muißplication  dieser  Flächendifferenzen  und  Flächensummeu 
mit  dem  constanten  Factor  2c  aus'  Summen  und  Differenzen  tod 
Rauminhalten  so  zusammengewürfelt  ist,  dass  sich  in  Bezug  auf 
den  eigentlichen  Rauminhalt  unseres  KOrpers,  wie  bemerkt,  keia 
brauchbarer  Sinn  herausfinden  lässt. 

Wenn  wir  uns  nun  aber  streng  an  den  oben  ausgesprocheueP 
Satz  halten  und  unserem  doppelten  Integral  U  die  Bedeutung  einer 
Grösse  unterlegen,  welche  entgegengesetzte  Werthe  annehmen 
kann,  so  muss  dasselbe  ohne  weitere  Zerlegung  richtige  Werthe 
geben,  und  doch  besteht  noch  der  Unterschied  in  Folge  einer 
verschiedenen  Ordnung  in  der  Integration.  Betrachten  wir  daher, 
um  diesen  Umstand  aufzuklären,  die  gegebene  Function  als  Aen- 
derungsgesetz  zweiter  Ordnung  von  der  Ordinate  z  einer  Fläche, 
deren  Gleichung  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogen  werden 
soll,  und  nehmen  wir  zu.  diesem  Zwecke  gerade  die  von  Cour« 
not  gewählte  Function,  weil  diese  im  jetzigen  Falle  eine  leich 
tere  Anschauung  zulässt,    als  die  Function  (5).    Wir  haben  dam 

y  dz        ,  dz 

zyJi^_Ey^,.^^yl  (10) 

dy    ~"    dx         (xHy^)^' 
und  man  wird  sich  nach  den  bereits  ausgeführten  Integrationei 


wmHer  vmabkängfgen  Veränderlichen,  etc.  4S5 

1er  umgekehrt  durch  Differenziren  leicht  überzeagen,  dass  die 
.nfachste  Function,  welche  der  vorstehenden  Gleichang  genfigt, 
ie  Form. hat: 

z^:zc  arctang — = c  arcco  t  ^ »  (11) 

ia8s  also  die  entsprechende  Fläche  eine  gewöhnliche  Schrauben- 
kche  ist,  erzeugt  durch  eine  Gerade,  welche  immer  senkrecht 
(BT  Achse  der  z  gerichtet  bleibt,  diese  Achse  immer  schneidet 
ind  sich  sowohl  gleichförmig  um  dieselbe  dreht,  als  auch  gleich- 
lurmig  in  ihr  fortbewegt,  so  dass  sie  immer  in  derselben  Zeit  den 
Weg  c  in  der  genannten  Achse  zurficklegt,  in  welcher  sie  sich 
n  die  Winkel -Einheit  (den  Winkel,  dessen  entsprechenden  Bo- 
Ijea  seinem  Halbmesser  gleich  ist)  dreht  Nach  der  gewöhnlichen 
Vtrstellung  von  einer  Schraubenfläche  ist  die  obige  aber  eine 
Behraabe  mit  doppeltem  Gange,  da  die  erzeugende  Gerade  sich 
Inner  zu  beiden  Seilen  der  Achse  erstreckt*),  und  gibt  dähet, 
durch  eine  concentrische  Cy linderfläche  geschnitten,  eine  doppelte 
Belraubenlinie,  von  denen  die  eine  in. der  positiven,  die  andere 
h  der  negativen  Achse  der  y  anfangt.  Nehmen  wir  ferrner  die 
pgeoseitige  Lage  der.  Coordinaten- Achsen  in  der  gewohnlichen 
Weise,  so  dass  von  der  positiven  Hälfte  der  Achse  der  z  aus  an- 
getehen  die  Bewegung  von  der  Achse  der  positiven  x-  gegen  die 
Adise  der  positiven  y  hin  im  Sinne  eines  Uhrzeigers  stattfindet, 
II  iit  unsere  Schraubenfläche  nach  der  gewöhnlichen  Bezeichnung 
•lll  rechtes  Schraubengewinde,  geometrisch  betrachtet  aber  eine 
liiksgewundene  Schraube,  wie  sie  in  Taf.  VI.  Fig.4.  von  einer 
(^aderfläche  geschnitten  dargestellt  ist.  Die  Gleichung  der 
Bffbittliuie  oder  auch  der  Schraubenfläche  selbst  in  Gylindercoor- 
lillt^a  i^t 

2;=c(i»  — «); 

Hl  muss  aber  dabei  bemerken,  dass  die  Gerade,  welche  durch 
Ate  Gleichung  für  einen  gegebenen  Werth  von  o>  bestimmt  wird, 
ii  Gylinderfläche  in  zwei  Punkten  schneidet,  dass  also  diese 
Gbkhnng,  allgemein  betrachtet,  ebenso  eine  doppelte  Schrauben- 
Ue»  wie  eine  doppelte  Schraubenfläche  vorstellt.  Diess  rfihrt 
hber,  dass  der  Fahrstrahl  r  in  dieser  Gleichung  fehlt  und  der- 
Mibe  desshalb  eben  sowohl  positiv,  als  negativ  genommen  wer- 
hafcann« 

.j  Untersuchen  wir  nun  die  Bedeutung  unseres  dopjTelten  Integralst 

•)    Tom  geometrischen  Standpunkte    aas   betrachtet  ift  daher  die 
raihiflichs  eiagfinglge  Schraube  mit  flachem  Gewinde  toor  eine  halbe 
rabeafläche. 
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'^^r/HAy-^ÄÄ 


zwischen  bestimmten  Grenzen  in  Bezug  auf  diese  ScfaraubenflSche, 
indem  wir  diese  Grenzen  zuerst  allgemein  mit  Xi  und  scq  fär  Xt 
mit  yi  und  yQ  für  y  bezeichnen. 

Integriren  wir  zuerst"  in  Bezug  auf  jf ,  so  erhalten  wir  in  dem 
Ausdrucke 


den  Unterschied  in  den  Aenderungsgesetzen  der  Ordinate  t  m 
zwei  zur  Ebene  der  xz  parallelen  Schnitten  *),  welche  um  dieOr 
dinaten  yi  und  yQ  von  dieser  Ebene  entfernt  sind,  und  ia  zwei 
Punkten  dieser  Schnitte,  welche  denselben  Abstand  x  tob  (hr 
Ebene  der  yz  haben.  Bezeichnen  wir  daher  diese  Aenderangqi«* 
setze  selbst  mit  * 

\da:/y,   ""      \diJyo' 
so  haben  wir  fSr  einen  beliebigen  Werth  von  x: 

Integriren  wir  dann  diesen  Ausdruck  in  Bezug  auf  x  zwischei 
den  Grenzen  Xi  und  Xq,  so  gehen  wir  in  jedem  Schnitte  toi 
einem  Punkte»  dessen  Abscisse  x^  ist»  zu  einem  zweiten»  dessei 
Abscisse  Xi  ist»  fort»  bestimmen  zuerst»  den  obigen  Ausdruck 
theil weise  betrachtend »  den  Unterschied  zwischen  den  entsprecheB* 
den  Ordinaten  z  dieser  Punkte  und  dann  durch  das  ganze  Inte* 
gral  den  Unterschied  zwischen  den  Unterschieden  von  zwei  Ordi* 
naten  in  demselben  Schnitte;  denn  man  erhält  durch  diese  zweite 
Integration : 

^f«.a^,— z/,.2y^=c(arctang'; arctang—) 

Vi  Vi 

—  c  (arctane-*  —  arctang  ~-^« 

Man  geht  also  in  dem  Schnitte,  dessen  Entfernung  von  to 
Ebene  der  xzizzy^  ist»  von  dem  Punkte  x^yx^  dessen  dritte  0^ 


*)  Mao   vergleiche  mein    »»Handbnch   4er  Mechanik'*  L  U 
Eioleitiing.  $.  32.  o.  ff. 
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dinate  Zx^y^  vei,  zn  dem  Punkte  otq^i«  dessen  dritte  Ordinate  ebenso 
Xsoyi  ^^'^^  wird,  über,  und  in  dem  Scbnitte,  dessen  Entfernung 
von  der  Ebene  der  a:z:=2fQ  '^^^  ^^^  einem  Punkte  Xf^  zu  einem 
Punkte  ^Q^o»  ^"^  bestimmt  so  einerseits  den  Pnterscbied  derOr« 
dinaten  zx^y^  und  Zx^y^,  andererseits  die  Differenz  der  Ordinaten 
Zx^y^  und  Zx^iyo9  Und  zuletzt  gibt  das  ganze  zweite  Integral  den 
Werth  des  Aggregats: 

=  c  (arctang  —  —  aretang  ~  —  arctang  -^  +  arctang —),   4 

also  den  Unterschied  zwischen  der  8amme  von  je  zwei 
diagonal  gegenfiberliegenden  Ordinaten  z* 

Kehren  wir  nun  die  Ordnung  beim  Integriren  um>  so  erhalten 
wir  durch  das  erste  Integral  in  Bezug  auf  a  io  deni  Ausdruck 

den  Unterschied  der  Aendemogsgesetze  der  Ordinate  %  in  swei 
zur  Ebene  der  yz  parallelen  Schnitten,  deren  Abstände  von  dieser 
Ebene  Xi  und  scq  sind,  und  für  zwei  Punkte,  weiche  derselben 
zur  xz  parallelen  Ebene  angeboren.  Die  zweite  Integration  gibt 
dann  mit  derselben  Bezeichnung  wie  zuvor  den  Werth  des  Aggregats: 

■ 

dnrch  die  Function: 

c(arctang^  —arctang^  —arctang—  +arctang2Sj ,    (M) 

mTa  Xq  **'X  ^1 

welche  ganz  auf  den  vorhergehenden  Werth  ()3)  znrfickkommt, 
wenn  mau  beachtet,  dass  man  hat: 

arctang^:=i9iß— arctang-^ 

X  y     ' 

oder  wenn  man  beim  zweiten  Integriren  die  Beziehsng 
anwendet,  wodurch  man  den  Anedniek 
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cfarccot^^  —  arccot^  +  arccöt^  —  airccot^) 
^  ocq  a-o  ^1  ^ 

erhält»   wdcher  mit  (13)  UDinittelbär  dbereiDstimmf.  j 

Unser  doppeltes  Integral  gibt  also  zwischen  allgemeinen  Gren- 
zen, wie  .vorherzusehen  war«;  denselben  Wertb»  ob  man  in  der 
einen  oder  in  der  andern  Ordnung  integrirt.  Dieser  Integratjoi 
liegt  aber  stillschweigend  eine  bestiminte  Voraussetzung  zu  Grande, 
welche  eigentlich  nie  übersehen  werden  darf »  die  aber  namentlich 
in  tinserm  vorliegenden  Falle  wegen  der  Vielwerthigkeit  der  Fiinc- 

tion  arctaog  —   besonders  zu  beachten  ist.    Es  müssen  nämlich  die 

y  ' 

vier  Punkte  ^iiiiy  iCiy^^  ^oUi^  ^Vo  ^^  ^^^  !^®'  Fläche  gewinit 
werden,   dass  man  in  jedem   der  vier  Schnitte  durch  die  Ebeon 

x=xx,    a:=xof    ^=yi>   Jf=yo 

von  tinem  dieser  Punkte  zum  andern  eine  stetige  Gorre  erUI( 
dass  diese  Schnitte  also  in  der  Flächa  ein  krummliniges  Vieredi 
bilden,. wie  ABDC  (Taf.  VI.  Fig. 4.);  denn  nur  unter  dieser Vo^ 
aussetzung  eines  stetigen  Ueberganges  nach  jeder  Richtung  kii 
können  die  Aenderungsgesetze  zweiter  Ordnung 

.dz  dz 

dx       ,         dii 
— j —  und  —f^ 
dy  dx 

t .  ... 

in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Integrals  gleich' bleiben,  nur  od- 

ter  dieser  Voraussetzung  kann  also  auch  die  Integration  denselbci  j 

Werth  geben,  wenn  man  die  Ordnung  beim  Integriren  ändert,  und  | 

nur  unter  dieser  Voraussetzung  hat  das  doppelte  Integral  eioei  = 

bestimmten  Sinn.  , 

Diese  Voraussetzung  wird   nun  aber  verletzt,    wenn  man  die    j 
vier  Punkte,  beziehungsweise  ihre  Projectionen,  in  der  Ebene  der    | 
xy  «o  wählt,  dass  das  von  diesen  gebildete  Rechteck  abfe  (Taf.VL    ■ 
Fig.  4.)  den  Anfangspunkt    oder   die  Achse   der  Schraubenfläcke 
einschliesst;  denn  es  ist  dann  unmüglich,  von  jedem  der  vier  Punkte 
Ay  B,  F,  E,  oder  B,  F,  E,  A',  oder  F,  E,  A',  B',  u.  s.f.  mf 
den  nachfolgenden  stetig  Überzugehen;  man  kommt  nicht  mehr voi 
£  auf  A  oder  nicht  mehr  von  A'  slu^  B  zurück;  das  krummlinigO 
Viereck  ABFE  oder  BFEA'  schliesst  sich  also  nicht  mehr  vai 
der  allgemeine  Ausdruck  (13)    für  unser  doppeltes   Integral  ffb^    \ 
keinen  bestimmten  einfachen  Wcrth  mehr,  sondern  einen  doppel* 
ten.    Denn  nimmt  man  diesem  Fall  entsprechend  einfach  aro=-'^i' 
^0= — yi  *  und  bezieht  den  genannten  Ausdruck  auf  die  vier  Ponkti 
A»  B,  E,  F,   80  hat  man  offenliar: 


»fpeter  vnadAänsffffen  VerOnderücAen,  etci  4S9 


^      c>*-  T^  ^     ■      '  ^LjJi-^'^^\' 


liir  ,A  «ariy  1= c  arctahg  —  >    für  F  Zxquq  =f  c  arctang » 


^1 


1  ■     I  ;■ 


'    ^  w  .■■:    •  ■;    f  Y^      >    -  -.    "i  .        !  .      .ä'l   ■     .":■   ■  ■ 

.     '  ■  ■     .  «... 

oder  9  weoD  man  unter  arctang -^  =  a  iiar  einen  Bogen  zwischen  0 

yi 

und  4^  versteht^  bestimmter  ausgedrückt: 

und  damit  wird:    • 

■'•■■■■  I  •  ■  ■  ■  ■  •     . . 

^==2afiyi+2arö»o"— feiyo+«xoy,)=i---(2:«r--.4of)c.*      (15) 


»     '  •  ;  ■  •  ^       •      •  .  I  • 


Versteht  man  dagegen  unter  dem  Punkte,  dessen  Projection  in 
der  Ebene  der  xy  durch  die  Coordidateii  a:=:-f';ri,  y=+yi  be* 
stimmt  wird,  den  Punkt  A',  so  hat  man 

2-nyi=rc  arctang— =  c  (2jr+ «) 

vi 

zu  nehmepi,  und  findet  damit 

ü=4ac.  ßß) 

Die  Function  £^  ^häit  al^o  in  diesem  zweiten  Falle  einen 
wesentlich  anderen  Werth  als  im  ersten,  nicht  blos  einen  von 
eutge^engeset^i^tem  Zeichen,  und  mau  sieht  leicht,*  dass  die  Toti 
Cour  not  angenommenen  Grenzen  +1  und  •— 1  für  a:  und  y  nur 
einen  besonderen  Fall  der  vorhergehenden  Annahme  darstellen  und 
dass  man  dafür  überhaupt  ^1=^1  setzen  kann,  wodurch  man 
a=zln  und 


* 


ü= — ytc   oder  =4- jtc 


?r 


findet,  je  nachdem  maa  den  Puhkt  A  oder  A[  wählt  Auch  wird 
man  leicht  einsehen,  dass  der  Unterschied  in  den  Werthen  von 
Ü  immer  =27rc  oder  gleich  der  Höhe  eines  Schraubepgangea^fi^eM^ 
muss. 

Mit  diesem  Unterschiede  nach  der  Wahl  dier  Punkte  A  oder  A' 
steht  aber  die  Ordnung  in  der  Integration  in  einfachem  Zusam- 
menhange, integrirt  man  zuerst  in  Bezug  anf  x,  so  macht  man 
gleichkam  die  Schnitte  ^^  und  EF  oder  A'B'  und  EF  und  be- 
stimidt:  darin  den  Unterschied  der  Aenderungsgesetze  von  2  in 
Bezug  auf  ^  in  deöiPimkiten  JS  und  F  oder  B  und  F;  dann  geht 

Theil  XIII.  29 
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man  bei  der  zweiten  Integration  in  Bezug  anf  y  von  diesen  Ponb 
ten  aöe  längs  jener  Schnitte  im  Sinne  der  positiven  y  fort,  odi 
kommt  dadurch  nothwendig  von  B  nach  A  oder  von  B'  nach  i* 
und  von  F  nach  E  und  erhält  so  för  U  immer  den  Werth  (15^ 
— (2?c— 4a)c,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  wird,  wenn  man  f^ 
Ä'  und  B  die  entsprechenden  Werthe 

in  die  Gleichung  (13)  einführt.     Integrirt  läan  dagegen  zuerst  h 
Bezug  auf  y,   so  bestimmt  man  zuerst  den  Unterschied  der  Aen- 
derungsgesetze  von  %  in  Bezug  auf  x  in   den  Schnitten  AE  voi 
BF,   oder  ähnlichen  ^    und  zwar  in  zwei  entsprechenden  Punktti 
E  und  F;    dann  geht  man  bei  der  zweiten  Integration  in  Bei^ 
auf  X  von  E  und  F  aus  im  Sinne  der  positiven  x  fort»   wodurek 
man  nothwendig  von  E  nach  A' ,  von  F  nach  B  kommen  und  Ar 
U  den  Werth  (16)  =4ac  erhalten  muss.    Man  hat  es  also  diM 
gar  niemals  mit  dem  Punkte  >   dessen  Coordinaten  jf=sQ,  jfsl 
sind,  zn  thun,  und  es  ist  ganz  gleichgültig,  was  fifr  einen  WoA 

das  Aenderungsgesetz  zweiter  Ordnung  uzT'    ■"    diesem  Pankd 
erhält.  ^ 

Ganz  ähnliche  Verhältnisse  finden  auch  bei  der  Fliehe  flUb  . 
welche  durch  die  Gleichung: 

z=:-(a:«arctang|  — y*arctangf)  (17) 

dargestellt  wird,  und  von  welcher  die  von  mir  gewählte  Fmießn   i 


das  Aenderungsgesetz  zweiter  Ordnung  in  Bezug  aufgrund  5 «i»' 
drückt    Denn  man  zieht  aus  (17)  zuerst  die  Aenderungsgesetz: 

2^  =  -(ararctang|-y),   ^=-(a:-2yarctaiig^), 
und  daraus  folgt: 

a  ^    a  — 

'  dx_     '  dy 1    x^—y^ 

dy    '^    dx   "^c  'x^+^' 

Asch  diese  Fläche  besteht  aus  einer  unendlichen  Ansshl  flpt' 
rslförmiger  Windungen,  welche  niemals  in  sich  selbst  zsrückkslK 
ren,  sondern  die  Achse  immer  enger  OMscbliessen,   dabei  abcf 
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idiroer  darcb  den  Anfangspunkt  gehen»  so  dass  x  immer  Null  ist 
fjlr  orssO  und  y=0.  Man  überzeugt  sieh  da?nn^  wenn  man  die 
Gleichung  (17)  zuerst  auf  die  Form  bringt : 

cz  =  (:c«  +y«)  arctang^—  J^y«  (18) 

und  sie  dann  auf  Cylinder*Coordinaten  besieht»  indem  man  ;r^-t-|f' 
durch  r^,  a:  durch  rcoso,  y  durch  rsino  ersetzt,  wodurch  sie 
die  Form 

cz = r^((o «— s^r  sin  ^co) 

annimmt.  Diese  Gleichung  zeigt,  dass  z  für  r=0  immer  Null 
ist,  dass  z  aber  für  ein  constantes  r  mit  09  wächst,  dass  also 
eine  Cylinderfläche  vom  Halbmesser  r  von  unserer  Fläche  nach 
«iner  schraubenförmig  aufsteigenden  Spirale  geschnitten  wird. 
Schneiden  wir  dieselbe  dagegen  durch  eine  zur  Ebene  der  Xjf  pa- 
rallele Ebene  im  Abstände  zr=c  von  dieser  letzteren,  so  zeigt  die 
Gleichung 

dass  die  Projection  der  Schnittcurve  in  der  Ebene  der  a:y  eine 
gegen  den  Anfangspunkt  convergirende  Spirale  ist,  welche  fSr 
jeden  Umgang  acht  schwache  Aus-  und  Einbiegungen  besitzt 
Endlich  dflrfte  noch  zu  erwähnen  sein,  dass  die  Gleichung  (18), 
wenn  y:=zkx  gesetzt  wird,  die  Form 

cz  =  x^  [(1  +  k^)  arctangifc — \nk^] 

erhält;  sie  zeigt  so,  dass  jede  durch  die  Achse  der  2  gelegte  Ebene 
unsere  Fläche  nach  einer  unendlichen  Anzahl  von  Parabeln  schnei- 
det, welche  alle  die  Achse  der  z  zur  gemeinschaftlichen  Achse 
und  den  Anfangspunkt  als  gemeinschaftlichen  Scheitel  haben ;  von 
einer  Kugelfläche  begrenzt,  bildet  demnach  diese  Fläche  gleich- 
sam einen  spiralförmig  gefüllten  Blumenkelch  und  ist  gewiss  eine 
sehr  interesi$aiite  Erscheinung  unter  den  geometrischen  Flächen. 
Für  unsern  jetzigen  Zweck  genugt'es,  sich  aus  dieser  Darstellung 
zu  überzeugen,  dass  auch  hier  vier  Punkte,  deren  Projeetiaaen  .in 
der  Ebene  der  xy  den  Anfangspunkt  einschliessen ,  nicht  nach 
einander  folgend  durch  ein  krummliniges  Viereck  verbunden  wer- 
den können,  und  dass  davon  die  Verschiedenheit  in  den  Vt^erthen 
des  Integrals 


'=r^rwhm 


-* 

»• 
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herrührt,  wenn  man  {n  anderer  Ordnung  integrirt^'getade  wie  im 
vorhergehenden  Falle,  obgleich  hier  die  Ordinate  2  für  ar=:0,  ^=0 
immer  den  bestimmten  Werth  Null  hat  und  das  AendSrungi^esetE 

dxdy      c  x*^-\-y^ 

immer  endliche  und  reelle  Werthe  behält. 

Die  Ursache  für  den  Unterschied  in  den  Werthen  eines  dop- 
pelten Integrals  muss  demnach  in  der  Beschaffenheit  der  Integral- 
function  selbst  gesucht  werden,    darin,  dass  das  unbestimmte  In- 
tegral  für  denselben  Werth  der  Veränderlichen  mehrere   Werthe 
erhalten j^  und  dass  man  daher  für  dieselben  Grenzwertbe  der 
unabhängigen  Veränderlichen   verschiedene  Combina- 
tionen  von  entsprechenden  Werthen  des  Integrals  bil- 
den kann.    Wenn    übrigens    ein    solches  Integral,    welches  der 
durch  die  Formel  (1)  bezeichneten  Klasse   angehört,  und  för  wel- 
ches sich  verschiedene  W^erthe  ergeben,    in  der  Anwendung  vor- 
kommen sollte,  so  werden  die  näheren  Umstände,  welche  mit  der 
Bedeutung  des  Integrals  verbunden  sind,    unter  Berücksichtigung 
unsers  obigen  Satzes  immer  auf  den  richtigen  Werth  führen.    Da- 
gegen ist  das  von  Cauchy  benutzte  und  auch  von  Anderen  nacb- 
geahmte  Verfahren;  den  Durchgang  durch  Unendlich  dadurch  zu  um- 
gehen, dass   man  sogenannte  verschwindende  Grössen  einschiebt, 
und  statt  direct  zwischen  +  ^r^  und  —  x^  zu  integriren,   zwischen 
-^Xi  und  -|-£,    dann  zwischen  — t  und  —Xi   integrirt,    nicht   nur 
gänzlich  zwecklos,  sondern  führt  auch  zu  ganz  falschen  Er- 
gebnissen.   Zerlegt  man  z.  B.  das  Integral 


-/"-/""-Ä^" 


-1  -1 

zuerst  in 


-3^ 


—  1  +*  I  —1 


nnd  dann   in  *) 


:  *)  Man  wende  hier  nicht  ein,   dass  die  zweite  Zerlegung  uberflufisiff 
fei,    weil  das  erste   unhestiiiimte  Integral     .^^    .^  nicht  mehr  aaeadUch 

wird  zwischen  den  Grenzen  +  l  und  —  1  für  Xi  die  Function  -^-^HiL- 
wird  auch  nicht  unendlich  zwischen  den  Grenzen  -{-1  und  —1  für  p    «o 
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+ 


—  *  -ff  —1 


HO  ergibt  sich  nach  und  nach: 

I 

1  S 

=  4(j7r  —  arctangd  —  arctang— +  arctang—). 

Läisst  man  zuerst  c^O  werdon  und  dann  Ö,  so  wird 

U=7t, 

t 

uie  bei  der  unmittelbaren  Integration ;  setzt  man  aber  zuerst  d=;0 
lind  dann  £  =  09   so  erhält  man: 

[7=:  — jr: 

macht  man  endlich  8  =  ve  und  setzt  dann  £=0>   so  folgt: 

rr  t=  4  arctang  v  —  n, 

worin  nun  v  alle  möglichen  Werthe  annehmen  kann.  Mit  solchen 
Künsteleien  kann  man  also  allerlei  herausbringen,  selbst  die 
grössten  Widerspruche,  wie  ich  schon  in  der  Einleitung  zu 
meiner  „Mechanik**  jjezeigt  habe,  nur  nicht  viel  Brauchba- 
res, wenigstens  nie  mehr  als  auf  gewöhnlichem  einfachen  Wege 
gefunden   wird. 

Durch  die  vorhergehenden  Erörterungen  wird,  in  Verbindung 
mit  dem,  was  ich  in  der  Einleitung  zu  meiner  Mechanik  über  die 
Integrale  gesagt  habe,  zur  Genüge  dargethan  sein,  dass  es  doch 
endlich  an  der  Zeit  sein  dürfte,  siph  von  der  mangelhaften  Vor- 
stellung und  der  einseitigen  Bedeutung,  welche  man  bisher  mit 
den  Integralen  zu  verbinden  pflegte,  loszureissen  und  einer  allge- 


lange X  niibestimmt  bleibt,  wie  es  fär  die  erste  Integration  doch  in 
der  That  der  Fall  ist,  und  offenbar  haben  die  Werthe  X=zö  und  p=:0 
gleichen  Antheil  am  Unendlichwerden  der  letzteren  Function.  Jedenfalls 
kann  nach  der  Theorie  von  Cauchy  diese  zweite  Zerlegung  nicht  nach- 
theilig sein. 
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nesneD  anflcbmalichen  Bedeotang   der  Integrale  meiir  Rfiekaicfci 
zazo wenden,   ale  der  viel  verarbeiteteo  üoterbreehnng  der  Stetige- 
keit,    zu  welcher  iodessen  der  Dnrchgaog  darch  ÜDendlich   nicht 
einmal  gerechoet   werden  kann;    man  sollte  doch  endKch    ebmial 
zur  Einsicht   kommen,    das«    für   geschlossene  fntegralaasdriidbe 
die  geträumten  Schwierigkeiten  beim  Durchgang  dorch  Unend- 
lich nicht  im  Mindesten  grosser  sind,  als  die  fiSr  den  Durchgang 
des  Aendemngsgesetzes   darch  Null,    and  dass  diese  Schwierig- 
keiten ,  wenn  man  »\e  noch  so  nennen  darf,  nur  an  der  Bedeatnng 
des  Integrales  haften,    endlich,   was  hier  noch  besonders  hecrer- 
zuheben  bleibt,    dass  nicht  der  geringste   vernünftige  Cvrond  Tor- 
handen  ist,  wegen  eines  besonderen  Werthes,  welchen  das  Aen- 
dernngsgesetz  zweiter  oder  hiiherer  Ordnung  für  gleichzeitige 
bestimmte  Werthe  sämmtlicher  oder  mehrerer  unabhängiger  Yer- 
änderfichen   annimmt,   einen  Zweifel   in  Betreff  des  Werthes  d#s 
entsprechenden    mehrfachen   Integrals  za  hegen,    da  man  es   bd 
jeder  einzelnen  Integration  immer  nur  mit   einer  Teranderlichcn 
zu  thun  und,    wenn  es  die  Bedeutung  dieses  Integrals  erfordert, 
darauf  zu  achten  hat,  ob  und  wo  das  Aenderungsgesetz    diese» 
Integrals  zwischen  seinen  Grenzen  Null   oder  unendlich  wird,   in- 
dem dabei  die  übrigen  Veränderlichen,  in  Bezug  auf  welche  nach- 
her noch  integrirt  werden  soll,  ganz  allgemeine  Werthe  behal- 
ten,   während  die  Veränderlichen,    in  Bezug  auf  welche  i>ereifB 
integrirt  worden  i^t,  entweder  durch  bestimmte  Werthe  oder  durch 
Functionen  der  neuen  Veränderlichen  ersetzt  sind;  jedes  Integral 
ist  Aenderungsgesetz   für  das  zunächst  in  Bezug  auf  eine  andere 
Veränderliche  auszuführende;    es  bat  eine  ganz  andere  Form  und 
eine   ganz  andere   Bedeutung  als   das   frühere  Aenderungsgesetz; 
es    kann  desshalb  für  die  Integration   gar   nie   in  Frage   kommen, 
was  ein  Aenderungsgesetz  huherer  Ordnung  in  Bezug  auf  mehrere 
unabhangii^e  Veränderliche  für  gleichzeitig  festgesetzte  Werthe 
dieser  letztern  werden   mag,    oder    irgend   ein   Zweifel   über    den 
Wertb  eines  mehrfachen  Integrals  entstehen,  wenn  jenes  Aende- 
rungsjjesetz  für  solche  gleichzeitig  bestimmte  Werthe  der  Verän- 
derlichen einen  besonderen  Wertb  erhalten  sollte. 

Während  man  früher  den  Fehler  beging,  unbegrenzte 
Reihen,  welche  nur  analytische  Nothbehelfe  zur  annähernden 
Darstellung  oder  Berechnung  einer  Function  sind,  einer  geschlos- 
senen Function  gleichzustellen,  ist  man  in  Betreff  der  Integrale 
in  den  entgegengesetzten  Fehler  verfallen,  indem  man  auch  die 
Integrale  in  geschlossenen  Ausdrucken  auf  den  Rang  tod 
Näherungswertben  oder  endlosen  Reihen  herabgezogen  hat,  weil 
man  sich  eben  nicht  von  der  V^orstellung  trennen  konnte,  dass  im 
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Integral  eine  Summe  sein  müsse«   und  zwar  eine  Summe  einer 

nendliGhen  Anzahl  von  Nullen  oder  vielmehr  einer  unendlichen 

Aüsahl  von  Gliedern,  deren  Werth  zwischen  Etwas  und  Nichts 

gleichsam  in  der  Mitte  8chw<eben  und  weder  das  eine  noch  das 

asdere  sein  sollte.    Für  die  angenäherte  Integration  muss  man 

«ch  allerdings  mit  Reihen  und  Summen  behelfen,    und  ist  dann 

allerdings  auf  solche  Grenzen   beschränkt,    zwischen  denen  sich 

aof  dem   eingeschlagenen  Wege  noch   angenäherte    Werthe 

lusteilen  lassen;    man  rechnet  dann  aber  immer  mit  der  ganz 

b  —  a 

bestimmten  sehr  kleinen  Gr5sse  Ja^  oder ,   worin  n 

n 

eine  bestimmte  sehr  grosse  ganze  Zahl  bedeutet;  mit  einer  söge- 
iinnten  unendlich  kleinen  Grösse,  welche  nicht  Nichts  und 
lieht  Etwas  ist  (und  diese  liegt  doch  auch  dem  Gauchy'schen 
Begriffe  des  Integrals  zu  Grunde)  hat  noch  Niemand  gerechnet 
md  wird  Niemand  rechnen;  sie  ist  eine  blosse  Fiction«  mit  wel- 
ler sieb  die  Mathematiker  nur  zu  lange  schon  getragen  haben« 

Die  höhere  Analysis«  namentlich  die  Theorie  der  Integralrech* 
MBg»  ist  viel  einfacher»  als  sie  bisher  dargestellt  worden;  aber 
ks  Einfache  bleibt  immer  das,  was  am  spätesten  gefunden,  und» 
lion  sich  einmal  gewisse  Ansichten  eingenistet  haben,  am 
lekversten  erkannt  wird. 


». 


Nachschrift   dee    Herausgeber«. 

...Den  Wunsche  des  Herrn  Verfassers,  vorstehenden  Anfsata  in 
I^Te  abdrucken  zu  lassen,  habe  ich  gern  entsprochen,  ohne  dasa 
iinuis  der  Srhluss  gezogen  werden  darf,  dass  ich  alle  darin  ausgespro- 
Ansichten  zu  den  in  ein  igen  mache.  G. 
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Mittelländischeid  Meer  höher  al»  adriatisches  lim  Q.04  Toisen. 

Aus  der  Triangulation  der  Pyrenäen  zwischen  Perpignan  und 
Bayoooe  fand  Goraboeuf^),  im  allgemeinen  übereinstimmend  mit 
ihereD  Bestimmungen  von  Deiarabre^): 

Atlantischer  Ocean  hoher  als'mittellfindisches  Meer  um  0.46  T. 

■ 

Das  während  der  französischen  Occupation  eines  Theiies  yon 
Dentsehland  unter  Delcros  von  Frankreich  aus  bis  Darmstadt 
gefiihrte  und  später  durch  deutsche  Geometer  über  Westphalen« 
Preossen  und  die  Miederlaifide  bis  Amsterdam  fortgesetzte  trigo- 
■ometrische  Nivellement  ^)  ergab : 

Nordsee  höher  als  atlantischer  Ocean  und  Mitteimeer  um  0.10  T. 

oder  nach  Obigem : 

'  Nordsee  tiefer  als  atlantischer  Ocean  um  0.13  T. 

Der  Höhenunterschied  zwischen  Nord-  und  Ostsee  kann  nicht 
ab  festgestellt  angesehen  werden,  so  lange  die  betreflfenden  Er- 
g^bbisse  der  schleswig-holsteinischen  Vermessungen  nicht  bekannt 
gemacht  sind,  was  nach  einer  Nachricht,  die  ich  vom  Herrn  Pfd- 
fassor  Olufsen  in  Kopenhagen  erhalten,  erst  in  einigen  Jahren 
.  glichehen  durfte.  Einstweilen  erfreut  sich  die  gegenwärtig  gang- 
\  \fSf^y  aus  der  Nivellirung  des  Holsteiner  Canales  ^)  abgeleitete 
Aigabe: 

Ostsee. höher  als  Nordsee  um  8  Par.  Fuss  oder  1.3  T. 

loeh  des  meisten  Anscheines   von  Bürgschaft.    Diese  auffallend 

f   grane  Höhen-Differenz  hat  übrigens  gerade  bei  zwei  so  vieißiltig 

[-  SMimmenhänge.nden  Meeren    sehr  wenig  Wahrscheinlichkeit   für 

t  lieh.    In  der  That  wurde  dieselbe  auch  früber,   z.  B.  nach  einer 

-  Zosammenstellung  von  Woltmann  ^),  nur  zu  1  F.  2  Z.  in  gleicbem 

Sine  wie  oben  angenommen,   während  ans  der  durch  ^die  öster* 

\  raichisch-russische  Verbind ungs  Triangulation  geboteneu  Anknüpfe 

^  DO^  des  adriatischen  Meeres  mit  der  Ostsee  ^)  unter  Zugrunde- 

Jegnng  obiger  Daten  für  die  Niveau-Unterschiede  vom  adriatischen, 
1- 

TT"-       ■    '■    ■        ■  ■  ^ 

1}  Detcription  gcomctriqiie  de  lu  France.     Tome  I.  p.  334. 

*)  Aonalcs  de  Chimie  et  de  I^hj8i(|ue.     Tome  I.  p,  65. 

*)  Bnlletins  de«  Seances  de  la  Classe  des  Sciences  de  l'Acad^mie  R» 
ie  Brazelles.     Annöe  1851.  p.  355. 

A'\  Foggendorff  8  Annalen  der  Physik.     Band  Will.  Seite  131. 
'"      'O  PvOggendorff's  Annalen  der  Phjsik.    Band  II.  Seite  446. 

•)  Siehe  den  oben  citirten  Bericht  Seite  11. 
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Mittehneer»  ^liaotlscheD  Ocean  und  Nordsee  eich  ergibt?  Ostsee 
tiefer  als  Nordsee  um  1.86  T.,  was  ich  nur  anffihre,  um  die  völ- 
lige Unsicherheit  zu  zeigen ,  welche  auf  diesem  Punlcfe  noch 
herrscht,  ohne  einer  auf  so  wenig  natürliche  Weise  ahgeleiteten 
Zahl  irgend  weitere  Wichtigkeit  beilegen  zu  wollen.  Eine  vor- 
läufige Entscheidung  hierüber  wird  uns  die  in  kurzem  zu  erwar- 
tende Veröffentlichung  der  ans  der  schwedisch -russischen  Ver- 
messung folgenden  Niveaudifferenz  zwischen  dem  botnischen  und 
dem  Eismeere  geb^n. 

Für  das  letzte  Glied  der  ganzeu  um  Europa  laufenden  Kette 
von  Meereshuhen  bleibt,  da  eine  unmittelbare  •  Verbindung  des 
schwarzen  Meeres  mit  dem  Mittelmeere  noch  gänzlich  fehlt,  eben 
nur  dias  Resultat  des  trigonometrischen,  durch  General-Lieutenant 
V.  Tenn  er  in  Russland  ausgeßihrteu,  an  sich  gewiss  vortrefflichen^ 
aber  dorch  seine  grosse  Ausdehnung  immerhin  gefährdeten  Nivel- 
lement ^)  von  Memel  bis  an  die  Donau-Mündungen : 

'    Ostsee  höher  als^  schwarzes  Meer  um  0.53  T., 

wodurch  frühere,  übrigens  immer  hezweifelte  Vermuthungen  einer 
besonders  tiefen  Lage  des  baltischen  gegen  das  azowsisbe  Meer 
völlig  widerlegt  werden. 

Fasst  man  sämmtliche  gegebene  Zahlen  zusammen  und  be- 
zieht man  alles  auf  einen  und  denselben  Spiegel ,  z.  B.  den  des 
atlantischen  Oceans,  so  findet  man: 

Mittelmeer  tiefer  als  atlantischer  Ocean  um  0.46  T. 

Adriatisches  Meer      „      ,,  „  ,,       „  0.50  ,, 

Nordsee  „      „  „  „       „  0.13 ,-, 

Ostsee  hoher  „  „  „       „  1.2 

Schwarzes  Meer        „      „  ,,  „       „  0.7 


9» 
»9 


wobei  zu  bemerken  ist,  dass  beide  letzte  durch  ihre  verbal tniss- 
mftssige  Grosse  hervortretende  Daten  auf  der  unsicheren  Diffierenz 
zwischen  Mord-  und  Ostsee  beruhen. 

Bedenkt  man  übrigens  >  dass  auch  die  verlässlichsten  unter 
diesen  Daten  durch  Operationen  gefunden  sind,  die  oft  Hunderte 
von  Meilen  zurückzulegen  hatten,  so  kann  man  obige  Zahlen  über- 
haupt nicht  eigentlich  als  streng  nachgewiesene  und  wirklich  be- 
stehende  Niveau -Unterschiede  der  genannten  Meere  betrachten, 

0  Bnlletin  de  la  Claase  PhjviGO-Mathteatique  de  rAcad^mle  I.  des 
Sciencef  de  St..  P^tertbourg.    Tome  XL  p.  132. 


sondeni  es  dient  eolche  Debemieht  mehr»  su  seigeo,  das»  irir 
bis  jetat  keiiieo  Grund  haben  ^  irgend  bedeutendere  Huhenanter-^ 
schiede  zvvischen  den  mittleren  Spiegeln  der  Terschiedeuen  euro- 
p&iscben  Meere  ansunehmen. 

Noch  vor  ganz  kurzer  Zeit  wäre  einer  Verallgemeinerung  sol- 
cher Annahme  auf  alle  unter  einander  communicirenden  Meere 
hauptsächlich  die  bis  dahin  adoptirte  Muhe  des  rothen  Meeres  im 
Wege  gestanden.  Heute  besteht  dieser  Widerspruch  nicht  mehr. 
Da  die  einzige  hterfiber  ezistirende  amtliche  Quelle  ^)»  so  viel 
mir  bekannt,  nur  als  Manuscript  gedruckt  und  sehr  selten  ist  -^ 
ich  verdanke  deren  endliche  Auffindung  der  Geßllligkeit  des  Herrn 
Ministerialrathes  v.  Negreiii  —  so  sehe  ich  mich  bemüssigt, 
die  wichtigsten  Momente  aus  der  neuesten  Geschichte  dieser  oft 
besprochenen  geographischen  Frage  in  Kürze  mitzutbeilen. 

Bis  vor  etwa  fünf  Jahren  hatten  die  Resultate  der  Mivellirung, 
welche  unter  J.  M.  Lep^re  im  Jahre  1799,  bei  Gelegenheit  ten 
Napoleon 's  Expedition  nach  Aegypten,  vorgenommen  wnrdey 
volle  Geltung.  Diese  Arbeit  war  mitten  unter  den  Wechselftlleti 
des  Krieges ,  eilig,  ohne  alle  Controle  und  mit  einer  mehrmofliat- 
liehen  Unterbrechung  ausgeilQhrt  worden,  indessen  hatten  die  Ge- 
schicklichkeit der  dabei  verwendeten  Georoeter,  die  Uebereinstim- 
mung  ihrer  Ergebnisse  mit  Schriftstellern  des  Alterthums  und 
andere  Umstfinde  lange  Zeit  hindurch  den  Glauben  an  die  Rich- 
tigkeit jener  Resultate  unerschuttert  erhalten.  Bei  näherer  Be«' 
trachtung  aber  musste  man  sich  gestehen,  dass  der  aus  dem  Ni- 
vellement von  1799  folgende  Höhenunterschied  von  mehr  als  9  M^tres 
(iSr  zwei  etwa  16  deutsche  Meilen  von  einander  entfernte  Meere 
auf  keine  Weise  zu  erklären  sei.  Den  herrschenden  Winden» 
welche  eine  lange  Weile  als  die  plausibelste  Ursache  jener  Niveau- 
differeaiz  galten ,  konnte  dieselbe  nicht  zugeschrieben  werden »  da 
sich  bei  genauerer  Untersuchung  zeigte,  dass  diese  beständigen 
Winde  im  rothen  Meere  von  Norden  weben  und  also  gerade  das 
Gegentheil  des  hier  gefundenen  Resultates  (rothes  Meer  hoher 
als  Mittelmeer)  hätten  bewirken  müssen.  In  Folge  dieser  Zwei- 
fel vereinigten  sich  endlich  im  Jahre  1847,  wo  das  alte  Project 
eines  Durchstiches  der  Landenge  von  Suez  wieder  auftauchte» 
drei  Brigaden  von  Ingenieuren,  eine  englische  unter  R.  Stephen- 
son,   eine  österreichische  unter  Negrelli  und  eine  französische 


')  Soci^t^  d'^tudes  de  ff^sthme  de  Suez,  travaax  de  la  brigade  fran^aiiel 
Rapport  de  ring^nieur,  1847.  Anazuge  diese«  Berichtes  findet  man  In 
Comptei  rendns  de  TAcad^mie  des  Scienees  de  Paris,  Tome  XXXL 
pag.  484.  und  XXX VIL  p.  81. 


440    ff'  ^.'LMrow: ^  üe^^  äa$  alipimeSne  Niveau  der  Meeren 

unter  Talabot  zu  umstfiodlicher  Tert-aiD-Erforscbang  des  Isthmos. 
Die  ^beiden  erstgenanviten  hatten  die  Aufgabe,  die  Kästen  jEiita  init- 
tellfindiscfaeii  und  mtbenlVIeereaofzanehifien,  die  letzte  sollte  das 
Innere  des  Landes  untersuchen.  Die  AusrQstung  dieser  franzO*. 
s^chen  .Brigade»  die  ihre  Operationep  unter  unmittelbarer  Leitung 
Ypn  3ourd^lo^e  am  25.  September  1847  begann. und  am  6.  Ja- 
nnar.  1848  scbloss,  war  eben  so  vortreflf lieh ,  als  das  ganze  Ver- 
fahren umsichtig  und  Vertrauen  verdienend.  Die  Messungen  waren 
e(0  angeordnet,  dass  sie  sich  stets  selbst  controllrten  und  über- 
dies wurde  das  ganz^  Nivellement  durch  eine  beiläufige  Wieder- 
holung, geprüft  und  richtig  befunden. 

Eis  ergab  sich  bei  mittlerem  Spiegel : 

Rothes  Meer  bei  l^uez  hüher  als  Mittelmeer  bei  Tineh  um  0.80 

Metres  oder  0.41  T., 

somit  ai|ch  hier  ein  so  zu  sagen,  unmerklicher  Niveau-Unterschied. 
Preses  überraschende  Ergebuiss  veranlasste  eine  genaue  Unter- 
suchung des  Nivellement  von  J799,  und  es  gelang,  mit  voller  Evi- 
dienz  die  Ursachen  nachzuweisen,  welche  dessen  so  sehr  abwei- 
chendes Resultat  hervorgerufen  hatten.  Der  Vollständigkeit  wegen 
führe  ich  noch  an^  dass  wenn  man  die  Fluthhöben  von  Alexan- 
drien  und  Tineh  gleich  voraussetzt^  woran  wohl  nicht  gezweifelt 
Werden  kann,  di^  grössten  Höhen  -  Differenzen  beider  Meere  sich 
stellen   wie  folgt: 

Höchste  (Aequinoctial-)Fluth  bei  Suez  höher  als  bei  Tineh  um  1.22  T. 
Niederste  Ebbe  „       „    tiefer    „    „       ,,       „  0.23,, 

so  dass  sogar  diese  vorübergehenden  Niveau-Unterschiede  in  ihrem 
grössten  Werthe  kaum  das  Viertheil  der  früher  für  die  mittleren 
Spiegel  behaupteten,  alfto  fijr  beständig  gehaltenen  Differenz  er- 
reichen. Nach  einer  Mittbeilung  von  Breton  ^)  hat  Linant  de 
ßiellefonds,  C^eneraldirector  der  Strassen-  und  ßrückenbauten 
in  Aegypten,  mit  den  von  Bourdalone  zurückgelassenen  Instru- 
menten vor  kurzem  das  Nivellement  zwischen  diesen  beiden  Mee- 
ren neuerdings  und  zwar  wieder  so  vorgenommen,  dass  die  Ope-  i 
ratton  in  allen  ihren  Theiien  controlirt  war.     Das  Resultat  stimmt 


mit  dem  Obigen  auf  0.18  Metres,  um  welche  Grösse  nämlich 
Linant  das  rotheMecr  niedriger  als  Bourdaloue  fand.  Ebenso 
unerheblich  waren  die  Abweichungen  von  den  früheren  Ergebnis- 
sen für  mehrere  andere  Punkte  der  Landenge.     Da  auf  diese  Art 


I 


^)  Gomptes  rendu«  de  l'Aoadeniie  d«8  Sciences  de  Paris.  Tome  XXXVII. 
1».  281. 
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jene  Niveäudifferdns  gleichsam  ffiafnMbeBtiinii^t' würde,  soieäiifA 
man' von  deti;  Einwürfen,  «rölche^Fa vi er^)  nidit  auf  «eigentifelie 
JUefisnngen,  sondern  auf  blo(ssdConjectar^n.  hin  gegen-  da^NiveK 
lement  von  1847  n^ueTlich  vorgebracht,  wolil  kaura-eine  wesent- 
liche Aenderni^  erwarten«    '  .  .:  r:  :    .  i 

.......  .     .     f 

Nicht  in  jgleicber  Weise  sicher  abgeschlossen  Ut  ejoe  JJ!f;ag^ 
die  man  bei  Beschäftigang  mit  diesem  Gegenstande  kaum  üoer- 
gehen  kann,  nämlich  :der  ]Niivean»*Unter8chied- zwischen  ätillein  und 
atlantischem  Ocean.  Lloyd. und  Falmarc*)yidie:1829  im  Atif« 
trage  von  Bolivar  die  Landenge  von  Panama  erforschten,  fanden 
durch  eine^  eigentlicher  Gontrole  .entbehrende,  aber  wie  es  scheint 
mit  grosser  Vorsicht  angestellte  INivellirong  von  etwa  19  deutschen 
Meilen  Länge:  '  '"''^l    '*"-"*•' 

Stilles  Meer  hüher  als  atlantisches  um  0.55  T. 

Aus  einem  im  Auftrage  des  damaligen  französischen  Ministe- 
riums  der  auswärtigen  Angelegenheiten  (Guizot)  von  Courti- 
nes  1843  ausgeführten  Nivellement^),  welches  von  N.  Garella 
zwar  nicht  vollständig  wiederholt,  aber  wenigstens  zum  Theile 
controlirt  und  bestätigt  wurde,  ergab  sich: 

Stilles  Meer  hüher  aU  atlantisches  um  1.49  T. 

Die  Abweichung  dies^es^  Resnltate«-mm  'Lloyd'  sehen  Schreibt 
Gare  IIa  hauptsächlich  der  Uiuiicberb^it.  in  der  Bestimmung  des 
mittleren  Spiegels  im  stillen  Me^re  zu.  Auch  Chevalier  bestrei- 
tet die  von  Lloyd  angenommene  Fluthhohe  des  stillen  Oceans, 
findet  dieselbe  aber  zu  hoch«  was  obige  Abweichung  beider  Mes- 
sungen noch  vergrössern  würde.  Legt  man  einstweilen  für  das 
stille  Meer  das  Mittel  dieser  beiden  Bestimmungen  zu  Grunde  und 
beäsieht  mftn  wieder  obige  Angabe  fSr  das  rothe  Meer  auf  den 
atlatitischen  Ocean,  so  hat  man  folgende  Ergänzungen  ^n  der 
früheren  Zusammenstellung :  *  ■"»'  »» 

Rothes  Meer  tiefer.  aU  atlantisches  Me^  ?l^..Ö.(K  t,      'J,^ 
Stiller  Ocean  höher  „  „  „      ,,    1.02  „ 


■  •  «  .  ■  •  ■    » 

^)  ^oipptearendiu  de  TAcademie  def  Science:^  de  Pari«.  TqjQe  X}^yi)/. 
|fi,78.  qpd  Moigno,  Kosmo.s,     Vol.  III.  p.  340.  :,>   i'.n 

*)  M.  Gh^v-lkl.ier,  riatbme.  de  Fap^ma,  Pari*  1844,.  p,  lUU;:Uvid> 
London  Philos.  Transaction«  1830 ,  p.  63. 

^)  N.  Garelia,  projet  d'un  canal  de  jonction  de  Tocean  pacifique 
et  de  i'o^ean  atlaDtique  k  traverf  de  risthme  de  Panama,  Paris  1845, 
pag.  81.  .j 
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CrrteseB»  die  wieder  innerhalb  der  zn  erwartenden  Beobachtnngn- 
fehler  liegen,  leh  habe  fibrigena  Hnmboldt'a  bekannte  baro* 
■letriacbe  Beetinmnng  ^),  wornach  da»  stille  Meer  nm  3  Untres 
tiefer  ala  daa  atlantische  l5ge,  hier  absichtlich  nicht  mit  in 
Rechnung  gezogen »  da  nach  ihres  berQhmten  Urhebers  ^genem 
Drtheile  diese  ßestinininng  eben  nnr  die  Kleinheit  dieses  Niveau- 
Unterschiedes  ganz  im  Allgemeinen  zn  zeigen  im  Stande  war. 

Nachstehende  graphische  Zusammenstellung  (1.45  P.  Z.  =  1  T.) 
diene  zur  Verdeutlichung  des  Ganzen« 


Stiller  Ocean. 


,|  Atluniisdur    Ocean. 
Nordsee. 


Adriatisches  Meer. 


Ostsee. 


Sehwttneee  Heer. 


Rolhes  Meer. 


Miiitflmeer. 


Man  siebt  hier  auf  den  ersten  Blicke  dass  die  beiden  unsicher« 
aten  Bestimmungen  (Ostsee  und  stiller  Ocean),  so  wie  die  von 
der  ersten  derselben  abhängige  Messung  des  schtvarzen  Meeres 
sich  am  meisten  von  dep  übrigen,  genauen  Daten  entfernen»  die, 
was  wohl  zu  beachten,  ganz  nahe  an  einander  fallen. 

Wir  können  demnach  den  oben  aufgestellten  Satz,  dass  wir 
bisher  völlig  entscheidender  Grunde  entbehren,  bei  den  europäischen 
Meeren  irgend  bedeutendere  bleibende  Höhen  -  Differenzen  anzu- 
nehmen, so  weit  unsere  beutige  Erfahrung  reicht,  auf  alle  mit 
einander  communicirenden  Meere  Oberhaupt  ausdehnen. 


1)  A.  de  Hnroboidt  et  A.  Bonpland,   voyage  anx  r^gion«  6qnl- 
aozIalM  do  noaveau  continent.    Tome  III.  p.  ß56. 
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Ueberblickt  man  das  hier  Vorgetragene,  so  findet  man,  dass 
wir  in  der  Kenntniss  dieses  Gegenstandes  etwa  seit  denselben 
Arago')  vor  nun  kaum  zwei  Decennien,  bei  Gelegenheit  einer 
anderen  Untersuchung  behandelte,  bedeutende  Fortschritte  gemacht 
haben:  das  adriatische  Meer  ist  mit  dem  mittelländischen,  so  wie 
baltischen,  dieses  mit  dem  schwarzen  Meere,  das  rothe  Meer  mit 
dem  Mittelmeere  genau  verbunden,  zwischen  stillem  und  atlanti- 
schem Ocean  eine  neqe  Messung  ausgeführt  worden.  Alle  diese 
Fortschritte  aber  haben  im  allgemeinen  auf  eine  Verminderung 
der  bisher  angenommenen  Niveau-Differenzen  (in  der  grOsst^n  ge- 
genseitigen  Exceden2  der  einzelnen  Meere  etwa  von  6  auf  1.5  T.) 
geleitet  und  somit  unseren  Ansichten  eine  und  dieselbe  Richtung 
gegeben,  das  sicherste  Zeichen,  dass  wir  auf  dem  Wege  zur 
Wahrheit  sind.  Und  so  dürfen  wir  zuversichtlich  erwarten,  in 
nächster  Zukunft  die  lang  gehegte,  auf  unrichtige  Beobachtung 
hin  gefasste  Meinung  von  sehr  ungleichen  Spiegelhuhen  verschie- 
dener Meere ,  an  der  man  um  so  fester  gehalten  zu  haben  scheint, 
J4  weniger  vpn  vornhcvein  irgend  klare  Gründe  zu  ihren  Gunsten 
sprachen,  ganz  aufgegeben,  und  alle  damit  zusammenhängenden 
Hypothesen  fallen  zu  sehen.  Schon  Arago  hat  mit  dem  Scharf- 
blicke, der  alle  sein0  Arbeiten^  auszeichnete!,  st^tt  der  bis  dahin 
gewöhnlichen  Herleitung  gewisser  Meeresstr5mungen  aus  Niveau- 
Differenzen  andere  Erklärongsweisen  als  nothwendig  erkannt,  und 
daraufhingewleiBen,  dass  die  früher  beliebten  Voraussetzungen  von 
nnverhältnissmässig  starker  Verdunstung  wenigstens  für  das  mit- 
telländische Meer  ganz  unnütz  seien,  ein  Schicksal,  das  ähnlichen, 
noch  im  Schwange  gehenden  Annahmen  von  nichtcompensirten 
Zuflüssen  der  Nordsee  vielleicht  in  Kurzem  ebenfalls  bevorsteht. 


')  Annuaire  da  bnreau  de«  Longitndes  poor  1836,  p.  312. 
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BemerkungeD  über  die  Rectification  der  EÜIipse. 

Zo  KlägePt  madi.  Wörter^  Sapplev.  2te  Ahth,  S.  838. 

Voa 

Herrn  Director  Sirehlke 

xn  Daaxig. 


•  i  .1 


Unter  Voraossetznog  der  dort  gewSbtten  Bezei^Dongen  ist 
der  elliptische  Bogen : 


=  /      dg» .  V  a*co8  g>*  +  Ä*sin  9*. 


$ 

o 


Wird  die  Grosse  anter  dem  Qnadnitfiiirzelzeichen  mit  K  bezeich- 
net,  80  hat  man: 

/9  dcp .  cos  tp^      P  9  dg>.sw  qy^      ß 
VK      V  VK     -i^'  0) 

o  « 

/y  Sy.cosy^       /*y  Sy.siny^  — ;.ö  16. Z 

o  o 

wo  u  die  Grenze  für  die  Grossen : 

6'  =  V^, 
a"  =  i  («'  +  &'), 
6"  =  Vo^, 
a^=J(a"  +  6"), 

•")  Für  die   Berechnung   von  ^(n+i)   ohne  LogariChmeo   sei    bemerkt 
das«,    wenn  ll(n)  =  a  +  i5r,    ^(«)=a+Ä': 


V 
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» 

:=±X' .  coaq>.6\nq>'  +  2)/' .  cos  9'  .sin  q>"  +  4^"^ .  cos  9''.  sin  9'^+...., 

iL*       1 

At       — —       f  ff  •— 


a.    s.     w. 

Durch  Addition  und  Subtracfion  der  Gleichungen  {1)  und  (2) 
IMLultipiication  mit  a^  und  6^  erhält  man: 

«renn  man  für  z  den  durch  a,  b,  a' g  b'  u.  8.  w,  ausgedrück- 
Werth  setzt: 

==  -^(^Y+2a'6'~2fa''— 6T-4(a'''-*^^-8)+  16Z. 

b 
I    S.  836.  a.  a.  O.  ist,    wenn  tangi|;=  -.tangg), 

,        a(cosi(;  — cosg)) 
^       (a — 6)  sin  g) .  cos  i(; 

>)ein   man   statt  des  Verhältnisses  -7  tangif/cotgg)  setzt: 

^      costfi — cosg)_sin^y-f  i^) 
«mg)—  gin(^_^)   -0054(9— aj;)' 

,_  sinKy  +  '») 
tang  9' == --p=== . 
V  cos 9. cos  1/; 

b' 
ier  tangif''=— /.taiig9',  so  hat  man: 

,*±*1  «»+«-  .*±il    (^-^')' 

U:heD  Theil  von  a(n),  AM,  A  and  ik'  die  Ergän- 
()  ^(")  bedeuten. 

30 


V  coaqi'.cosV 

Wenn  <;9  :=  ^ ,  so  verschwindet  Z  and  man  hat  för  den  eilipti- 
sehen  Quadranten  q  den  folgenden  Ausdruck: 

Berechnet  man  die  Glieder  {a^^hy,  (a^—ö"^^  u.  s.  w.  dnrdi 
V^,  X^^....,  so  braucht  man  nur  cUe  zur  Bestimmung  v^on  f»  bereits 
henotzten  Logarithmen. 

Für  eine  Ellipse»  derea 

a    =1 

Ä    =4, 
ist:      af    =0,75 

6'  =0,70710  67811  8653.... 

a"   =0,72855  33905  9327.... 

6''  =0,72823  76575  6098.... 

a'"  =0,72839  53240  771  .. . 

b"'  =0,72839  53069  698  .... 

a'^=0,7-2839  55155  234  ....  =d^^=|i*. 

Hieraus  ergiebt  sich: 

^(^)*  ^   ^'06^^  11139  84... 

-.ia'Ä'        =      1,14366    51285    62.... 

—-.i(a''-6'0«=  — 0,00000   02149    77.... 

-!?(a'»—Ä'")«=: -(0,00000  00171    07)«.-, 
and  endlich 


I 
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9  =  1,21105    60275    m.  . 

Legeiidre  *)  hat 

9  =  1,21105    60275    68. 
In  den  meisten  Fällen  ^rdihanbei  7DecinialeDinUderoAus4fitck0 

ausreichen. 


Darstellung  der  algebraischen  Gleichung  des  raten  Grades 
nur  durch  ihre  Ableitungen  und  constante  Funktionen. 

Von 

Herrn    Z.  Mossbrugger, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kantonsschule  zu  Aar  au. 


I.  Da  jede'  Ableitung  einer  Funktion  eine  Beziehung  zu  der 
Funktion  selbst  hat  und  jene  wieder  in  Beziehung  zu  ihren  Ab- 
leitungen steht  u.  s.  f.,  so  geht  daraus  hervor,  dasssich  die  Funk- 
tion durch  ihre  Ableitungen  darstellen  lässt,  wie  dieses  schon  bei 
dem  Taylor' sehen  und  Maclaurin'schen  Lehrsatz  geschehen 
ist;  jedoch  kommen  bei  der  Entwickelung  des  erstem  die  Ablei- 
tungen in  Verbindung  mit  der  Veränderlichen  x  und  deren  Poten- 
zen vor,  bei  der  letztern  hingegen  kommen  jene  Ableitungen  für 
gewisse  Werthe  von  a:,  gewöhnlich  für  a:=:0,  in  Verbindung  mit 
der  Veränderlichen  a:  vor.  In  unserer  gegenwärtigen  Untersuch- 
ung wollen  wir  die  algebraische  Gleichung  des  92ten  Grades  blos 
durch  ihre  Ableitungen  in  Verbindung  mit  constanteo  Funktionen 
der  Coefficienten  jener  Gleichung  darzustellen  suchen. 


')  Exercices  Tom  III.  p.  344. 


418    Blossbrugger:    Darstellvngder  algebraischen  Gieichung 
Diese  Gleichung  ist: 

Hieraus  folgt: 


y  ==n(n— l)ar"-2  +  (n— 1)  (n— 2)aiar«-8  +  (n— 2)  («—3)02^;"-*+.... 

....  -I*  3. 2. Hfl— 307-1-2.  lo«— s, 

(1^2) 

y = «(n— 1)  ..•.  3 .  or«  +  (n— 1)  (n— 2)...  .2^1  a:  +  (n— 2)  (n— 3  )....2 . 1 .  Oj, 

(«1-1) 
y=:ii(n--l)....2o:-f  (»— 1)(«— 2)....2.1fli, 

in) 

y = n(n— 1)  ....2.1. 

Setzen  wir  in  diesen  Ausdrücken  ar  = und  bezeichnen  all- 

n 

gemein   das  Produkt  n(n — l)(n— 2) ....  (n — m+1)  mit  [n]!«,  so 

erhalten  wir: 
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l    1 
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'Vl^r    f»i^h 
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1 


•«t» — Ij 


T. 
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--i.-r 
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woraus 

(«-l)(»-2) 
(«-3)  «    .  «  ^   ^-n     ;*-*> 


"Ferner  ist 

(1-4) 


i^!^^  ~~^  ^     n     ^  niji^)  +  n(n— l)(w— 2)"^«(«-l)  (n-2)(«-3) 


oder 

(n-4) 


«(» — 1) ^    ^  n'  n        A    ■      -«' 


a, 


e(^+^)     |(n^i)(^,2)  3(n-2)  } 

3  t     («~l)(n-2)(n-3)., 

+  n(«- 1)  (n-2)  (w— 3)  /  n»  ^^ 

4(7»-.2)(n--3)     2         4.2(n-3)         ^ .  ^  ,      i 
oder  wenn  wir  die  Funktionszeichen  einfuhren: 

(11-2) 
(«-4)  («-!)  («-3)  ^  («-1)  y     at 

RF-*  ""  [n]!»-i[n]!«-"5  "^  w(n— 1)  | [n]!«-i p*  [n— 2]f^^ 

(n-l)(ii-3)  (n-4) 

+  w(«  -  l)(w~2)[«]!»-»[n-3]!«-o+«(w-l)(«-2)(n7-3)[«-4]I*-ö' 


Weil  aber 


WlÜ*«. 


[w]!«-i[w]!«-»~'4[«]!'»-» 
^und 

3[n]!«-* 


n(«-l)[it--2]!«-*  {[n]!«-iia"-"4 .3 1  [w]l«-ip' 

3[yi]!«"^ 3  __ 

n(«-l)(n-2)[n]l«-i[»— 3J!»-«  —  4[n]!«-i 


hy*"^ 


Mt^   IM  ifft: 


A«f  fiffeidN^  An  infan  «rir; 


'•-♦) 


*    ~  ^»]p^«  '*'  0:4.'3J[«1!^»{*  +6.5.4}  [»]!—» 1» 

f«— I)  '»—4,  (■— l.(«— ä) 

L«  iüt  bierauff  daj4  Gesetz  der  CoeflScienten,   so  v^ie  das  der 

Fonktionen   leicht  erkennbar,   so  dass   also  allgemein,    vrena   *}5 
den  mten  ßinorotalcoefGcienten  der  jttea  Potenz  bezeichnet: 


1  (n^l)  (a— 2)  2.  («-i;  («— 3) 

in-l)  in^m^l)        m-l-J^  i yfm-2     y     a^      w-l}3  {  m;«-3  .  y    a, 


:J   («— 1)  'Ä— 4)  in— 3  («—Ij  in— »»4-2) 


(3^ 


m— 2(11— 1)(ä— in-l-l) 

+        [ml!»[«]!«-i        +  2^-  ^  •  / 


Hetzt  man  hierin  iit=rn —2»   m  =  ii  — 1,   i»  =  w,   so  kommt: 
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i  1  (n-l)         (n-2)  a  (n-1)         (n-B) 

- ..    y     y_  .  __ii ^"«    .  ^ _iL 

n--4  (n— 1)  ,,, 

1    (n— 1)     (n-2)  2    (n-l)       (n-3) 

^"^  (W— l)[n]!^=^  +  [n-l]!«-3j(^;j]l«-ljS=3  +  [w-l]!«-4|[-„]fn-ljn-4 

«-4  C«»^-l)  .M  «-3  (n-l)    ,. 

1  (n-l)      (n— 2)  2  (n— 1)        Cn-3) 

(n-l)        ,        n-l]0;{y|n-2^y     a,        """^B  i  ^  j»^^  .  ^ _  ?i 

^^W[n]!«-1+  [w]!«-2j[„]In-l|n-2  +  [«]!«-3  j[^]|b-.1  jn-8 

'  .  )  (^) 

«-3  (n-l)    ,,  n-2(n-l)   ,  '   ^  ' 


n     .  tt 


+  "+   [«]»!  [«]!»-!  p    +      [«]!1[k]!— 1     +2'_^- 

I 

II.    Aus  den  in  I.  gefundenen  Gleichungen  lassen  sich  leicht 
folgende  ableiten: 

(n-l) 
<n-2)  |^|2  (n— 2) 

(n-l)(n-2) 

(«-3)       •     iff         ^   3^^3^^      „.3^ 
^    =3.2t[«]!«^2  +  "3[ri]!«-i    +    3^-^^' 

(n-l)(n-2)  (n-l)  (n-3) 

^    -^4.3.2{[«]!«-i!3+4.3{[«]!«-i!2  +  "4[n]!»-i    "^   ^-'^' 

(n-l)(n-2)  ,      (n-l)    (n-3) 

(„-6,  f^-;'.'  1012^!=»  2^_j       my^^y_^ 

9   "'5.4.3.2|[m]!»-iF+5.4.3|[h]!«-»)»  +  S:4|[«]!»-M* 

(n-l)  (n-4) 


2  (n-^1)         (n-2)  »3    (n-l)       (n-3) 

(n-l)  ^l$\y\'*-^.y   ^         "B.ty}"-^.3^_^ 

ly!**        . Ll^-  4. !L. 

^[«]!«-M"  "^  [w]!»-2{[«]j«-ijn-2  i-  [n]!«-3|[;^]|n-ij«-3 

4  (n-l)       (n-4)  .       (n-2)  (n-l)  ^  «-l(n-l),  ^       ^ 


Die  Ridktigkelt  dieser  letzten  Gleickng  nd  also  Mch  aller 
▼orhergelieaden  y  woraiw  sie  eatstaaden  ist,  Üsst  sich  leicht  d«rch 
die  H acfaarin'sdie  Reibe  beweiseii;   deoa  diese  W  al^eneio: 

<■-«)  (»-1)  (■) 

Setzen  wir  hieriD  a= S-  ood  bemerken^  dass  5  =(x+— )[n]!"~^ 

atae  7^  =(a+^)[«]r«-J;  dieses  aber  wird  för  «=¥-^  "i  Null; 

(») 
ferner  ist  r-^(i^    för  jeden  Werth  Ton  a  glttch  1,  and  adle  nach 

dem  letzten  Gliede  jener  Reihe  folgenden  Glieder  werden  fir  nn- 
sem  Fall  za  NaII.  Es  wird  also  bei  unserer  Annabme  von  y  und 
a  die  Maclaarin'scbe  Reibe  zo: 

m 

y  ^ 

(n-1) 

Es  ist  aber  nach  I.  a:  +  -^  =  r-i^"T»    also: 


*  tu 


(n-3)  (n-2) 

<M        Öl  (»— 1)  «/       Ol  («— 1)  («—1) 

■■■  "^[n— 3]!»-»  ■  {[nll'-il'-'+lB-ä]!«-«  t  [«]!»-»!« ■*"  { l«]!»-»  )»* 
Nun  ist  aber 

"»_ njn-'A) 1 

[^-a— i.2.n(n  — l)(Ji-2)....3.2""(n— 2)(«— 3)....3.2 


(«— 2)(n-3)....3.2.1  -  [n— 2]!«-«* 
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folglich  ist  das  vorletzte  Glied  dieser  Reibe  mit  dem  zw.eiten  in 
No,  (5)  identisch;   ferner  ist  ' 

«»         yi(n— l)(n— 2) 1 

fw]!»-3— i.2.3.w(w— !)(»— 2)(i4— 3)....4""(«-3)(m-4)....4.3.2.1 

_  1 

woraus  die  Identität  des  dritten  Gliedes  in  No.  (5)  mit  dem  dritt- 
letzten dieser  Reihe  hervorgeht;  aufgleicheWei.se  wird< die  Iden- 
tität der  übrigen  Glieder  von  dieser  Reihe  mit  jenen  der  Reihe  (5) 
hergeleitet. 

III.     Um  dißT  Auflösung  unserer  eigentlichen   Aufgabe  näher 
zu  kommen,    bemerken  wir,    dass  nach  I.: 

(fi-i^ 
(n-a)         (11-2)        { y  ja 


y_^—   y  — 


(n-2) 

ist.    Föhren  wir  diesen  Werth  von  y__5LL    >«    der    zweiten  Glel- 


n 


chung  II.  ein,   so  erhalten  wir: 

(n-l)  (n-2)  (n-1) 

(n-$)^    y    .   y  {y}3  («-3) 

alfio  ist  auch : 

(n— 1)  («-2)  (n-1) 

(n-3)  (fc— 3)         y    .   y  1^)^ 

(n-3)     _  (m— 2) 

Dieser  Werth  von  y_«i  und  den  obigen  von  3f_£i  in  der  dritten 

n  n 

Gleichung  II.  eingeführt,  gibt: 

(n-l)(n-3)  (n-1)  (n-2)  (n-1) 

also 

(n-1)  (n-3)  (n-iHo-a)  {„-i) 

(n— 4)  (n— 8) 

Föhren  wir  ferner  diesen  Werth  von  y_2x  w^d  jene  von  y_£i  und 

n  n 

(n-a) 
y^£l  in  der  vierten  Gleichung  von  IL  ein,   so  erhalten  wir: 


M09$Brm§§er:   DarUeUmm§  der  äUge^mlwekem  CieMtmwß 


5.3.2. UM!— »J*  +  ^-V 


Fabren  vrir  auf  diese  Weise  fort,  so  erhalteo  wir  allgemeio: 


f»-I)  %-«+l)         «-1)  ^«-«+«)      (1,-1)       («-»1-3) 

(»-•>_ jf    .    y         J^ ?._ y ;y;^    .     jr 

^   ■"    [»]!—*    "tJTilW!--»;«''' 3.2.1  :[ji]!--ij'    "*""•" 

(•-1)  (.-2) 

+ ty^*"^  y ^  >(6) 

••^  -  [m  -  2]!«^2  {[Ji]!— *  r-«*  '^ 

+  m[m-.2]!«-2|[„]fi.-ij«-i  +y_^- 

Das  obere  Zeichen  gilt   für  ei»  ungerades,  das  untere  für   ein 
gefades  m. 

Aus  dieser  Gleichung  lassen  sieb   endlich  leicht  folgende  ab- 
leiten, wenn  man  m  =  7i  — 2,   m=^n  —  1,  m  =  n  setzt: 

(n-l)  „s  (n-l)    IV  (ii-l)     V   • 

:_    y-y        M^  y     .      'y>^  y         . 

y ""  [w]!»-!      2.  l![n]!«-i;2  +  3.2.  J  {[»]!«-il3""  +  •••• 

(n-l)  (/i-2)  (n— 1) 

, ^yrz^__y ^ tyJü! _L  - 

-  -[w~4]«--4  {[w]!«-i}«-^+(7i--2)[7z--4]!«-4|[„]fi.-ijn-8+y_^L> 

(n-l)    ,  (n-1)         ,,,  (n-1)        i/' 

'_  .y  •  y \y\^ '  y      1 ij/J^  •  3^ , 

y~"  1^-1      2.1.}[7i]!«-M2'*'3.2Jl[w]!«-M^      "*■"•• 

(n-l)  (n_2)  (n-l) 

""  -  [n~3]!'»-3;[w]T«-J|»-3+(ri_l)[w-3i!«-3jM  ^' 

(n— 1)     ,  (n-l)    ^  (n-l)     ,,, 

,, _  jll. y    ^y^jy .      {y>^  y        , 

y'"[n]!'»-i"^2.l|[7ii!'»-M2'*'3.2.1{[w]!«-M^"""*"'* 

(n-l)  (n-2)  (n-l)  »    W 

•••'  *  [n  -2]r»-2  { [w]!«-i}«^2  +  n[n  -  2]!«-2{[w]!n-i  |n-i  +y-^' 

Das  obere  Zeichen  gilt  für  ein  ungerades»    das  untere    fär 
ein  gerades  m.    In   der  Gleichung  (7)  ist  nun  die  algebraische 
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Gleichung  des  92ten  Grades  nur  durch  ihre  Ableitungen  und  die 
Constante  y^sti.  dargestellt. 

IV.  Um  eine  noch  allgemeinere  Darstellung  der  Gleichung  I.  (1) 
zu  geben,  behalten  wir  alle  früheren  Bezeichnungen  bei  und  neh- 
men an,  es  sei  |x  eine  ganz  beliebige  ganze  oder  gebrochene,  je- 
doch positive  Grlisse,   so  haben  wir  nach  L: 


(n-l) 


oder,  da 


ist: 


W!=(?-'')^''  +  ''/ 


(n-l) 


{%-!)            (n-l) 
y VulL^  4-  :r  +  a 


Ferner  ist: 


(n-2) 

,  y      _  o,  2ai  2gg         2     ??li?  .      ^«2      I   ?£iif   .  ??i? 

oder 

(n-2) 

also  auch: 

(n-2)  (Ä-2)  (n-l) 

Um  die  ferneren  Entwickelungen  allgemeiner  und  leichter  zu 
machen,  nehmen  wir  wieder  den  Macls^urin'schen  Satz  zu  Hülfe, 
nach  welchem: 


t  0  tit 


3 


(n-2)  (n-l)  (n) 


ist. 
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Naefa  dic«^iBi  finden  wir  leicht,  daiis: 

(■-3)  (»-3)  (»-«)  f«-l) 


(fi-4)       r»-4)        («-3;  C«-2) 

+  3.2.1[ji]!— *  +  ^''+'*^' 

(«-«)  («-1»)        f«-i»+l)  f«-i»+«>  (||_ai^_3) 

>  (8) 
(»-1) 

y=y-M+T-(^+f*)+^ — 271 — +     [3j!ä — +••  / 

^  (n-I)  ( 


(^) 


V.     Wir  finden  oben  aus  IV. : 
Dieser  Wertb  von  a:  +  ft  in  dem  Ausdruck  für   fi^j:^  in  IV.  suU- 

[71 J. 

stituirt,  gibt: 

(n-l) 
1  r  («-2)  (71-2)  (n-l)(n-l)  .y_        ~m 

Der  Wertb  von  a:-i  [i  und  dieser  letzte  von  (ar  +  fi)*  in  dem  Aus- 

(n-3) 

dracii  für  f- tj^z:!  i"  IV.  eingeführt,  gibt: 

1         |-(n-3)  (n-3)         (n-2)  (n-2)         -« 

(a:+ft)'=  ji^^  L(  y  —  y-^i)—(y  —  y-^)  ^^^i 

(„_1)  (n~2) 
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Das  obere  Zeichen  gilt  für  ein  gerades«  das  untere  für  ein 
ungerades  m.  Das  Gesetz,  nach  welchem  die  Funktionendiffe- 
renzen  gebildet  sind,  ist  offenbar;  das  Verfahren,  wie  jeder  fol- 
gende der  Coefficienten  aas  dem  vorhergehenden  gebildet  wird, 
soll  in  der  folgenden  Nummer  gezeigt  werden. 

VI.    Wir  haben  in  V.  bereits  gefunden,   dass: 

(n-l)  (fi-1)  (11—2) 


also  ist  auch : 


w^ £/^  2     y — ^^ 


folglich : 


-1  —  Ai    — A2. 


Da  ferner 


oder 


(«-2) 

y- 

(„-2)  •  (n-3) 

jc fc^  y y-^  (w/     y-j^s 

A3  —  A,  «2-^  [w]!»-!  ^^  ~"  (n-2)>' ' 


mithin : 


(n-3) 


folglich  ist: 


^3  —  ÄiA'2  -(Ä'i^  — A2)Ar,  +  r^ifn-i ' 


(n>-3) 


In  der  Entwtckelung  von  (a:  +  fi)*  in  No.  V.  sehen  wir,  dass: 


/      r 


(n~l)  (n-l)     (n— 2)         (n-l)  (n-3)        (n-4)  (n—S) 

j^  __    (y-i")^        3(y-.^)^y-.^      2y-^y--^      _y-^  ,     (y-^i)^ 
Hieraus  flnden  wir  leicht: 


4u  mm  ^ades  nur  durch  ikre  AkUUim§m  tmd^ie^       401 

.,  (»-«)  («-8)  -         (||^4> 


oder 


(n-4) 


also 


(n-4) 


Setzt  man  in  V.  die  Etitwickelung  voh  x-{-\k  noch  eine  Potenz 
breiter  fort,   so  findet  man: 

(n-l)  (ii-l)      (n-2)  (fi-1)      (n-3)        (n-l)  (ii-4) 


(„_!)    („-2)  (ii-2)(n-3)     .     (it-6) 

oder  auch: 


(•1-2)  («-3)  (n-4)  *.      :(«-6) 

Ä5  -  Äl  A4 "7  [w]f«-l  Ä8  +  r„-|f„-l  »2  -  £„]f,i-l  (^1  •-  (n-4)  ^ ' 

woraus 

(n-5) 

Ar5=-A\H4Ä:i»^2-3Äri«Ar3+2iifi/^^-3Ä:iAr.«+2Ar2Ar3  +  f^ 

also 

(lir-6) 

Aus. dem  Bisherigen  sehen  wir»   da»6  allgemein: 

(n-2)  (n-S)  (n-4) 

Am— .  Ai  Äw-1  —  f^„-i  Äm-2  +  [^„j|««i  /^m-3  —  Ü]pi^^»»-4 

(n-m+2)  (n-in^l)  (n— m)       ^  ^'*' 

-t-  -  +  ....  ±  pj]Tn-l'*2  +  J^„«i  (Ä,  --^JZ^IJ). 

y-A« 


'.  ;     I 


wo  das  obere  Zeichen  fdr  ein  ungerades,    das   untere  für  ein 
gerades  m  gilt  >  ^ 
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40i    Mo$$ärupg^r:  IMmetttmg  der  ai§ebnit$€kM^JCmMm§ 

VII.    Wenn  wir  mit  einer  genaueren  Betrachtung  der  Werth^ 

V—u 

der  r^Tf^i  die  Bemerkung  verbinden ^  dass  Ki  eine,  Jl^  zwei»  1^ 

drei  etc.»  Xm  m  Dimensionen  hat,  so  können  wir  bei  den  Be- 
stimmungen in  \h  auf  eine  allgemeinere  Weise  yerfabren. 

Zu  diesem  Zwecke  bezeichnen  wir  der  Kurze  und  besseren 
combinatorischen  Uebersicht  wegen: 

Kl  mit  1,  also  Ki^  mit  Hill,  JT^«  mit  111111,  etc., 
K^  mit  2,  also  Kt^  mit  22S2»   K^^  \xM  2^222,   etc., 

«0  da«6  z.  B.  jKi^jra^JE;^«^:  1112244  wäre. 

(n-6) 

Wir  sehen  aber  aus  dem  Werth  von  r^jj—f ,  dass  er  aus  der 

Verbindung  der  Elemente  I,  2,  3,  4,  5  zur.  Summe  tS  entstanden 
ist,  oder,  wenn  wir  die  cembinatorische  Bezeichnung  gebrauchen, 
sich  durch 

*  F[i....]  =  *  Ffi....]  +  '  Fei....]  +  *  F(i....]  +  *  F(i....]  +  5 

I  2  »  4 

darstellen  lässt,   oder  da: 

Ulli  +  i,ll2  + 1.121+1,13+1,211  +  1,22+1,31  +  1,4=*  F[i....], 

2,11 1 +2,12  +  2,21  +  2,3  =  '  Fti....] . 

2 

3,11 +  3,2=  »Fp....], 

8 

4,l  =  'Ffi....], 

5  =  5, 
also 

*F[i....]===l,llll+{l,112+l,121+l,211+2,lll|+|l,13+l,31-f3,ll| 

+  {M+4,11  +  {1,22  +  2,12+2,211  + 12,3 +3,21  +  5. 

Es  ist  also  nach  obiger  Bezeichnung  und  nach  dieser  Formel, 
wenn  wir  die  Abwechslung  der  Zeichen  wie  in  VI.  berücksichtigen: 

j^j^,==iri*-^jri%+3ZiV3-2jriir4+3jriV-2ira^^ 

wie  oben. 

Zur  besseren  Verständigung  wollen  wir  noch  den  Werth  von 

(«t-7) 

r^T^'i  Au^  ^^®  ebengozoigte  Art  herleiten.    Es  ist: 


/ 
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'Fti..„]=»  rp...j+»  F[i....]+*  F[i....j+»  Fp....7+«  F[i....)+'  F[i....}+7. 

^Fp„„]=l,inill  + 1,11112 +  1,11121 +  1,11211 +  1,12111+1,21111 
+ 1,1122  +  1,1212+ 1,1221  + 1,2112+ 1,2121+1,2211 + 1,1113 
+  1.1131+l,1311+J,3Hl+l,123+l,I32+1.213+l,2*l+l,321 
+  1,312+1,222+1,33+1,141+1,411+1,114+1,24+1,42+1,51 
+  1,15  +  1,6, 

•  Fp....] = 2,1111 1  +  2,1 112  +  2,1 121  +  2,1211  +  2,21 11 + 2.122+2.212 

+  2,^21+2,113+2,131+2,311  +2,32+2,23+2,14+2,41+2,5, 

*  Fri.-.]=3,1111  +  3,112  +  3,121  +  3,21 1  +  3,13  +  3,31  +  3,22  +  3,4, 

•  Fp....j  =  4.11 1  +  4.12  +  4,21  +  4.3, 

4 

•F[i....]  =  5,11 +5,2, 

o 

'Fri...o  =  6.1, 

7  =  7. 

Nimmt  ««h  .die  gleidibedeutenden  zusammen,  so  bat  man: 

1.111111  =Ä-/, 
1,11112  + 1,11121 +1.11211  + 1.12111  +  1,21111 +  2,11111  =6Jl\»jr,, 

1,1113  + 1,1 131  +  1,1311  + 1.3111  +  3,1111  =  5Ki*K3, 
1,1122  + 1,1212+1,1221  +  I.21I2  + 1,2121  + 1,2211  +2,1112  +  2,1121 

+  2,1211  +  2,2111  =  lOiTi»  V. 
1,114  + 1,141  + 1.411 +  4,111  =4jr,»jr4, 

1,123  +  1,132  +  1,213  +  1,231+1,321  + 1,312+2.113+2,131+2,311 

+  3,112  +  3,121  +  3,211  =  V2Ki^K^Ka, 

1,15 +  1,51 +5.11  =:3jri«jr6, 

2,122  + 1 ,222 + 2,212 + 2,22 1  =  4iiU', , 

1,24  + 1.42  +  2,14  +2,41  +  4,12  +  4,21  =6jr,  JTj  AT,, 

'  ^  l,6  +  6,l  =  2Ar,Ä«, 

1,33  +  3,13  +  3,31  =  3^3«  JT, , 

2,23  +  2,32  +  3.22  =  3JC,«  JT, , 

2,5+5,2=2Jr,i:8, 

3,4+4,3  =  2ir,jr4, 

7=1V. 

31* 


I 
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Berficksichtigen  wir  die  gehurige  Abwechslung  d^r  Reichen»'  so 
folgt  hieraus  9    dass: 

'  r 

Die  allgemeine  Combinationsform,    wornach  diese '  Ausdrücke 
beistimmt  werden  kuuneo,  ist; 

n  F[i....j  =  «-1  Ffi....]  +  «-2  F[i....]  +  «-3  Fp....]  +  «-4  Ffi....]      9 

1  2  3  4  f 

+ ....  +  "-»^Fpi....]  + ....  +  «  F[i....]  +  »  Ffi...  ]  +  n.  V ' 

r  n— 2  n—1  ' 

VIII.    Setzen  wir  in  IV.  Formel  (10)  nach  einander  m=n — 2, 
iii=;ii— •!,  m  =  w,   so  erhalten  wir: 

IM  0  mm  xV     kr 

iy  -  y-fj^  -  (y—y-f^)  ^i + (y-y-zO^^ 
(«-2)  (n-2)  _Jn-l)  (n-1) 

— +....db(y  —  y-ß)^n^4'tiy  —  y-A»)Ä 


«     «  «//   4«4 


.  •       ■        i    \  (y—y'-f^)-'(y''y-i^)^i  +  (y-y-fj^)^z 

(X  +  /tl)"         =  r    TU     { 

^     ^  f^^  [wj!*     i  _(n-2)  (n-2)  {«-!)  (n-1) 

\    -+....  +  (y  -  y^iii) Kn-3  +  (y  —  y-;i)  JT«-^ 

1 

( iy-v-t^)—iy—y-fi)f^i-\-i'y—y-tx)Ki-(y—y-^)K3) 

^  +  —  +••••  + (y—5^-M)^n-^ai- (i/  —  3^--/u)Äi-i' 

Das  obere  Zeichen  gilt  für  ein  gerades,  das  untere  für  ein 
ungerades  n. 

Diese  Formel  (13)  drückt  eine  mir  noch  nicht  bekannte  Form 
des  Binomiums  aus,  die  Werthe  der  K^  K^,  K^  etc.  können  nach 
den  obigen  Anleitungen  bestimmt  werden. 

Bemerken  wir,  dass  [2]!i[w]!«-2=[3]!2[w]!«-3  =  [4]!3[„]^-4 
=  [5]!*[7«]!«-*=  ....  [n]!"-i,    so  folgt  aus   den  Gleichungen   in  V.: 

(n-l)  (n-1)  (n-2)  (n-2)  (n-l)  (n-1) 

,ii-l)(n-l)  (n-a)(n-3)        (»-2)(n-2)  {„-!)  (n-l) 


4Spf  tuen  Grades  mtr  durch  Ihre  Ahieitungen  Md  4ftiei>       46S 

(«-1)  (n-l) 

— (^  — 3r-i")^sJ» 

ölglich,    weil   allgenieiu    [n]!«-M [«]!«-M«-^  =  { [n]!«-*}*  ist: 

P  ;^   I  ;^  I 

IX  |5 

o  '  a^  '  * 

a 

11 


CD  >m/  >. 

N  II  1 

2. 
o* 

er 

SS 


(IQ 


V 


D 

3 


■1 


a 
I 


-'-Na   -fc 
^  I    ^ 


8 
I 


e>         i  1  % 

a 
I 

l 


an  t« 

*  4 

S-        I ,    r 


5=  -fe 


>^  I 

^  I 

:•      I  +   T 

14-      <<»  I       ^ 


c 

OQ  ,1   ?       1  ^^? 

«  1        :  5^ 


J^    I        ■    '«' 


t  l|    ' 

I  .  .    a    e-a 


^  Sl    Ä 


^ 

^ 


'  H-     + 


4- 

f  4« 


f 
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IX«  Ans  den  vorfaergcbenden  Gleicinrogen  io  VIIL  crkaHe«  wir: 

folglicb,   da  y--^=[>i]!«-MV-ÄiJ,   so  ist: 

(n-l)(«-l) 
(«-*)       Ji#  —  «/__«)*       (ii-l)(fi-l) 

Auf  gleiche  Art  finden  wir  aus  jenen  Gleichungen,    wenn  wir 

(fi-2)  («-2)  (n-3) 

den  Werth  von   ^  —  jy~^  substituireu  und  statt  y—ß  seinen  früher 
gefundenen  Werth  \n\\*-^\Kx^^lKiK^^Kz\  setzen: 


(«-: 


(n-l)  m-l) 


(«-1)  (n-l) 


ebenso  finden  wir: 


(n--4) 


(n-l)  («-1) 


(fi-^)  (n-l) 


(n-l)  («-1) 


Wir  sehen  aber  aus  den  bis  jetzt  entwickelten  Werthen  von 

(*«-2)  (n-3)  (n-4)  ^         ^        ..   .       ■ 

y»     Ißy      y^    ^^ss   ^'®  CoeUicienten   der  fortlaufenden  Potenzen 

(n-l)  (n-l) 

von  1^  --  y^^\  nicbts  anderes  sind  als  die  in  VI.  gefundenen  Werthe 
von 


(n-l) 


(«-2) 


(it-3) 


(n-4) 


[w]!«-i '     [/i]!«-!'     [w]!«-i '     [7*]!«-i ' 


wir  können  also  ullgeniein  schreiben  : 

(n-l)  (n-l)  (n-l)  (n-l) 


[//i— J]!"»-2  {[wj!«-i}m-2-  [yt]f«-i 

(n— 1)  (n-l)-  (n-2)  (n— 1)  (n-l)        (n-m-|-2) 

(n-OT+l) 
(n-l)  (n-l)  y_^         (»— m) 
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(■-1)  ^^)  in-i)  öi-i)  (»-4) 


I        {y  "".y-jul^""^  y-fA     ,         ty  —  y~|<}^     y—A* 


+  {y  — y-i«)  •  [^pi  +3^"M- 


+  ty  -  y-nul  fgfnTiä +y--M * 

ty  —  y-/*<*  ,  {y  — y-^}^"^  y^fi 

*"■  }[n]!«-M»  "*■  [n— l]I«-2  j|-^jii,-ijn-2  •  [^]|S=i 

(n-l)  (n-l)  («-2)  (n-l)  (n-l) 

(«-1)  (n-l) 


X.    Will  man  endlich  die  Funktion  y  durch  alle  ihre  Ablei- 
fangen  dargestellt  erhalten ,  so  hat  man  aus  VIII. : 


(n-l)  (n-l) 


(»— 1)  («-1) 

to-4)  ^?«  — «    „1*       («-3)C»-8)  («-a)(ii-2) 

I  J  (»-1)(«-1)  (n-4) 

(n-S)  («-«)  ^  _^        _(«-*)  (»-1)    .  ^ 

+— +  ..-.dbty  —  y-/u)Ä;i-5+  ty  —  y-iulÄi-4+y-/'» 

(«-2)  (n-2)  (n-l)  (n-l) 

+— +....+ly — y-/i)Än-4±{y  -y-AiiÄi-B+y-rpi 
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(n-l)  (n-1) 

+  —  + ....  ±  {y .—  y-iu)Äi-8  T  ty  -  y-A* }  -Ki-a  +y-/-r> 


y=-^^djr+ly-yr^l^i--ty^ 


(17) 


«V 

_(»- 2)(ii-a)     .  (n-l)  (n-l) 

+ — + .... + {y — y-/* }  Jr«-2 + ty — y-iu )  id-i  +y-iu. 

Das  obere  Zeicheo  gilt  für  ein  gerades,  das  untere  ffir  ein  un- 
gerades n. 

Wir    können   diesen   Gleichungen   auch   eine  andere   Gestalt 
geben,   wenn  wir  bemerken,   dass  nach  I. 

*  ■  •  '  • 

'■■  (n-l)  (n-l)  pin)  p%)  p  {n) 

y  —  y-fi^J   ydx--J  ydx=J  ydx, 
und  ebenso: 

(n-2)  («- 


-2)  (n-2)  />(n-l)   . 


X 


-3)  (n-3)  />(n-2) 

y  —  y-y^^J    y^^* 


X 


I— m)  {n-^m)  /*(«— m+l) 

y  —  y-^^y     y^^* 


X 

m  M  f     "' 

y^y-y,=J    ydx. 


X 


4  n  0 


X 


y—y-^fM=Jyda:; 


-i" 


mithin  ist: 


?  j  fydx\  * 
y      »^  =  [4]!3  {[n]i»-xi8  +  ^ij    ydxr^K^J    ydx^K^j  \dx. 


X 


/(fi-1)  />(n) 


I  y^\ 

J  2^«^^  —  [„-l]|i.-2 1  [„]!.l-ij 


'  — A*  —yi 


X  X 

/,ft  piv 

ydx^K^J   ydx 


+ .... JhKti^-^  I     ydx'^Kft^l   ydx. 


—ß  —fi 


yydx 
Jydx=    ^^jf^in^iYr+ '^ij  y^—  - 

+  ••••  T  iUm^^Mßß^^  ^n^ij  y^' 


•(18) 


-jU  -/M 
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Miscellen. 


Gelegentliohe  Bemerkung  des  Herausgebera 

Die  sehune  Abhandlung  des  Herrn  Oskar  Werner  in  dem 
Tori^n  Hefte  9  welche  auch  eine  grosse  Anzahl  sehr  bemerkenswer- 
tber  goniometrischer  Relationen  enthält,   veranlasst  micli  zu  der 
folgenden  gelegentlichen  Bemerkung. 

Herr  Oskar  Werner  bedient  sich  in  dieser  Abbandluttg 
durchgängig  der  Bezeichnung  sinor"»  cos^,  «.«.iv^  statt  der  in 
neuerer  Zeit  hin  und  wieder  gebräuchlich  gewordenen  Bezeich^ 
nnng  sin**^,  cos^x»  u.  s.  w.^  und  nach  meiner  Ueberzeugung  mit 
dem  vollkommensten  Rechte.  Ich  habe  schon  in  mehreren  mei- 
ner früheren  Schriften  auf  die  Unzueckmässigkeit  der  von  franzo* 
siechen  Mathematikern  eingeführten  Bezeichnung  sm^x^  coa^x, 
n. s.w.  aufmerksam  gemacht ,  und  will  meine  Grunde  für  diese 
Ansicht  in  der  Kürze  hier  wiederholen. 

].  Die  Bezeichnung  e\n^Xi  cos^x,  u.  s.  w.  ist  streng  genom* 
men  folseH,  denn  Ainor»  cosof,  ü.  s.  w.  sind  wie  alle  ähnliche 
Sjrinbole  id  der  Mathematik  einfache  Symbole  und  keineswegs 
ab  getrennte  oder  trennbare  Symbole  aufzufassen,  weshalb  man 
dorchaos  slno;",  cosa:"^  u.  s.  w. »  nicht  sin"ar«  cos^or,  u.  s*  w»  schrei 
ben  muss. 

2*  Die  Bezeichnung  ttin"a;,  cos^x,  u.  s.  w.  ist  mipraktiscli 
und  muEwecl&inftssiif,  am  allermeisten  auch  fiir  den  Druck,  und 
nimmt  sich  schlecht  aus,  namentlich  wenn  die  Exponenten  zu- 
lammengesetzte  Grössen ,  wie  etwa  Sm— 2n-|-6A;-f5A  u.  s.  w.  sind, 
^l&  man  boffentlich  bei  Vergleichung  zweier  Ausdrücke  wie 

8iii8iii-2fi-f6ir-f6A;i;   und  sinar«*^*"^*HöA 
[  rageben  wird. 


473  Misceilen. 

3.  Die  BezeichnuDg  sin"^:«  cos^^r,  u.s.  w.  ist  Incoiuieqneiit* 
Denn  wenn  man  sin«^:,  coa^x,  u.  s.  w.  statt  sina:«,  cosa:",  u.  s.  w. 
schreiben  will^  müsste  man  doch  der  Consequenz  wegen  wohl  auch 

jedenfalls  V*^  statt  (Va:)*,  ferner  J'"i/  statt  Jy"*  *)  schreiben, 
da  doch  Jeder  weiss,  dass  J'^y  in  der  Mathematik  schon  eine 
himmelweit  verschiedene,  sehr  bestimmte  und  allgemein  recipirte 
Bedeutung  erhalten  hat.  Man  schreibt  ganz  richtig  ^y"*,  weil 
man  an  dem  aligemeinen  Gri^ndsatze  festhält,  dass  Jy  ein  ein- 
faches untrennbares  Symbol  ist. 

4.  Die  Bezeichnung  sin"^,  cos'^o?,  u.  s.w.  ist  scliftdlleli  für 
junge  Mathematiker,  namentlich  wenn  sie  auf  Schulen  sieh  schon 
dergleichen  Dinge  angewöhnen,  weil  gerade  diejenigen  deutschen 
Mathematiker,  welche  im  trigonometrischen  Caicul  die 
grOsste  Gewandtheit  besitzen  oder  besessen  haben, 
wie  Gauss,  Bessel,.Encke,  J.  F.  Pfaf,f '^'^)»  u.  s.  vr.  sich»  so 
viel  ich  weiss,  dieser  Bezeichnung  nie  bedient  haben,  und  man 
dec;h  annehmen  muss,  dass  junj^e  Alathemätiker  sich  dereihst  zu 
dem  Studium  der  classischen  Werke  dieser  Männer,  die  in  der- 
gleichen Dingen  als  hauptsächlichste  Autoritäten  gel- 
ten müssen,  wenden  werden.  Deshalb  sollte  man  am  we- 
nigsten auf  deut«clien  Gymnasien,  Realschulen,  u.s.w« 
den  Schülern  dergleichen  Dinge  angewöhnen.  . 

Ich  habe  dies  hier  gelegentlich  wieder  einmal  zur  Sprache 
bringen  wollen,  zufällig  veranlasst  durch  die  schone  Abhandlung 
des  Herrn  Oskar  Werner,  werde  übrigens  natürlich  im  Archiv 
wie  bisher  auch  fernerhin  fortfahren,  der  entgegengesetzten  An- 
sicht ihr  Recht  widerfahren  und  jedem  Autor  bereitwilligst  seine 
Art  und  Weise  zu  lassen.  Meine  Schuler  in  meinen  Vorle- 
sungen verlassen  die  Schreibart  sin^ar,  cos";i:,  u.  s.  w,  immer 
sehr  bald  wieder,  wenn  ihnen  dieselbe  auf  der  Schule  leider  an- 
gewohnt worden  ist,  und  gerade  diejenigen,  welche  die  meiste 
Gewandtheit  und  Eleganz  im  Caicul  sich  zu  erwerben  im  Stande 
sind,  kommen  immer  sehr  bald  zu  der  aus  völliger  Ueberzeugung 
gewonnenen  Ansicht,  dass  sie  sich  bei  sinar",  cosa;*»,  u.  s.  w. 
unendlich  weit  besser  stehen,  als  bei  sin";r,  cos"a:,  u.  s.  w.  Dies 
ist  wenigstens  meine  Erfahrung.  Da  die  Subjectivität  des  Leh- 
rers bei  solchen  Dingen  immer  viel  tbut,  mögen  vielleicht  Andere 
hiervon  abweichende  Erfahrungen  gemacht  haben.  6.      , 

*)  Soll  es  J(V^')  heiaaen,  so  schreibt  man   bekanntlich  knrs  ^.ym^ 
**)  Dieser  ausgezeichnete  Mathematiker    eiferte  immer    sehr   gegen 
sin*^,   cos**^)  U.S.W. 
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Hen  Director  Streb  Ite  in  Dan  zig  schreibt  mir  unter  dem 
21.  März  1854  Folgendes: 

„Als.  eine  Ergänzung  einer  früheren  Mittbieilung  über  die 
SEaU  n*)  lege  ich  ein  Blatt  derElbioger  Anzeigen  bei,  worin  die 
Berechnung  der  Zahl  auf  400  üecimaUteJlen  enthalten  ist.  Pro- 
fcMor  Richter  schreibt  mir,  dass  über  die  Richtigkeit  der 
3^ten  und  333sten  noch  ein  Zweifel  vorhanden  ist/'  G. 

Es  ist  nach  4maliger  Berechnung  in  400  Deci malstellen : 

n=3,  1415a  !26535  89793  23846  26433  83279  50288  41971 

iSm  37510  58209  74944  59230  78164  06286  20899  86280 

34825  34211  70679  82148  08651  32823  06647  09384  46005 

80682  23172  53594  08128  48111  74502  84102  70193  85211 

06559  64462  29489  54930  38196  44288  10975  66593  34461 

28475  64823  37867  83165  27120  19091  45648  56692  34603 

48610  45432  66482  13393  60726  02491  41^3  72458  700^ 

06316  58817  48815  20920  09882  92540  91715  36436  78925 

90360  01133  05305  48820  46652  13841  46951  94151  16094 

Richter. 


AoiZQg  aus  einem  Briefe  des  Herrn  Professor  Dr.  Wolfers 
in  Berlin  an  den  Herausgeber. 

Fflr  die  Oberfläche  der  Zone  vom  Aequator  bis  zur  Breite  fp 
'nfct  man  bekanntlich  leicht  den  Ausdruck: 

2  3  4 

2Ä*i«8lng){l+^e*8in9H  g  «*S>n9>*+';r«*s»ö9*  +  ctc- 1  * 

"''d  hieraus  für  g)  =  90^  die  Oberfläche  des  halben  Sphäroids: 
(1)  =  26%{  1  + 1  c«  +  I  c*  +  ^  c«  +etc.  1. 

Dieser  letztere  Ausdruck  wird  weit  convergenter ,    wenn  man 
^^^  der  halben  kleinen  Axe  b  ^ie  halbe  grosse  a  mittelst 

^^Alhrt,  indem  alsdann  der  Ausdruck  (1)  übergeht  in: 
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(2h  2a%|l  — ge«— 3^ß4_-l-ß«_etc.|. 

Diese  zWfA  Formeln  kSimen  unter  andern  als  Controlle  dien 
wenn  man  einraal  die  ObeHläche  eines  Sphäroids  sa  berechnen 

Berlin  den  20.  November  1853. 


Herr   Professor  Granert  hM  mir   ein  Schreiben  des  Herni 
Ubbo  Meyer  mitgetheilt,    worin  dieser,    and  zwar  mit  yollem 
Rechte,  in  Bezug  auf  eine  von  mir  veröffentlichte  Ergänzung  des 
Jacobi'schen  Theorems  die  Priorität  fdr  sich  in  Anspruch  nimmt 
Die  erwähnte  Arbeit  entstand  beim  ersten  Studium  der  eliiptiscben 
Functionen  aus  dem  Bemühen,  den  Beweis  ffir  das  von  Jactfbi 
hinterlassen»   Theorem    abznicürzen,    und    wenn    Herr    Professor 
Grunert  dieselbe  aufnahm*),   so  ist  dies  wohl  nur  deshalb  ge- 
ecbehen,  weil  der  von  mir  aufgestellte  Ausdruck  nicht  ganz  con* 
form  mit   demjenigen   des  Herrn  Meyer  ist,    und  weil  vielleicht 
auch  der  von  mir  gewählte  Gang  fSr  einen  solchen,    der  sich  lie- 
ber der  bisherigen  Darstellungsweise  anschliessen   will,   einiges 
Interesse  haben  konnte.  Essen. 

Schreiben  des  Herrn  Ubbo  H.  Meyer  an  den  Herausgeber. 

Eine  Abhandlung  des  Herrn  Essen  über  die  „Ergänzung  des 
ersten  Ja cobi' sehen  Theorems  von  den  elliptischen  Functionen" 
in  Ihrem  Archive  T.  XXI.  Nr.  20.  hat  mir  Veranlassung  zu  eini- 
gen Bemerkungen  gegeben,  welche  ich  die  Ehre  habe,  Ihnen 
hiermit  mitzutheilen. 

Wie  Sie  wissen,  kann  man,  dem  Jacobi 'sehen  Theoreme 
gemäss,  die  Constanten  ^, /:,  ai,  «2,  •••.  «ji— i  so  bestimmen,  dass 
^,  als  Function  von  g>  gegeben  durch  die  Gleichung 

(1) 


(i-?ii.^)(i-^) ....  (i  _  _,f^) 

^~~  (i    (l— c^sin%2sin^9>)(l-~c^si"*«4sin^g))...(l-- c^sin^ttp-isin^g))' 


*)  Ich  habe  diese  und  einige  andere,  auch  spätere,  Arbeiten  des  Herrn 
Essen  aufgenommen,  weil  ihre  Selbstständigkei  t  unverkennbar  und 
weil  sie  mir  eben  jregen  dieser  Unabhängigkeit  von  anderweitigen  Unterso- 
chungen  lehrreich  zu  sein  schienen.  Sehr  lieb  ist  es  mir  auch  jetzt,  dass  * 
auf  diese  Weise  die  Aufmerlcsarokeit  auf  Herrn  Ubbo  H.  Mejer's, 
dem  jedenfalls  die  Priorität  der  Erfindung  gebührt,  treffliche  Arbeiten 
von  Neuem  hingelenkt  wird,  6. 
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der  Gleicbang 

6ea0ge  leistet  Es  gilt  diess  aber  nur»  wenn  p  eine  ungerade 
ZabI  ist.  Das  Jacobi'sche  Theorem  würde  deshalb  ergänzt 
sein  9  wenn  man  durch  eine  ähnliche  Gleichung  wie  (1)  der  Glei- 
chung (2)  genügen  konnte  für  eine  gerade  Zahl  p. 

"Nun  bat  Herr  Essen  gefunden,    dass«  wenn  ffir  eine  gerade 
Zahl  p  tf;  ^Is  Function  von  tp  gegeben  ist »  durch  die  Gleichung 

^^®  '*'  —  (1 — c«sin  «ai  sin  ^q>)....a-c^s\u^aj^is\n^<py 
dadurch  nicht  der  Gleichung  (1),  sondern  der  Gleichung 

/y  rfy /*^  diif     

VI  — e^sin«9)""v        VI  — ^*cosV 


genügt  wird. 

Hieraus  geht  hervor«  dass  ^adiir<^  keine  Ergänaung  des  Ja- 
cobi'schen  Theorems  gefunden  ist,  obschon  es  keine  Schwie- 
rigkeit hat»  aus  dem  gefundenen  Satze  eine  Ergänzung  zu  errei- 
chen.   Man  braucht  nämlich  nur  zu  setzen: 

cos» 
V  1 — Ä^sin^o 

r 

woraus 


x-,__8in5 
Vl-Ä«sinäö 


sinif;  ==  VT=la  77======= , 


Vi  — it*cos>  =  VT=^^^,       \  ^        \ 


und  es  findet  sich  leicht: 


Vi— >cos«Vi  ~J      Vl-jfcasin«ö 


Also  wird  der  Gleichung 

/9  afp /^^  rfg 

.  Vj-i>«sin^""V      VT^^iPS 


m 
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Genüge  geleistet  durch 

cos  5 y^  8m%i^  •"  ^^       sin  Vp-i^ 

V^l— itVin^"^  (1— c«sin »«i  sin «9) ....  (1  — c»sin%-.i  sin*g))  ' 

ohd;  Qm  I  dW  Ergänsong  des  Jacob i'schen  Theorems  ssa  vollen- 
den, muss  lAan  noch  ans  der  letzten  Gleichung  den  Ausdruck  ?od 
sintf^  in^sing)  ableiten. 

Es  scheint  mir  aber  durchaus  nutzlos^  eine  solche  Transfor* 
^lati.Qn  vorzunehmen,  indem  ich  glaube,  dleae  Sache  im  Archive 
(ThL  XVII.  S.  85.  sqq.)  ziemlich  erschöpfend  dargestellt^  zu-baben. 
Das  erste  der  dortigen  Theoreme  (S.  85.  u.  86.)  gilt  allgemein 
ftir  jede  ganze  Zahl;  das  zweite  (S.  93.  u.  94.)  gilt  für  eine 
gerade  Zahl  und.  das  dritte  (S.'94.)  für  eine  ungerade  Zahl 
Dieses  ist  das  nämliche  wie  das  Jaco hinsehe/  und  so  ist  das 
zweite  —  wepn  man  es  so.  nennen  will  —  die  Ergänzung:  den» 
beide  sind  im  ersten  enthalten  und  werben  daraus  abgeleitet 
durch  die  Zahl,  im  Besonderen  entweder  als  eine  gerade  oder 
als  eine  ungerade  zu  betrachten.  Aus  dem  '■  zweiten  Theoreme 
müssen  sich  also  die  Resultate  des  Herrn  Essen  ableiten  lassen. 
Wirklich  braucht  man  bloss  seine  Bezeichnung  einzuführen. 

Setzt  man  nämlich  sin<p==P:t,  cosg)=:Qx5  Vi  — c*sin*<p=ßft 
sinS=:P0x,jb,'  cos5  =  Qöx,i,  Vi  —  Ä:*sin*ö  =  J'?e«,i,  so  hat  man, 
da  dxPx=QxRx  u.  folglich  dxq>=^^  \''C^svii^q>y  3,S=öVl— Ä*sin*5 
ist,   sogleich 

/'y  dtp P^  d(d 

e/      Vl—c^sin^'^J      Vi— >5:2gin2ö* 

Schreibt  man^iiberdiess  p,  (i  und  sina»,  statt  n,  ^,  Pm  ,sogcb^* 
die  Formeln  des  zweiten  Theorems  über  in: 

.    ,      J      sinycosy  ^^      sin^aa^  ""  ^^      »tn^ccp-^^ 

~"l^  W—c^s\ü^(p  (I^c*sia2a2sin2cp)....(l— c^sin^op-^sin 

cos  ö  =  sin^ai^^       8m%3^        ^        sin%_/ 

Vl--c2sin29,(l— c2sin2a2sin2g,)....(I— c^sin^ap-asin« 

Vr-Fsin^ö 
_  (1— c^sing«!^^  sin«c 

V(l— c^sina^)  (1  -i^^sin^aasin  V) ....  (l-^CÄsin^ai^-^sin  V 
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woraus  . 

cosc5 


iin  2/ri  ctn  2i 


-'  (1  —  c^sin^ßi 810 2g?)(l— c2sinaa8Sin?9)*-{l— <?*ß>o%-i s»n*9) ' 

und  diese  ist  die  nämliche  Gleichung  des  Herrn  Essen,  welche 
also  ohne  Transformation  bloss  durch  Hinschreiben  aus  den  vori- 
gen Formeln  abgeleitet  wird. 

Ich  habe  diese  BemerLungen  nicht  gemacht,  um  die  Arbeit 
des  Herrn  Essen  eu  schmälern;  denn  er  wird  Mühe  genug 
gehabt  haben,  die  richtige  Formel  durch  Tatonniren  zu  finden. 
Mit  mir  war  diess  anders,  da  die  Theoreme  nicht  wie  das 
Jacobi*sche  aus  der  Luft  gefallen  erscheinen,  sondern  im 
Zusammenhange  mit  dem  Verhergehenden  sich  wie  Ton  selbst 
ergaben.  (Archiv.  T.  XVI.  S.  SQö.^sqq.)  Nicht  also  um  den  Herrn 
Essen  zu  tadeln,  schreibe  ich  Ihnen,  vielmehr  möchte  ich  ihn 
seiner  Geschicklichkeit  wegen  auffordern,  seine  Untersuchungen 
auf  diesem  Gebiete  fortzusetzen;  aber  damit  er  sich  nicht  die 
Mühe  gebe,  zu  suchen,  was  ein  Anderer  schon  gefunden  hat, 
würde  es  ihm  vielleicht  zu  empfehlen  sein,  auf  meine  Aufsätze 
(Archiv.  T.  XVI.  No.  33.  T.  XVII.  No.  3.  und  No.  19.),  die  er  nicht 
gelesen  zu  haben  scheint,  Rücksicht  zu  nehmen.  Aus  dem  letz- 
ten •  Aufsatze -wird  er  z.B.  sehen  können,  dass  auch  für  die  ellip- 
tischen Functionen  der  zweiten  und  dritten  Art  ähnliche  Theoreme 
gefunden  sind. 

Dass  ich  nicht  dem  fferrn  Essen,  sondern  Ihnen  diese  Be- 
merkungen mittheile,  geschieht  erstens,  weil  ich  voraussetze,  dass 
Sic  mit  dem  Herrn  Essen  in  Correspondenz  stehen  od^f  wenig- 
stens mit  ihm  bekannt  sind,  und  es  ihm  angenehmer  sein  wird, 
solche  Bemerkungen  von  einem  Bekannten,  als  von  einem  Unbe- 
kannten zu  erfahren ;  zweitens  weil  ich  doch  auch  Ihnen  die  Sach- 
lage vorzulegen  wünschte,  damit  Sie  als  Herausgeber  des  Archivs 
die  Veranlassung  zu^  einem  Prioritätsstreite,  dem  ich  ganz  ab- 
geneigt bin,  beseitigen  möchten*):    Sie  sind  um  so  mehr  darauf 


«]f  Herr  Ubbo  H.  Meyer  wird   aber    gewiss   entachuldigen,    dass 
'ich  nsir  die  £rlanbnis8  genommen  halie,  diesen  seinen  lehrreichen  Brief, 
den  ich  vorher  auch  Herrn  Essen   mitgetheilt  habe,    im  Archive  ab- 
dracken  za  lassen;  •    6*'    ' 
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angewieseo,  weil  beide  Abhandlangen  in  Ihrem  Arcl|ive  abgcdrackt 
erschienen  sind. 

Schliesslich  erlaube  ich  mir  noch  eitie  Bemerkung  über  die 
„Berichtigung"  (Archiv.  T.  XXI.  S.  344.).  Ich  habe  die  Abhand- 
lung des  Herrn  Professor  Dienger  (Archiv.  T.  XJ.  Nr*50.),  wo- 
Ton  in  der  Berichtigung  die  Rede  ist,  nicht  zur  Hand^  und  kann 
also  nicht  beurtheilen,  ob  die  dort  gefundenen  Formeln  richtig 
sind;  so  viel  ist  aber  gewiss ,  dass  die  in  der  BerichtiguDg  mit- 
gefbeilten  Formeln  es  nicht  sind. 

Es  ist  nämlich  nicht  bloss  a:=:(msna)*,  sondern  anefa  a:=l J  • 

eine  Wnrzel  der  Gleichung 

2'  .     „1— cn'2a      ^ 

l-fcn2a  l  +  cn2a  , 

Die  richtigen  Formeln  und  deren  Herleitung  habe  ich  gezeigt  im 
Archive  T.  XVIL  S«  103.:  nau  braucht  bloss  sna,  coa,  dna,  n 
statt  P«,  Qay  Ray  c  zu  schreiben 9  um  in  der  Bezeichnung  det 
Herrn  Dienger  zu  bekonunen: 

l-cn2a 1  1— dn2a 

(sna)   -n.dn2a~"i»*l  +  cn2a' 

dn2ff  +  cn2g  '  1— m^     1— dn!2q 
(cna)   -      i^d„2a     ""     m«      dn2a— cn2a* 

^,      ^-        dn2a-fcn2ä       = 5      1  —  cn2a 

^       ^  l+cn2ri  dn2a  — cn2a 

Eine  Correctur  der  Berichtigung  wu:d  also  jedenfalls  nothwen* 
dig  sein  *).  ^ 

Groningen»  23.  März  1854.  Ubbo  H.  Meyer. 


Von   dem   Herausgeber. 

Wenn  man  die  auf  den  drei  Seiten  0,6,0  eines  sphärischen 
Dreiecks  ABC  senkrecht  stehenden  Höhen  dieses  Dreiecks  respec- 
tive  durch  a,  ß,  y  und  etwa  die  Entfernungen  des  Fusspunktes  der 
Hube  a  von  den  Spitzen  C  und  B  des  Dreiecks  respective  durch 
X  und  a  —  x,   welche   Differenz  positiv  oder  negativ  sein    kann« 


0  Ifan  vergleiche  aach  Archiv.  Thl.  XXII.  S.  362.  G. 


b^Äeicbnet;  so  hat  tnan  rtikth  den  Lehren  dei*  sphiHscfcen  Trigo- 
nottietfie  die  beiden  Glerchmigen  i 

» .  ■         ■  • 

cos /^  ;=  cos  (X  cos  ;r  4 

\         -    cosez=co8acos(a-^a:); 
oder 

cos  6  =:  cos  a  cos  0?  > 

cos  c  =  cos  acos  a  coso? -f  cos  a  sin  a  sio  or. 

Aus  diesen  t»,eidea  Gieicbungßp  folgt: 


.  I . 


tosb       .  cosc — cosacos^ 


cos:r;:3— - — ♦  bvblq^z^ 


Also  ist 


cOsa       '^^  cosasma 


(eosÄV      /eos  €  ****  ebg  a  co&  b\  *     - 
cos«/   "*"  \       eosttslno       y  ^ 


oder 


1 .« 


sin  a*  cos  6*  +  (cos  c —  cos  a  cos  6)*  =  cos  a*  sin  a* , 
folglich 

cos  6*  +  cos  c* —  2  cos  a  cos  6  cos  c  =  cos  a*  sin  a*. 

» 

Hieraus  er^iebt  sich  auf  der  Stelle: 

sina^sin  a^=:l  ^ —  cos  a* —  cos  6®— cos  c* +2  cos  a  cos  b  cosc, 

und  folglich  zugleich  auch  für  die  beiden  anderen  Seiten  und  die 
denselben  entsprechenden  Höhen: 

sinasina=  V^l — coso^— cosä^— cosc*+2cosacos6cosc, 

8inj5s1n6  =  V  1— cOsa*-*-cos6^— cosc*+icosacos6cosc, 

sin  y  sio^  =?  V^l — cos  a*  ^  cos  6^ — cos  c* + 2  cos  a  cos  b  cos  c. 
Also  ist 


oder: 


sin  tt  sin  a  ±x  sin  /}  sin  6  =  sin  y  sin  e 

sina:sinj3=:sin6:sina, 
sin  j3 :  sin  y = sin  c :  sin  6 , 
'Sin/:siiltt£a:sina{slB<;.  ^ 
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Im  sphärischen  Dreieck  verhalten  -jiicfc  ml«o  die 
Sinns  der  Hohen  umgekehrt  wie  die  Sioas  der  ent* 
sprechenden  Grundlinien,  d.  h.  wie  die  Sinos  der  Sei- 
ten,  auf  denen  die  Hohen  senkrecht  stehen* 

Im  ebenen  Dreieck  Terhalten  sich  bekanntÜch  die  Höhen 
gekehrt  wie  die  entsprechenden  Grundlinien. 


Ceber  den  drei  Seiten  des  Dreiecks  ABC  (Taf.  TL  Flg.  5.) 
seien  ausserhalb  desselben  Quadrate  beschrieben  und  deren  Hit- 
telpnnkte  A ,  Bf ,  C  durch  gerade  Linien  verbunden,  wodorch  das 
Dreieck  A'B'C  entsteht  Blan  soll  die  Flachenräume  der  beidei 
Dreiecke  ABC=^A  und  A'B'C'  =  A'  mit  einander   vei^leiciiea. 

Man  bezeichne  wie  gewohnlich  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC 
durch  a^bj  c  und  ihre  G^enwinkel  durch  A,  B,  C,  so  ist 

A'B=A'C=:^,     B'C=B'A  =  ^.     C'A=C'B  =  :^^ 
und 
j^B'AC'=90'*  +  A,    ^C'BA'=90^+B,    j^A'CB'=:90P  +  C 

Nun  ist  offenbar: 

ATHg^  All>r'l         A       ^      ^   ^     ^         \       b         b  \       c  c 


und 


=^+j(aH6"  +  c*) 


AB'CA'BC  =  ^'  +  ^ .  ;^ .  ;^ .  sin(90ö  +  ^) 


+  'i-:Ä-Ä-''"^^+^^ 


1 


=  d'  +  t(6ccos^  +  cacoaB  +  a6cos  €)• 
Dies  giebt  dio  Gleicbung: 
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oder  .i'v.    •••:  "v.: 

1 


Nun  ist  aber  bekanntlich    i 

a2  =  62  +  c2-^26ccosJ, 

'     Ä« = c« + a^  •- 2ca  cos  J?, 

c2=a*+6»— 2a6cosC;  ..  ? 

also  ^ 

folglich 

a«  +  6«+.c«Ä  2(6ccosil+4J«cos  Ä-f-/i6'cbs  C)- 

Daher  ist  nach  dem  Obigen:         ,   ^  .  i  . 

^'  —  ^ = -  (6c<:d8il:rhtc4cosuB4^'i«6  cos  C). 

Nun  ist 

■'-'^   -  "1    '    ■      '■  1  !<-  •   ' 

^/::t^x6csin^=5casinSr=;.ä^a6sin  C, 


also,  wenn  man  hiermit  In  die'vorste1]^n(ie'(3lYeichung  dividirt: 


I  die  V01 

.■■|. 

j'  .1 


•^ -^lib^  (cot. J  4  cot  JB + cot  C) . 
folglich 

^'=;:l  +  irC0t^+C0tff  +  C0t.C> 

Diese  Relation  findet  man  ai^i?  ddm  ,,Progri^,mme  de  t'uni- 
versitö  de  Dublin.  1848.''  mitg^theÜt  in  den  NöuTeh^s  An* 
nales  de  Mathem^tiques  par  Terquem  et  Gerono.  T.VIII. 
1849.  p.  47. 

Weil  A  +  B+  C=180o  ist,  so  ist 

sin^sin^      Bin(A-{-ß) 

sin(J  +  ^)^— sin^sinigcos(J  +  ^ 
^  sin  ^  sin /^  sin  C 

1— qos( J+Ä)  I  cos(4+Ä)+sini4sinfi) 
sin^sm^sinC 

1  +  cos  A  cosBjcoaC 

sin^isinÄiffirC"^*  - 


*       •  I 
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Also  ist  auch 


d  '      2sin^siQ^sinC 


oder 


j"  •  ■  •, 


Jl  1  ; 

^  =  1  +  ^{cos^iiAcosecBcosec  C+  cot  2I  cot  J?  cot  C)« 


^  Ist  21=900,  so  ist 


SraäÄcefiL»""  "^2 sift  Ccos C 
'  sid2^         '  sin2C 


^1 +shbaB__l  +  s}n2C 

"~    sin  2^    ""    siD2C 

1  +  cof  (QQQ— 2^)  /  1  +cos(90Q— 2C) 
"^^      "sln2Ä  -'^-        .  slnäC 

2cos(450— JB)*     2cos(450— O« 
sid2^  sin2C 

Für  B=C^^  ifiit  im  vorbergehendeo  F^He 

Ist  das  Dreieck  JßCgleicfaseitig,  so  t8tA=xB=z  €=00^,  also 
sin  ^=sin  Bz:z»\n  C=  5-  V^i    cos  A  =  cos  Jß=:;co8 C  =  ^  , 


cot  ^  =:  cot  ß = cot  C  = 


also 


V3' 


^'==14-*      3  _       l  2  +  V3 


G. 


*■  <■ 


Die  Gleictiung  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  sei 
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und  Xt  y  seien  die  Coordinilea  aineä)  f^tf^ebenen  Punktes  'in  der* 
selben »  so  ist  bekanntlich 

aa      bb  . '". 

die  Gleichnng  der  durch  den  Punkt  {ary)  gehenden  Berfihrenden. 
Fällen  wir  nun  vom  Mittelpunkte  der  Curf^e  auf  diese  Beröhrende 
ein  Perpendikel,  so  hat  dessen  Gleichung  die  Form 

V  =  Aui 

nnd  nacb  den  Lehren  der  i»ialytiscfata..CleA)|ii^trie  ist 


also 


Iflx 


■  I 


folglich  die  Gleichung  des  in  Rede  stehenden  Perpendikels: 

j;      .       .  ■  ■  ■       *.  , ".  .  • 

Daher  hat  man  jetzt,  w;enn  u^v  die  Coordinaten  des  Durchschnitts- 
punkts des  Perpendikels  und  der  Berührenden  bezeichnen,  jfiU  detieh 
Bestimmung  die  beiden  Gleichuegeu.: 

■*-  b^a^    '     aa"^  bb 

Will  man  nun  die  Gleichung  des  geometrischen  Otta  deä 
Durchschnittspunkts  des  Perpendikels  und  der  Berührenden  finden, 
so  muss  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  x  und  y  bestimmen 
and  die  erhaltenen  Werthe  in  die  Gleichung 


(f)'±(f)= 


einfuhren.    Man  bringt  aber  die  beiden  obigen  Gleichungen  leicht 
auf  die  Form: 


b^x        .         aV         .  a*^ 


^er  auf  die  Form : 


ahi         .         b^x        b*^ 
ö^x        "*•         a*y        y  * 


«»=^-d».  «^=±-**' 


fM^fiett 


*  ^9 


d.  i. 


i-  =  l 


oder 


(«^+t7») 


iAi»dfc«V=(t^+ia*. 


Für  ir=:6,  d.  b.  f&r  deo  Krei»  oder  die  gietrheeifi^e  Hyp»W 
wM  dieee  GMeinnig:: 

Fir  de»'  Kreie  iet  alee 

d.  h.  der  Ort  em  dem  ge^pBhenen  Kreise  der  Grösse  and  Lage 
nach  gleicher  Kreis,  wie  es  sein  mnss.  Für  die  gieiciia^tise 
Hyperbel  ist 

oder 

d.  h.  der  Ort  eine  Lemniscate. 

G. 
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Nautik 

Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  nautischen 
Astronomie  an  der  k.  k.  Marine-Akademie.  Von  Dr.  F. 
Sehauby  proF.  Professor  der  nautischen  Astronomie 
an  der  k.  k.  Uandelsr  nnd  nautischen  Akademie  und 
der  k.  k.  Marine -Akademie  in  Triest.  Triest,  Buch- 
druckerei des  Oesterreichischen  Lloyd.    Triest.  1853.  8. 

Es  ist  höchst  erfreulich  zu  sehen ,  wie  mit  dem  Aufschwünge 
der  Schifffahrt  in  Deutschland  auch  die  nautischen  Wissenschaf- 
ten eine  immer  grössere  Anzahl  Fon  Bearbeitern  in  unserem  Va- 
terlandc  gefanden  haben.  Ein  -neues  Zeichen  dieser  Wahrneh- 
mung ist  der  vor  uns  liegende  treffliche  >, Leitfaden  für  den 
Unterricht  in  der  nautischen  Astronomie  an  der  k.  k. 
Marine-Akademie  zu  Triest  von  Herrn  Professor  Dr. 
Schaub  daselbst *S  den  wir  daher  etwas  ausffihrlicher^  als  sonst 
in  diesen  Literarischen  Berichten  zu  geschehen  pflegt,  besprechen 
wollen.  * 

Jeder,  wer  mit  den  nautischen  Wissenschaften  nur  etwas 
näher  bekannt  ist,  weiss,  dass  der  Schiffer  den  Ort  des  Schiffes 
auf  dem  Meere  auf  doppelte  Weise  zu  bestimmen  pflegt:  einmal 
durch  Messungen  auf  der  Erde  mittelst  der  Logleine,  des  Kom- 
passes und  des  Stunden-  oder  Minuten -Glases;  und  dann  durch 
Beobachtungen  am  Himmel  mittelst  des  Sextanten,  des  Spiegel- 
kreises, Prismenkreises  u.  s.  w.  und  des  Chronometers.  Die  erste 
Methode,  deren  Bestimmungen  natürlich  immer  nur  relative  sein 
können,  ist  in  gewisser  Rücksicht  den  Operationen  des  Feldmessers 
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rergleichbar,   dessen  Messkette  und   Boussole  der   Logleine  and 
dem  Koropass  des  Schiffers  entsprechen;  die  zweite  Methode  ent- 
spricht den  astronomischen  Ortsbestimmungen,  welche  der  Astro- 
nom auf  seiner  Sternwarte  vornimmt,   und  unterscheidet  «ich  von 
diesen  nur  dadurch,    dass  das  Obseryatorinm  des  Seefahrers  auf 
einem  sehr  schwankenden  Grunde  errichtet  ist,  wodurch  natürlich 
auch  eine  besondere  Eigenthumlichkeit  der  astronomischen  Instru- 
mente des  Schiffers  bedingt  wird,  die,  weil  sie  bei  den  Beobach- 
tungen nur  mit  freief  Hand  gehalten  und  gebraucht  werden  können 
sämmtlich  auf  das  Princip  der  Reflexion   gegründet  sein    müssen' 
wobei     der    Meerhorizonl     die    Stelle     des    künstlichen     Oaeck' 
Silberhorizonts   ^es   Astronomen   vertritt.     Der  Inbegriff  aller   der 
letzteren  Methoden  nun,   durch  welche  der  Ort   des   Schiffes  mit- 
telst  astronomischer  Beobachtungen   am  Himmel    bestimmt   wi  A 
verbunden    mit    der    für   den    Schiffer    höchst    nichtigen    crenaue * 
Kenntniss   der    Einrichtung  und  des  Gebrauchs   der    betreffende 
Instrumente,    ist  die  „nautische  Astronomie'*,    eine  übera 
wichtige  Wissenschaft,  von  %velcher  ein  grosser  Theil  des  Glu  ks 
und  der  Wohlfahrt  des  Menschengeschlechts  abhängt,  wobei  ni  ht 
unbeachtet  bleiben    darf,    dass    die  Resultate   der  Methoden   der 
nautischen  Astronomie  weit  genauer  sind  als  die  durch    Messun- 
gen auf  der  Erde  mittelst  des  Logs,  nebst  dem  Minutenglaso    und 
des  Kompasses  erhaltenen  relativen  Ortsbestimmungen .  das  soge- 
nannte Besteck,  weshalb  auch  diese  letzteren  von  dem  Schiffer        [ 
nur  die   Gissung  (Schätzung),    ja   wohl  auch  die    todte   oder 
blinde  Rechnung  genannt  zu  werden  pflegen,  wonach  er  zwihschen 
gegisster  und  beobachteter  (d.  h.  astronomisch  bestimmter)  Breitp 
und  Länge  zu  unterscheiden  gewohnt  ist. 

Der  so  eben  in  ihrem  Verhältniss  zu  den  übrigen  Theilen  I 
der  Schifffahrtskunde  etwas  näher  charakterisirten  nautischen 
Astronomie  ist  nun  der  rorliegetide  Leitfaden  lediglieb  gewid- 
met, und  wir  müssen  gestehen,  dass  wir  demselben  in  Bezu^  auf 
zweckmässige  Kurze,  Einfachheit  und  Deutlichkeit  der  Darstel- 
lung, dem  Gegenstande  ganz  angemessene  ^trengwissenschaftliche 
Anordnung,  überhaupt  in  Bezug  auf  den  in  demselben  uns  lu,  sehr 
erfreulicher  Weise  überall  entgegen  tretenden  wissenschaftlichen 
Geist,  der  in  den  Lehrbüchern  der  Schiffi'ahrtskunde  leider  mir  zu 
oft  rermisst  wird  *),  endlich  in  Bezug  auf  buchst  verständige  At»- 

♦)  M.  8.  z.  B.  A  complete  EpitomeofPractical  Navlo.«»* 
\ky  J.  W.  Noric,  welches  in  England  so  beliebt  ist,  dass  un«  schon  d' 
flfeeenth  (stereotype)  Edition  (London  1852)  vorliegt     aber  * 
der   Thal   eigentlich    die   ganze    SchiflTfahrtfiktinde   zu    Menigr    niehr      I 
einem  blossen  Gedächtnisskram  macht. 
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wabl  deit  praktisch  wirklich  BrauchbareD,  eiQ  geeigneteres  Com- 
pendium  für  den  Unterricht  in  der  nautischen  Astronomie  auf 
Marine  -  Akademieen  und  ähnlichen  Lehranstalten  nicht  zur  Seite 
zu  stellen  wissen.  Freilich  aber  nimmt  dieser  Leitfaden  auch  ein 
ziemliches  Maass  mathematischer  Vorkenntnisse  in  Anspruch,  in- 
dem er  ausser  einer  vollständigen  Kenntniss  der  sogenannten  Ele- 
inentar  "Mathematik  —  natürlich  und  hauptsächlich  mit  Einschluss 
der  sphärischen  Trigonometrie  —  auch  eine  genügende  Bekannt* 
Schaft  mit  den  Anfangsgründen  der  Differentialrechnung  und  der 
Lehre  von  den  KegelschnitteD  voraussetzt,  woraus  zugleich  ein 
sicherer  Scbluss  auf  die  Vortrefflichkeit  der  Lehranstalten,  wel- 
chen der  Herr  Verfasser  seine  Kräfte  in  erfreulichster  Weise 
\vidmet,  und  auf  die  tüchtige  wisseoscbaftliche  —  theoretische  und 
praktische  —  Bildung  der  kaiserl.  österreichischen  Marineoffiziere 
gezogen  werden  kann.  Uebrigens  sind  im  Interesse  derjenigen 
nautischen  Lehranstalten,  welche  sich  dieses  Leitfadens  bedienen 
wollen,  aber  nur  ein  geringeres  Maass  mathematischer  Vorkennt- 
ni<«8e  als  die  k.  k.  Marine- Akademie  zu  Triest  bei  ihren  Zöglingen 
vorauszusetzen  sich  berechtigt  halten  dürfen,  alle  diejenigen  Par- 
tieen  des  Buchs,  welche  die  Kenntniss  der  Differentialrechnung, 
der  Lehre  von  den  Kegelschnitten,  u.  s.  w.  in  Anspruch  nehmen, 
mit  kleinerer  Schrift  gedruckt,  und  die  ganze  Darstellung  ist  so 
srehalten  worden,  dass  alles  Uebrige  auch  ohne  diese,  höhere 
Kenntnisse  voraussetzenden,  Theile  des  Buchs  vollständig  ver- 
ständlich ist,  so  wie  denn  überall,  wie  wir  schon  bemerkt  haben, 
der  Herr  Verfasser  sich  einer  möglichst  einfachen  und  leichten« 
aber  doch  überall  strengwissenschaftlichen,  Darstellung  befleissigthat. 

Um  nun  noch  den  Inhalt  dieses  allen  nautischen  Lehranstalten 
sehr  zu  empfehlenden  Leitfadens  etwas  genauer  anzugeben,,  be- 
merken wir,  dass  der  Herr  Verfasser  mit  einer  sehr  deutlichen 
Erläuterung  der  nothwendigsten  astronomischen  Lehren  —  natür- 
lich und  vorzüglich  auch  der  verschiedenen  Arten  der  Zeit,  der 
Zeitgleiebung  u  s.  w.  —  beginnt.  Hierauf  wendet  er  sich  z.u  4er 
Einrichtung  und  dem  Gebrauch  der  Epliemeriden,  wobei  er  mit 
Recht  als  ein  in  Bezug  auf  Vollständigkeit  und  praktische  Zweck- 
mässigkeit» auch  nach  unserer  Meinung,  noch  unübertroffenes 
Muster  den  j^autical  Almanac  zu  Grunde  legt,  und  hierbei 
zugleich  aubh  in  §.  23.  auf  S.  22  —  8.  26.  der  Theorie  der  Inter- 
polation seine  Aufmerksamkeit  widmet»  letzteres  in  sehr  einfacher 
qnd  vecatändÜcher  Weise.  Weil  nun  alle  astronomische  Beoh- 
acbtungei»^  auf  der  See  hauptsächlich  auf  Uuheumessungen  der 
Gastiroe  beruhen«  so  werden  zunächst  die  verschiedenen  Corieo- 
ti^men:   Refraction,  Kimmtiefe,   Parallaxe  (diese  a«ch  mit  Rück- 
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sieht  auf  die   sphäroidische   Gestali  der  Erde)    und  Halbmesser, 
welche  ao  jeder  unmittelbar  gemessenen  Hohe,    bevor  sie  in  die 
Rechnung  eingeführt  werden  darf,   angebracht  werden  müssen,  in 
einer  für  den  hier  beabsichtigten  Zweck  völlig  ausreichenden  Weise 
deutlich    besprochen   und  späterhin    die  zur  Höhenmessung  erfor- 
derlichen Instrumente,  hauptsächlich  der  Sextant  und  die  trefflichen 
patentirten    Pistor 'sehen    Reflexions •  Instrumente ,    natürlich  mit 
besonderer  Rücksicht  auf  die  Fehler,    denen  dieselben  unterwor- 
fen sind,    und   die  erforderlichen  Correctionen,    ihrer  Einrichtung 
und  ihrem  Gebrauche   nach    beschrieben.    Sehr  zweckmässig  hat 
der  Herr  Verfasser  der  sorgf^Iti<;en  Betrachtung  des  so  wichtigen 
sphärischen  Dreiecks  zwischen  Zenith,  Pol  und  Gestirn,  auf  wel- 
ches fast  alle  astronomischen  Beobachtungen  zurückkommen,  und 
das  wir  selbst  daher  schon  längst  in  unseren  astronomischen  Vor- 
lesungen,   in  Ermangelung   eines   besseren,    mit  dem  besonderen 
Name^n    des    charakteristischen     sphärischen    Dreiecks 
auszuzeichnen  uns  erlaubt  haben,   —  gewiss    zum  grossen  Vor- 
theil  för  seine  Schüler,  —  ein  besonderes  Kapitel  gewidmet.  Dann 
folgen  die  verschiedenen  Methoden  der  Zeitbestimmung :    A.  Ge- 
brauch der  Chronometer.    B.   Zeitbestimmung  durch  eine  einzelne 
Höhe.      C.   Zeitbestimmung   durch  correspondirende   Höhen;  und 
hierauf  die  verschiedenen,   iiir  den  Gebrauch  auf  der  See  zweck- 
mässigen Methoden   der  Breitenbestimmung:     A.  durch  eine  He- 
ridianhöhe;    ß.  durch  Circurameridianhöhen ;    C.  durch  zwei  Hohen 
ausser  dem  Meridian  und  die  Zwischenzeit  (Methoden  von  Don* 
wes  und  Littrow,  mit  Rücksicht  auf  die  Veränderung  des  Ot\^ 
des    segelnden    Schiffes   während   der  Zwischenzeit  der  Beobach- 
tungen);  durch  den  Polarstern.     Hieran  schliessen  sich,    in  natur- 
licher organischer  Gliederung,    die    beiden    auf  der  See   vorzugs- 
weise anwendbaren  Methoden   der  Längenbestimmung:     A.  durch 
Chronometer;    B.  durch  Monddistanzen.    Zur  Reduction  der  Mond- 
distanzen sind  als  besonders  einfach  die  Methode  von  Bremiker 
(Astron.  Nachr.  Nr.  716.)  und  die  von  Witschell  gelehrt  worden, 
wobei  wir  jedoch  den   Wunsch   auszusprechen    nicht    unterlassen 
wollen,  dass  es  dem  Herrn  Verfasser  gefallen  haben  möchte,  d»e 
Bor  da' sehe  Methode  nicht  ganz  zu  übergehen,    wenn  auch  «^^^ 
ihrer  historischen  Merkwürdigkeit  wegen,  da  sie,  —  zuerst  in  ^er 
für   die  Geschichte  der  nautischen   Astronomie   höchst   wichtig®" 
Schrift:     Description  et  usage  du  cercle  de  reflexion  ^^^' 
Par  le  Chevalier  de  Borda.    Paris.  1787.   4.   p.  76~p.  ^* 
entwickelt,  —  sich  fast  in  allen  späteren  Lehrbüchern  der  ScW'" 
fahrtskunde  findet;    wobei  es  uns  aber  nicht  in  den  Sinn  konUD^'^ 
kann,  dem  Herrn  V^erfasser  wegen  dieser  Auslassung  einen  Vor- 
wurf zu  machen,   indem  unsere  Meinung  nur  ist,    dass  manchen 
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• 

JLebrern  an  nautischen  Lehranstalten  die  Aufnahme  aaeh  dieser 
JUethode  angenehm  gewesen  sein  würde.  Den  Beschluss  des 
Buchs  machen  die  Bestimmung  der  Variation  des  Kompasses,  wo- 
bei wir  für  weniger  kundige  Leser  bemerken,  dass  der  Schiffer 
das  Variation  nennt,  was  man  sonst  mit  dem  Namen  der  Decli- 
natioD  oder  Abweichung  der  Magnetnadel  zu  bezeichnen  pflegt; 
eodlich  das  Hauptsächlichste  Ober  Ebbe  und  Fluth,  die  für  den 
Schiffer  so  wichtige  Bestimmung  der  Hafenzeit,  d.  h.  der  Zeit, 
am  welche  an  einem  gegebenen  Orte  an  den  Neu-  und  Voll- 
mondstagen  die  Fluth  später  eintritt,  als  der  Meridiandurchgang 
des  Monds  an  diesem  Orte,  so  wie  überhaupt  alles  Dasjenige, 
was  in  dieser  Beziehung  fiir  die  Schifffahrt  von  Bedeutung  ist. 
Alle  vorgetragenen  theoretischen  Lebren  sind  durch  vollständig 
ausgerechnete  Beispiele  genügend  erläutert  worden. 

'  Man  wird  aus  dem  Vorhergehenden  entnehmen,  dass  in  dem 
vorliegenden,  in  jeder  Beziehung,  auch  in  Rücksicht  auf  seine 
Süssere  Ausstattung,  sehr  ansprechenden  und  zweckmässigen 
Buche,  welches  wir  als  Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  nau- 
tischen Astronomie  sehr  geeignet  und  für  einen  Beweis  von  der 
Vortrefflichkeit  der  Lehranstalt,  für  welche  es  vorzugsweise  be- 
stimmt ist,  überhaupt  fSr  ein  erfreuliches  Zeichen  der  Zeit  hal- 
ten. Nichts  übergangen  ist,  was  för  den  betreffenden  Unterricht 
irgend  von  Bedeutung  sein  kann,  weshalb  wir  nur  unserer  voll- 
kommensten Ueberzeugung  folgen,  wenn  wir  dasselbe  nochmals 
allen  Lehrern  der  Nautik  zur  sorgföltigsten  Beachtung  empfehlen. 

Aber  Etwas,  und  zwar  etwas  sehr  Wichtiges,  mochte  auf 
den  ersten  Anblick  doch  mancher  Lehrer  der  nautischen 
Astronomie  in  diesem  Leitfaden  ve/missen.  Es  ist  nämlich  allge- 
mein gewöhnlich  geworden,  den  Lehrbüchern  der  Navigation  eine 
grössere  oder  geringere  Anzahl  nautischer  Tafeln  beizufügen. 
Dies  hat  unser  Herr  Verfasser  unterlassen,  und  zwar  nach  unse- 
rer Meinung  mit  vollstem  Rechte.  Denn  erstens  gehören  diese 
Tafeln  an  sich  nipht  in  das  Lehrbuch,  und  es  wird  sowohl  der 
Gebrauch  des  Lehrbuchs  durch  die  angehängten  Tafeln,  als  noch 
vielmehr  der  Gebrauch  der  Tafeln  durch  das  denselben  voran- 
gehende Lehrbuch,  wegen  des  grossen  Umfangs,  den  das  Buch 
durch  diese  Verbindung  nothwendig  erhalten  muss,  sehr  unbequem 
gemacht.  Zweitens  aber,  und  das  ist  in  diesem  Falle  die  Haupt- 
sache, lag  dem  Herrn  Verfasser  bei  Abfassung  seines  Leitfadens 
eine  treffliche  Sammlung  nautischer  Tafeln  schon  vor,  die  er  sei- 
nem Buche  in  zweckmässigster  Weise  zu  Grunde  legen ,  an  welche 
er  das  Lehrbuch  anschliessen  konnte,  was  er  auch  in  d6r  Vor- 
rede  besonders  zu  bemerken  nicht  unterlassen  hat     Hierin 'fittden 
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wir  eine  natQriiche  VeranlassuiiK ,  mit  der  vorstehepdeo   Aaaeige 
die  ABseige  des  folgendeo  Werk»  zu  verbinden: 

Nautische  Tafeln,  der  k*  k- Kriei^smarine  gewidmet. 
Tri  est  1853.    H^, 

Wenn  auch  der  hohe  Herausgeber  dieser  in  jeder  Beziehung 
treffiicl^en  und   ausgezeichneten  Tafeln  Sich  auf  dem  Titel   nicht 
genannt  hat,  so  glauben  wir  doch,  da  die  Sache  in  österreichischen 
Zeitungen  offen  besprochen  worden  ist,  die  schuldige  Bescheidenheit 
und  Ehrerbietung  nicht  zu  verletzen ,  wenn  wir  den  Namen  desselben 
hier  nicht  verschweigen.     Der  Herausgeber  dieser  Tafeln,  welche 
alle  Offiziere  der  k.  k.  österreichischen  Kriegsmarine  als  Geschenk 
erhalten,    ist  Seine   kaiserl.   kOnigi.   Hoheit,    der  Durch- 
lauchtigste Herr  Erzherzog  Ferdinand  Maximilian  von 
Oe^iter reich,  der  Bruder  Seiner  Majestät  des  jetzt  regierenden 
Kaisers  von   Oesterreich>   welcher  in  der  k.  k.   österreichischen 
Marine   den  Rang  eines  Fregatten -Kapitains    bekleidet.    Möchte 
es  aneh  in  diesem  Falle  fast  unbescheiden  erscheinen,   über   das 
vorliegende  Werk  ein  Urtheil  abzugeben  und  näher  zu  begründen, 
so  können  wir  uns  doch  nicht  versagen,  hier  auszusprechen,   wie 
sehr  sich  jedes  deutsche  Herz  erhoben  fühlen  rouss,  wenn  es  bei 
Personen,   welche   die  Vorsehung    auf  den   höchsten   Gipfel   der 
Macht  und  der  Ehre  gestellt   hat,    eine  .so  tiefe  theoretische  und 
praktische   Kenntniss   eines   wissenschaftlichen    oder    technischen 
Fachs,    so  vielen   Eifer  für  dessen  allseitige  Förderung  erblickt, 
wie  aus  dem  uns  vorliegenden  obigen  Buche  in  deutlichster  Weise 
hervorleuchten. 

Diese,  in  kleinem,  für  ihren  Zweck  äusserst  bequemem  For- 
mat gedruckten  Tafeln  haben  folgeriflen  Inhalt :  I.  Logarithmen 
der  Zahlen.  Diese  Tafeln  erstrecken  sich,  natürlich  mit  Einschluss 
der  nöthigen  Proportionaltheile,  von  1  bis  10000.  H.  Logarith- 
men der  Sinus,  Cosinus,  Tangenten  und  Cotangenten  von  Minute 
zu  Minute.  —  Die  Logarithmen  in  diesen  beiden  Tafeln  sind  fünf- 
stellige und  die  Tafeln  selbst  sind  äusserst  einfach  und  bequem 
eingerichtet,  so  dass  sie  auch  bei  andern  als  nautisch -as<ronomi 
sehen  Rechnungen  sehr  vortheilhafte  Anwendung  finden  können, 
indem  es  längst  anerkannt  ist,  dass  fünfstellige  Logarithmen  für 
nautische  und  auch  f^T  viele  andere  Zwecke  vollständig  ausreichend 
sind  und  besondere  Bequemlichkeit  gewähren.  Die  meisten  an- 
deren nautischen  Tafeln  enthalten,  um  den  Schiffern  die  Kenntoi^s 
der  Rechnung  mit. Logarithmen  zu  ersparen,  auch  die  sogenannten 
natürlichen  Linien;  dass  diese  hier  ganz  weggelassen  werden 
kojMiten.,  ist  wiedei;  ein  Beweis  von  der  tüchtigen  wissenschaftlichen 
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Vörbildang  der  Oflitfere  dcsf  k.  k.  ösferrelcbisclien  Matine.  III.  Xet- 
wandhing  der  mittleren  Zeit  in  Sternzeit.  IV.  Verwandlung  der 
Sternzeit  in  mittlere  Zeit.  V.  Verwandlung  des  Bogens  in  Zeit. 
VI.  Verwandlung  der  Zelt  in  Bogen.  VII.  Winkel  der  CompasB- 
striehe  mit  dem  Meridiane.  VIII.  Breitenunterechiede  und  Ab- 
weichungen nach  Strichen,  IX.  Verwandlung  der  Abweichung  in 
Längenunterschied.  X.  Vergrusserte  Breiten.  XI.  Mittlere  Re- 
fraction.  XII.  Correctiou  der  Refraction  für  Temperatur.  XIII.  Cor- 
rection  der  Refraction  für  Barometerstand.  XIV.  Halbmesser  und 
Uöhenparallaxe  der  Sonne.  XV.  Kimmtiefe.  XVl.  Logarithmen 
für  correspondirende  Sonnenhohen.  XVII.  Zur  Reduction  auf  den 
Meridian.  XVIII.  Breitenbestimmung  durch  den  Polarstern. 
XIX.  Vergrusserung  des  Mondhalbmessers.  XX.  Verkürzung  des 
verticaien  Halbmessers.  XXI.  Verkürzung  des  schrägen  Halbmes- 
sers. XXII.  Correction  der  Horizontal  -  Parallaxe  des  Mondes 
wegen  Abplattung  der  Erde.  XXIll.  Unterschied  der  geographi- 
schen und  geocentrischen  Breite.  XXIV.  Höhenparallaxe  Aes 
Mondes.  XXV.  Erste  Verbefserung  der  dorch  Approximation  be- 
rechneten wahren  MonddistdnK.  XXVI.  Zweite  Verbesserung  der 
durch  Approximation  berechneten  wahren  Monddistanz.  XXVII.  Halbe 
Tag- und  Nachtbogen.  XXVIII.  A.Morgen- und  Abendweifen.  B.  Cor- 
rection der  Morgen- und  Abendweiten  wegen  Refraction  und  Kimmtiefe: 
XXIX.  Zeitgleichung  im  mittleren  Mittage.  XXX.  Mittlere  Rec- 
tascension  der  Sonne.  XXXI.  Declination  der  Sonne.  XXXII. 
Halbmonatliche  Ungleichheit  der  Zeit  des  hohen  Wassers.  XXXIII. 
Breite  und  Länge  der  vorzüglichsten  Seestädte  und  Landspitzen, 
Hafenzeiten  und  Höhe  der  Springfluthen.  XXXIV.  Vergleichung 
einiger  Längenmaasse.  Anhang.  Kurze  Anleitung  zur  Auflösung 
der  wichtigsten  nautischen  Aufgaben. 

Eine  sehr  deutliche  Erklärung  der  Tafein,  in  welcher  auch 
die  Formeln,  auf  die  ihre  Berechnung  sich  gründet,  angegeben 
werden,  ist  denselben  vorangeschickt. 

Jeder  Kundige  sieht  auf  den  ersten  Blick,  mit  welcher  Voll- 
ständigkeit, Umsicht  und  tiefen  Kenntniss  des  praktischen  Be- 
dürfnisses in  diesen  schönen  Tafeln,  —  die  selbst  den  Gebrauch 
einer  Ephemeride  zum  Theil  entbehrlich  machen,  ja  auch  bei 
nicht  bloss  für  das  nautische  Bedürfniss  angestellten  astronomi- 
schen Beobachtungen  mit  Nutzen  gebraucht  werden  können,  — 
ohne  über  den  Kreis  des  wirklich  Anwendbaren  und  Anwendung 
Findenden  hinauszugehen.  Alles  zusammengestellt  ist,  was  dem 
Seefahrer  irgend  erwünscht  sein  kann,  und  wir  wüssten  in  der 
That,  um  sich  eine  gründliche  wissenschaftliche  Kenntniss  der 
nautischen  Astronomie,  in  theoretischer  und  praktischer  Rücksicht, 
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am  erwerben 9  keine  bessern  Ufilfemittel  zu  empfehlen,  als  den 
obigen  Leitfaden  der  nautischen  Astronomie  und  diese  ausgezeich- 
neten Tafeln. 

Ganz  besondere  Freude  macht  es  uns  im  Interesse  unserer 
Leser  endlich,  diese  Anzeige  mit  den  folgenden  Worten  des  Herrn 
Verfassers  des  Leitfadens  für  den  Unterriebt  in  der  Nau- 
tischen Astronomie  aus  der  Vorrede  zu  demselben  schli es- 
sen zu  kfinnen:  ,,Die  im  Texte  citirten  Nummern  der  Tafeln  be- 
ziehen sich  auf  das  Werk:  „»»Nautische  Tafeln»  der  k.  k. 
Kriegsmarine  gewidmet*' 'S  welches  sich  in  den  Händen 
aller  Offiziere,  Cadetten  und  Zöglinge  der  k.  k.  Kriegsmarine  be- 
findet Durch  die  hohe  Gnade  des  Herausgebers  jener  Tafeln  bin 
ich  in  die  Lage  gesetzt»  auch  denjenigen  Lesern  des  Leitfadens» 
welche  die  Tafeln  noch  nicht  besitzen»  dieselben  unentgeltlich  zu 
verabfolgen»  wenn  sie  sich  durch  ihre  Buchhandlung  an  mich  wen- 
den wollen/' 

Mögen  diese  Werke  den  von  ihren  Herausgebern  beabsich- 
tigten Nutzen  im  vollsten  Maasse  und  in  den  weitesten  Kreisen 
stiften ! 
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Literarischer  Bericht 


Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik  und 

PhysiL 

Almanach  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften (zu  Wien).  Dritter  Jahrgang.  1853. —  Vierter 
Jahrgang.  1854.    Aus  der  k.  k.  Hof-  und  Staatsdruckerei. 

Die  beiden  ersten  Jahrgänge  dieses  Almanachs  sind  im  Lite- 
rarischen Bericht  Nr.  LXVIII.  S.  873.  und  Nr.  LXXVII.  S.  961. 
angezeigt  worden.  So  wie  jene  beiden  ersten  Jahrgänge  enthalten 
auch  diese  beiden  neuen  Jahrgänge,  ausser  den  an  sich  interes- 
santen Nachrichten  über  die  k.  k.  Akademie  der  Wissenschaften, 
reichhaltige  Beiträge  zur  mathematischen  und  naturwissenschaft- 
lichen Literatur,  und  verdienen  in  dieser  Beziehung  jedenfalls 
sorgfältige  Beachtung.  Ferner  enthält  der  Jahrgang  1853  einen 
interessanten  Aufsatz  des  Herrn  Professor  Kreil:  »Die  Meteoro- 
logie in  Oesterreich'',  so  wie ,  neben  den  Verzeichnissen  der 
Schriften  anderer  Mitglieder  der  Akademie,  auch  ein  vollständiges 
Verzeichniss  aller  Werke  und  Abhandlungen  L  e  o  p  o  I  d  v.  B  u  c  h '  s.  ~ 
Jahrgang  1854  enthält  einen  schonen  Vortrag  Sr.  Excell.  des  Hrn.  Mini- 
sters V.  Banmgartner:  „Ueber  die  Wissenschaften  des 
Geistes  und  deren  Verhältniss  zu  den  Wissenschaften 
der  Natur;  ferner  eine  sehr  interessante  Rede  des  Herrn  Pro- 
fessor Unger:  „Die  Pflanze  und  die  Luff  und  den  sehr 
ansftihrlichen  Bericht  des  General  Sekretärs  der  Akademie,  des 
BerroProf.  Dr.  Anton  SchrOtter«  tiber  die  Wirksamkeit  der 
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Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  und  diein 
derselben  seit  30.  Mai  1852  vor  sich  gegangenen  Ver- 
änderangen,  welcher  von  den  Arbeiten  der  Kaiserlichen  Aka- 
demie ein  höchst  erfreuliches  Bild  liefert  und  deutlich  zeigte  wie 
kräftig  und  eifrig  durch  dieselbe  seit  der  Zeit  ihrer  Gründung  die 
Wbsenschaften  nach  den  verschiedensten  Richtungen  hin  geför* 
dert  worden  sind.  "Wir  empfehlen  diese  Almanache  wegen  ihres 
mehrfach  interessanten  Inhalts  nochmals  der  Beachtung  unserer  Leser. 

In  denGelehrten  Anzeigen,  herausgegeben  von  Mit- 
gliedern der  Kön.  bayerischen  Akademie  der  Wissen- 
schaften. 1853.  Nr.  68.,  Nr.  60.  und  Nr.  70.  ist  die  Rede  ab- 
gedruckt, welche  der  Vorstand  der  K5n.  Akademie ,  Herr  Geheime 
Rath  T.  Thiersch,  am  26sten  November  zur  Vorfeier  des  auf 
den  28sten  November  fallenden  Geburtstages  Sr.  MajestSt  des 
Königs  von  Bayern  gehalten  hat.  In  dieser  sehr  schönen  Rede, 
weiche  den  vielfachen  Schutz  und  die  Förderung,  die  des  Königs 
von  Bayern  Majestät  den  Wissenschaften  in  grossartigster  Weise 
zu  Theil  werden  lassen,  in  würdigster  Weise  schildert,  werden 
auch  die  wissenschaftlichen  und  sonstigen  Verdienste  des  jungst 
verstorbenen  Dominique  Franko is  Jean  Arago,  geboren  in 
der  Nähe  von  Perpignan  am  26.  Februar  1786,  zwar  kurz  j  aber 
doch  in  so  interessanter  Weise  geschildert,  dass  wh*  unsere  Le- 
ser darauf  hinzuweisen  nicht  unterlassen  können. 

In  den  Unterhaltungen  für  Dilettanten  und  Freunde 

I 

der  Astronomie,  Geographie  und  Meteorologie,  heraus- 
gegeben von  Dr.  G.  A.  Jahn.  Jahrgang  1853.  Nr.  19.  20. 
21.  22.  24.  26.  27.  28.  31.  35.  38.  39.  40.  43.  44.  findet  man  eine 
ausführliche  Lebensbeschreibung  des  der  Wissenschaft  leider  zu 
früh  entrissenen  trefflichen  Jos.  Job.  v.  Littrow,  auf  welche 
wir  unsere  Leser  aufmerksam  machen.  Dieselbe  ist  ein  Auszug 
aus  der  von  Herrn  Director  C.  L.  v.  Littrow  in  Wien  verfass* 
ten  Lebensbeschreibung  seines  verstorbenen  Vaters,  die  sich  im 
lU.  Bande  von  „J.  J.  v.  Littrow's  vermischten  Schriften. 
Stuttgart  1846. '<  findet. 


Arithmetik. 

« 

Die  unbestimmte  Analytik.  Von  Doctor  Hermann 
Scheffler.  Erste  Abtheilung.  1  Rtlr.  15  Sgr.  Zweite 
Abtheilung.  1  Thlr.  10  Sgr.    Hannover.  Helwing.  1854  8. 
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Der  Herr  Verfasser  bat  in  diei!«eni  eiupfehlenswerthen  Werke 
die  unbestiniiute  Analytik  luit  Einscbluss  der  Theorie  der  Zahlen 
<iner    neuen    Behandhiiig   unteniorfen,    insbesondere    ein    neues 
Lehrbuch  dieses  interessanten  Theils  der  reinen  Mathematik  ge- 
liefert^   welches   auch    an  eigenthünilichen   Untersuchungen    nicht 
arm  ist,    und  dadurch   einen  neuen  erfreulichen  Beweis  von  dem 
schon  bei  verschiedenen  anderen  Untersuchungen  bewährten  Scharf- 
sinne  des  Herrn    Verfassers  liefert.    Die   fünf  ersten  Abschnitte 
enthalten  den  mehr  elementaren  Tbeil  und  sind  in  der  ersten  Ab- 
theilung zusammengefusst  worden,   welche  auch  fOr  sich  verkäuf- 
lich ist,  was  jedenfalls  der  zu  wunschenden  weiteren  Verbreitung 
des  Werkes    sehr   förderlich    sein  wird.    Die  zweite  Abtheiinng 
enthält  den  h5beren  Tbeil,    hauptsächlich  die  eigeutliche  Zahlen- 
iehre  odftr  Theorie  der  Zahlen.    Ausser  diesem  allgemeinen  Ur- 
theile  müssen  wir  uns  leider  mit  der  folgenden  Angabe  des  Haupt- 
inhalts begnügen:    I.   Endliche  KettenbrQche.    ll.  Auflösung  der 
nnbestimmten  Gleichungen  vom  ersten  Grade  mit  ganzen  Zahlen. 
ni.  Theorie    der   Ungleichheiten   vom   ersten  Grade.    IV.  Unend- 
liche periodische  KettenbrQche.  '  V.  Auflösung  der  unbestimmten 
Gleichungen  vom  zvreiten  Grade  mit  zwei  Unbekannten  in  ganzen 
Zahlen.    VI.  Die  Congruenz   der  Zahlen.    Vil.  Auflösung  1)  der 
homogenen  Gleichungen  vom  zweiten  Grade   mit  drei  Unbekann- 
ten sowohl  in  ganzen,  wie  in  rationalen  Zahlen  und  2)  der  allge- 
meinen Gleichungen  vom  zweiten  Grade  mit  zwei  Unbekannten  in 
rationaleD    Zahlen.     Vlll.  Allgemeine  Gleichungen    vom    zweiten 
Grade   mit    drei   und  mehr  Unbekannten.    IX.  Komplexe  Zahlen 
und  die  daraus  gebildeten  Kettenbruche  und  unbestimmten  Glei- 
chungen vom  ersten  Grade.    X.  Unendliche  Kettenbrfiche ,  unbe- 
stimmte Gleichungen   vom   zweiten  Grade   und  Grundlehren   der 
Kongruenz  in  komplexen  Zahlen. 

Es  thut  uns  leid,    den  Inhalt  nicht  noch  naher  angeben  zu 
können»   was  eben   wegen  seiner  grossen  Reichhaltigkeit  in  den 
einzelnen  Theilen  unmöglich  ist.    Wir  empfehlen  das  Buch  noch- 
mak  sorgfältiger  Beachtung  und  sind  der  Meinung^  dass  es  jetzt 
hein  geeigneteres  Hülfsmittel  als  das  vorliegende  Buch  giebt,  wenn 
man  sich  eine  möglichst  streng  systematische  Uebersicht  der  ge- 
samroten  unbestimmten  Analytik  und  Zahlenlehre  nach  ihrem  neue- 
ren Zustande  verschaffen  will,  da  die  Untersuchungen  über  diesen 
wichtigen  Thell  der  Analysis  in  einer  grossen  Menge  einzelner 
Abliandlungen   zerstreut  sind.    Mag   dem  Herrn  Verfasser  auch 
vielleicht  Einiges  entgangen  sein,  so  wird  man  ihm  deshalb  eben 
weg^i  der  grossen  Menge  noch  vereinzelt  dastehender  Untersuchun- 
gen einen  Vorwurf  zu  machen  nicht  geneigt  sein.    Möge  da«  Werk 
also»  insbesondere  als  Lehrbuch,  die  verdiente  Beachtung,  (iAdeo. 
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Die  serkwfirdieen  EicenscIiafteB  der  Pytkagori- 
•elieo  Zahlen,  ihr  Bildvoecgesetz  and  ikr  Gebrauch 
ia  der  aBbestimratea  AaalTtik.  Voo  C.  A.  W.  Uerkhan, 
Oberlehrer  am  Gymoasio  za  Blankenborg.  Eislebeo. 
Reickardt    1850.   8.    10  Ser. 

Zahlen  a,  6,  c,  fr  eiche  der  Bediognog  a*-|-6^=  cS  genfigen, 
nennt  der  Herr  Verfaraer  pythajsori«che  Zahlen»  and  mit  den  Eigen- 
achaflten  dieser  Zahlen  beschäftigt  sich  das  Ton  uns  mit  Vergno- 
gen  gelesene  Schriftcheo,  in  v»elchem  der  Herr  \erfasser  seinen 

Gegenstand  mit  Liebe  ond  Sorgfalt  in  ganz  elementarer  Weise  

nnd  eine  andere  n^ar  ja  hier  aocb  gar  nicht  angebracht  behan- 
delt hat.  %Vir  sind  der  Meinnog,  dass  die  in  diesem  Schrillcheo 
beirieseDen  Sätze  nod  aufgelusten  Aufgaben,  wenn  dieselben  auch 
nicht  sanrotlich  nen  sind,  manches  Interessante  darbieten,  nnd 
namentlich  auch  aof  Schalen  sehr  zweckmässig  bei  dem  Unter- 
richte in  der  Algebra  nnd  anbestimmten  Analytik  als  Uebungen 
der  Schuler  benutzt  werden  können,  aus  welchem  Grande  wir 
hauptsächlich  das  Schriftchen  der  Aufmerksamkeit  der  Lehrer  aa 
höheren  üoterrichtsanstalten  um  so  lieber  empfehlen,  je  mehr  sich 
dergleichen  kleine  Schriften  öfters  der  Beachtung  zu  entziehen  pflegen. 

Sammlung  von  Formeln,  Aufgaben  und  Beispielen 
aus  der  Arithmetik  und  Algebra  nebst  vier  Tafeln  über 
die  Vergleichung  der  vorzüglichsten  Maasse,  Gewichte 
und  Münzen  mit  den  österreichischen  und  franzosi- 
schen. Herausgegeben  von  Dr.  Joseph  Salomon,  5.  o. 
Professor  am  k.  k.  polytechnischen  Institute  za  Wien. 
Vierte  verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  Wien. 
Gerold.   1853.    8.    1  Rthlr.  15  Sgr. 

Da  diese  verdienstliche,  sehr  reichhaltige  Aufgabensammlung 
längst  von  der  vortheilhaftesten  Seite  bekannt  und  vielfach  in  Ge- 
brauch ist,  so  dauben  wir  uns  hier  mit  der  Anzeige  von  dem  Er- 
scheinen einer  vierten  Auflage,  zu  der  wir  dem  vielfach  verdienten 
Herrn  Verfasser  von  Herzen  Gluck  wünschen,  begnügen  za  kön- 
nen. Möge  dieselbe  noch  lange  fortfahren,  zur  Forderung  des 
mathematischen  Unterrichts  auf  höheren  Lehranstalten  beizutragen! 

Aufgaben  aus  der  Differenzial-  und  Integral-Rech- 
nung nebst  den  dazu  gehörigen  Auflösungen  von  James 
Haddon  und  James  Hann,  Lehrern  der  Mathematik  an 
der  King's  College  School  in  London.  Aus  dem  Eng- 
lischen übersetzt  von  Herrmann  Breithaupt.  Mit  einem 
Vorwort  von  Jalius  Weisbach.    Freiberg.  Wolf.  1854.  8. 
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Die  vor  uns  liegende  erstq  Abtheilung  bat  aucb   den  beson- 
d^-ren  Titel: 


-  Aufgaben  aus  der  DIfferenzial-Rechnung  nebst  den 
^  ^BLxu  geburigen  Auflösungen  von  James  Uaddon.  Mit 
A    Figurentafeln.    Freiberg.    Wolf.    1854   20  Sgr. 

Diese  Aufgabensammlung  enthält,    wie  sich  bei   einem  engli- 
sollen  Buche  von  vorn  herein  erwarten  liess,  besonders  viele  Auf- 
gaben zu  der  Lehre  von  den  Maximis   und  IVlinimis  und  zu  der 
Hiehre  von  den  Curven,  überhaupt  vorzugsweise  geometrische  Auf- 
gaben.    Die  reine  Differentialrechnung    ist  eher  dürftig  als  reich 
bedacht.     Auf  Seite  21.  ist  der  allgemeine  Ausdruck  des  Restes 
der  Taylor'schen  Reihe  zwar  angegeben  (bei  dem  Maclaurin- 
acfaen  8atze,  Seite  24.,  fehlt  er),  aber  Beispiele  für  dieBeurthei- 
lang  der  Grosse  des  Restes  in   besonderen  Fällen,    die  bei  dem 
gegenwärtigen  Zustande  der  höheren  Analysis  nach  unserer  Au- 
slebt von  so  grosser  Bedeutung  sind,    finden  wir  nicht;    vielmehr 
sind  'die  Reihenentwickelungen  nur  in  der  gewuhnlichen  alten  un- 
vollständigen Weise  ausgeführt»  und  über  die  Convergenz  und  Di- 
vergenz   der  Reihen   findet  sich,    so   weit   unsere  nur    flüchtige 
Durchsicht  reicht,    nirgends   ein  Wort.     Wir   glauben    uns  daher 
n>i^  der  Anzeige  der  Existenz  dieses  Buchs  begnügen  zu  können; 
sii:^^  es  nicht  vielleicht  die  allerdings  in  ziemlich  grosser  Anzahl 
▼o«*lcommenden  geometrischen  Aufgaben,  welche  die  Veranlassung 
Z1S       der  Uebertragung  desselben   auf  deutschen   Boden   gegeben 
hsi-ben,  oder  etwa  der  Grund,  dass  man  eigentlich  überhaupt  nicht 
g^siug  solche   Aufgabensammlungen   haben  kann:    so  wissen  wir 
QTis,  bei  den  schon  vorhandenen,  in  mehrfacher  Beziehung  ausge- 
zeichneten Aufgabensammlungen  von  Sohncke,   Rogner  u.  A. 
t^^itie  rechte   Veranlassung    zu  dieser  Uebersetzung  zu  denken. 
'  ^ Cihrscheinlich  wird  uns  aber  darüber  Herr  Julius  Weisbach 
^    «einer  bei  der  zweiten  Abtheilung  zu  erwartenden,  unzweifel- 
^n  sehr  lehrreichen  Vorrede,   vielleicht  gar  mit  besonders  dan- 
V^nswertber  Rücksicht  auf  die  aus  seinen    Grundlebren   der 
bl>heren    Analysis.    Braun  schweig.    1849.    hervorgehenden 
Ansichten  über  wahre  mathematische  Strenge   und  Evidenz,    die 
jedoch  wohl  schwerlich  den  Restbetrachtungen  in  der  Differential- 
rechnung,   die  wir  nun  einmal  unbedingt  für  den  wesentlichsten 
Theil   der  neueren  Differentialrechnung  halten,    Gnade  zu   Theil 
werden  lassen  dürften,  genügende  Auskunft  geben,    bis  zu  deren 
Erscheinen  wir  daher  unser  unmaasa^gebliches  Urtheil  mit  gewohn- 
te BeiMsheideDheit  zarSckhalten  wollen. 
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Geometrie. 

Unter  dem  Titel:     „Elementare    und    analytische   B-*  ^ 
handlung  der  verschiedenen  Cycloiden  u.  s.  w.    ist  ^m^o 
dem  Dlrector  der  Provinzial- Gewerbeschule  zu  Hagen',  Dr.  Zehm  e, 
bei  Julius  ßSdeker^ (Iserlohn  und  Elberfeld)    ein  kleines  Bad 
erschienen,  welches  den  Freunden  der  Mathematik   empfohlen  m 
werden  verdient.     Der  Verfasser  nennt  wohl  mit  Recht  eine  spe- 
cielle  Behandlung  der  Cycloiden,   deren  Bedeutung  und  Wichtig* 
keit  in  der  Technik  bekannt  sind ,  ein  didaktisches  Bedurfoiss  für 
technische  Schulen.     Allerdings  wird  Jeder,  der  die  Eigenschaften 
dieser  Curven  studirt  hat,  sich  leichter  in  viele  technische  Arbei* 
ten  und  Constructionen  hineinßnden,   deren  Begründung  ihm  sonst 
fehlen  würde.     Hierzu  kommt,    dass  die  technischen  Lehrbücher 
viele  Constructionen  angeben,   ohne  nur  eine  derselben  elementar 
zu  begründen.    Daher  muss  die  Erläuterung  der  Eigenschaften  der 
Cycloiden  in  synthetischem  Zusammenhange  wohl   als  Bedürfniss, 
namentlich  für   technische   Schulen    anerkannt   werden.     Auch  in 
anderer  Beziehung  dürfte  das  Buch  von  Nutzen  sein.    Auf  unse- 
ren Gewerbeschulen  werden  die  Kegelschnitte  gelehrt»   sie  bilden 
eine  specielle  Klasse  von  Curven ,  die  an  ihnen  auftretenden  Krüm- 
mungskreise, Evoluten  und  Evolventen  hingegen  haben  eine  allge- 
meine Bedeutung.    Wegen   des  Mangels   analytischer  Vorbildung 
der  Schüler  ist  es  sicher  wünschenswerth,  dass  die  Begriffe  letz- 
terer Curven  an  einzelnen  Beispielen  festgestellt  werden,   und  da 
kann  man  kein  besseres  wählen,    als  die  Cycloiden,  wie  uns  der 
Verfasser  durch   die  elementare  Behandlung  derselben  zeigt.   So 
hat   die   CurvenbehaDillung   auf  elementaren  technischen   Schulen 
durch  das  Buch  eine  Erweiterung  und   Verallgemeinerung  erbal- 
ten.   Die  Art  und  Weise  der   Behandlung   ist   als  eine  durcbans 
gelungene   zu   bezeichnen,    in   welcher  Beziehung  wir  namentlicb 
auf  die  eigenthümliche  Beweisführung  zu  den  §§.  11.,  12.,  26.  und 
27.  aufmerksam  machen.     Den  Inhalt  betreffend,    so  scheint  sieb 
neben  Bekanntem   auch  manches  Neue  zu   finden,   z.  B.  die  bar- 
monischen  Beziehungen  der  Evolute  zur  Curve,  die  einfache  Con- 
stniction  des  Krümmungsmittelpunktes  der  Epi-  und  Hypocycloi- 
den  u.  dgl.    Haben  wir  bisher  hauptsächlich  auf  den  elementaren 
TheU   des  Buches   Rücksicht   genommen,    so   finden   wir  die  An- 
reihung des  zweiten  analytischen  Theiles  keineswegs  unangemes- 
sen,   da  es   namentlich   fiir  Anfänger  von   Interesse  und  Nutzen 
sein  muss,  zwei  vollkommen  parallel  gehende  BehandlungsweiseD 
desselben  Gegenstandes  zur  Vergleichung  neben  einander  zu  haben. 
Die  Ausstattung  kann  eine  treffliche  genannt   werden. 

C.  H. 
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Astronomie. 

Wunder  des  Uiniinels  oder  gemeinfassliche  Dar' 
«feilung  des  Weltsystems.  Von  J.  J.  v.  Littrow.  Vierte 
Auflage.  Nach  dem  neuesten  Zustande  der  Wissen- 
schaft bearbeitet  von  Carl  von  Littrow,  Director  der 
Ic.  k.  Sternwarte  zu  Wien.  Sechste  Lieferung.  Stutt- 
gart.   Hoffmann.    8. 

DH  fünf  ersten  Lieferungen  dienes  Werks  sind  im  Literari- 
schen Berichte  Nr.  LXXIV.,  Nr.  LXXVIII  und  Nr.  LXXXIIL 
angezeigt  worden.  Diese  sechste  Lieferung  bildet  den  Schlass 
des  Werkes  und  enthält  die  schon  in  der  fiinften  Lieferung«  als 
vierten  Theil  der  gerammten  Astronomie,  begonnene  Beobach- 
tende Astronom ie,  also  hauptsächlich  die  Beschreibung  und 
den  Gebrauch  der  astronomischen  Instrumente  und  die  Darstellung 
der  verschiedenen  Beobachtungsmethoden.  Wir  wiissten  in  der 
Tbat  kein  Werk  zu  nennen ,  aus  weh^hem  sich  alle  Diejenigen, . 
welche  nicht  Astronomen  von  Fach  sind,  eine  eben  so  überaus  deut- 
liche Anschauung  von  der  Construction  und  dem  Zweck  der  ver- 
schiedenen astronomischen  Instrumente  nach  ihrem  neuesten  Zu- 
stande und  von  den  verschiedenen  Einrichtungen,  welche  man 
auf  Sternwarten  tindet,  verschaffen  könnten,  als  aus  dem  vorlie* 
genden,  in  so  vielen  Beziehungen  ausgezeichneten  Werke.  Nach- 
dem der  Herr  Verfasser  den  Leser  mit  den  unvollkommenen  Werkzeu- 
gen, deren  sich  die  Astronomen  des  Alterthums  bedienten,  dem 
Triquetruni  des  Ptolemäus,  dem  Astrolabium,  den  Ar- 
millarsphären  oder  Armillen  begannt  gemacht  und  die  Natur 
und  den  Zweck  der  am  häufigsten  vorkommenden  astronomischen 
Beobachtungen  sehr  deutlich  erläutert  hat,  geht  er  über  zu  der 
Beschreibung  des  Mauerquadranten,  der  dioptrischen  Fern- 
rohre» der  grossen  Spiegeltelescope  von  Uerschel  und 
Rosse,  die  so  wie  alle  übrigen  Instrumente  auch  in  sehr  schönen 
Abbildungen  dem  Leser  zur  deutlichsten  Anschauung  gebracht 
werden;  zudem  Mittagsrohr  oder  Passagen-Instrumente« 
dem  Dipleidoscop  von  Dent,  dem  Passagen«Prisma  von 
Steinheil;  den  Sonnenuhren,  dem  Gnom  on,  wobei  die  grosse 
sa  Delhi  errichtete  Sonnenuhr,  deren  zur  Weltaxe  paralleler,  durch 
eine  Mauer,  auf  welche  eine  grosse  Treppe  hinaufluhrt«  darge« 
stellter  Stift  nicht  weniger  als  118  engliscfae  Fuss  beträgt,  abge» 
Inldet  ist;  dem  Meridiankreise  oder  Mauerkreise  von  Rei- 
chenbacb  und  Troughton,  dem  Theodolit,  dem  Aequato- 
rial»  dem  Spiegelseztanten,  den  verschiedenen  Arten  der 
Mikrometer,  endlich  zu  den  Pendeluhren  und  Ghronome- 
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tern,  dem  Log  und  anderen  nautischen  Instrumenten«  dem  Ver- 
Dier  oder  Nonius,  u.  s.  vr.  Alle  diese  Instrumente  sind  nicht 
bloss  im  Allgemeinen ,  sondern  nach  allen  ihren  einzelnen  Theilen 
nebstihrenNebeninstrunienten:Niveau's,  Fadenkreuzen,  a.  8.  fr. 
sehr  genau  beschrieben,  und  die  Bestimmung  aller  einzelnen  Theile 
ist  fiberall  nachgewiesen  worden.  Ausserdem  beschreibt  der  Herr 
Verfasser  noch  die  Einrichtung  einer  Sternwarte  in  allgemeiner 
baulicher  Beziehung,  und  hat  dazu  sehr  zweckmässig  als  Beispiele 
die  grüsste  und  kleinste  der  jetzt  bestehenden  berühmteren  Stern- 
warten, nämlich  die  Sternwarten  zu  Pulkowa  und  Altena, 
deren  Grundrisse,  so  wie  auch  die  äussere  Ansicht  der  ersteren, 
mitgetheilt  worden  sind,  gewählt.  Mit  Betrachtungen  Gber  den 
Nutzen  der  Astronomie  wird  das  Werk  geschlossen.  Dann  folgen 
aber  noch  eine  grössere  Ahzahl  von  Nachträgen,  in  welchen  die 
während  des  Drucks  gemachten  neuen  astronomischen  Entdecknn- 
gen  sehr  vollständig  mitgetheilt  werden. 

Wir  können  am  Ende  dieser  Anzeige  nur  nochmals  wiederho- 
len, dass  wir  das  vorliegende,  nun  beendigte  Werk  in  seiner 
neuen  Gestalt  für  das  vollständigste  Werk  über  Astronomie  in 
populärer-  Darstellung  halten,  aus  welchem  jeder  nur  mit  den  allein 
ersten  Elementarlehren  der  Mathematik  bekannte  Liebhaber  der 
Astronomie  sich  auf  die  leichteste,  lehrreichste  und  angenehmste 
Weise  eine  sehr  vollständige  Kenntniss  dieser  herrlichen  Wissen- 
schafl  erwerben  und  einen  sehr. deutlichen  Begriff^ von  allen  Arbei« 
ten  der  Astronomen  verschaffen,  ja  auch  sich  selbst  zu  sehr  vielen 
astronomischen  Beobachtungen,  zu  deren  Benutzung  nicht  tiefer 
gehende  mathematische  Kenntnisse  erfordert  werden,  geschickt 
machen  kann.  Jedenfalls  hat  der  Herr  Verfasser  durch  diese  neue 
Bearbeitung  eines  der  ausgezeichnetsten  Werke  seines  um  die 
Wissenschaft  hochverdienten,  leider  derselben  zu  früh  entrissenen 
Vaters,  so  wie  auch  durch  die  neue  Herausgabe  des  Uimmels- 
atlasses  (s.  Literar.  Ber.  Nr.  LXXXIII.  S.  3.)  ein  grosses,  die  wärmste 
Anerkennung  hervorrufendes  Verdienst  um  unsere  Literatur  im 
Allgemeinen,  um  alle  die,  welche  durch  astronomische  Studien 
ohne  tiefe  mathematische  Vorstudien  eine  höhere  geistige  Ausbil 
düng  sich  anzueignen  beabsichtigen  und  eben  dadurch  um  die  sehr 
zu  wünschende  allgemeinere  Verbreitung  Geist  und  Herz  so  sehr 
veredelnder  astronomischer  Kenntnisse  unter  den  gebildeten  Stän- 
den erworben.  Indem  wir  dem  Herrn  Verfasser  zu  der  glücklichen 
Vollendung  dieses  so  sehr  verdienstlichen  Werkes  von  Herzen 
Glück  wünschen,  geben  wir  uns  der  zuversichtlichen  Hoffnung  hin« 
dass  seine  auf  die  Ausarbeitung  desselben  verwandte  grosse 
Mühe  durch  den  Nutzen ,  den  das  Werk  unzweifelhaft  in  den  wei- 
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testeo  Krasoi  «fiflen  wird,  im  reichlichsteo  Majuse  Mohnt  wer- 
den «rird. 

EDtwickelong  des  Prodacts  einer  Potenz  des  Ra- 
dios Vectors  mit  dem  Sinns  oder  Cosinus  eines  Viel- 
fachen der  wahren  Anomalie  in  Reihen,  die  nach  den 
Sionssen  oder  Cosinussen  der  Vielfachen  der  wahren, 
excentrischen  oder  mittleren  Anomalie  fortschreiten, 
^on  P.  A.  Hansen.  Ans  den  Abbandinneen  der  mathe- 
matisch-physischen  Classe  der  Königlich  SSchsischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften.  Leipzig.  Hirzel. 
I85a    1  Rthlr. 

Wir  müssen  nns,   dem  Zwecke  dieser  Literarischen  Berichte 
gemiss,  leider  b^nugen,  im  Folgenden  nur  den  Hauptinhalt  die- 
ser an  eleganten  analytischen  Entwickelungeo  überaus  reichen  Ab- 
handlong,   welche  wir  mit  dem  grussteii  Vergnügen  und  der  viel- 
iachsten  Belehrung  gelesen  haben,    mit  den  eigenen  Worten  des 
geehrten  Herrn  Verfassers  in  der  Kurze  anzugeben :    „Es  zerfällt 
diese  Abhandlung  in  mehrere  Theile,  die  mit  einander  in  Verbin- 
dung stehen.    Bezeichnet  man  den  Radius  Vector  der  Ellipse  mit 
v";     die  wahre,  excentrische  und  mittlere  Anomalie  bezuglich  mit 
f»  €  and  g,  so  werden  im  §.  I.  die  Prodncte  r"cosfii^und  r'siniN/' 
^n    Reihen  entwickelt,  die  nach  cos  i/*  und  bez.  sin  i/*  fortschreiten. 
Ini   j.  IL  wird  die  Ent^ickeluog  Ton  cos  fi/*  und  6in  (if  nach  cosü 
^i^d  sinü,  so  wie  die  entgegengesetzte  Entwickelung  ausgeführt. 
Im   §.  HL  die  Entwickelung  von  r"  cos  mf  und  r"  sin  mf  nach  cos  u 
^»d  sin  IE,  die  sowohl  durch  die  Verbindung  des  Inhalts  der  bei- 
den vorigen  Paragraphen,   wie  direct  erhalten   wird.     Der  {.  IV. 
S^ebt  die  Entwickelung  von  cos»  und  sinU  nach  coahg  und  sinA^, 
^o  wie  die  entgegengesetzte  Entwickelung.     Der  §.  V.  enthält  die 
^■itwickelung  Ton  cos fi/* und  siofi/*  nach  cosig  und  sinf^,  so  wie 
^^e  entgegengesetzte  Entwickelung,  und  zwar  werden  diese  eines- 
^l^eils  durch  den  Inhalt  der  vorigen  Paragraphen  und  anderntheils 
unmittelbar  erbalten.    Im  §.  VL   endlich  entwickele  ich  r"  cos  in/* 
^nd  f»9\umf  nach  cos  1^7  und  sin (9,    und   zwar  auch   einestfaeils 
^^s  dem  Inhalte  der  vorigen  Paragraphen  und  anderntheils  unmit- 
^^Kar.  —  Bei  diesen  Entwickelungen  bediene  ich   mich  stets  der 
^^     den   Anomalien    gehurigen    imaginären   Exponentialfunctionen« 
^^odarch  an  Einfachheit  viel  gewonnen  wird    und    neue   Formen 
^^fgefanden  werden,  die  ohne  diese  Hulfsmittel  schwer  zu  finden 
^^in  würden." 

An  diese  Angabe  des  Hauptinhalts  der  vorliegenden  wichti- 
%eii  Abhandlung  erlauben  wir  nns  die  folgende  gelegentliche  all- 
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gMBeine  Beaierkiing  za  kolipß^.    AbbandluDgea «   welche  wie  die 
vorliegende  eine  astronomische  G^ndlage  haben ,  werden  von  den 
sogenannten  reinen  JHathematikem  geHuhnlich  als  för  sie  anver- 
ständlich ond  wohl  gar  auch  unwichtig  bei  Seite  gelegt  and  nicht 
gelesen.    Mag  diese  Ansicht  nan  auch  zuweilen  mehr  oder  weni- 
ger gegründet  sein^  so  sollte  man  doch  dabei  einen  sorgfaltigen 
Unterschied  machen.    Der  Inhalt  der  vorliegenden,    in  jeder  Be* 
Ziehung  trefflichen  und   ausgezeichneten  Abhandlung  z.  B.  ist  im 
Grande  so  rein  mathematisch,  wie  nur  der  Inhalt  irgend  einer,  im 
eigcütlichen  Sinne  rein    mathematischen  Abhandlung  sein    kann, 
und   fiir  Jeden   verständlich,    wer  nur   die   allgemeinen    Formeln 
kennt,    durch  welche  auf  Grundlage  der  Kepler'schen   Gesetze 
die  Planetenbewegung    dargestellt  oder  charakterisirt  wird,    eine 
Kenntniss,   die  wahrlich  Jeder  sich  mit  leichter  Muhe  erwerben 
kann,    wenn  ihm   nur  die  allgemeine  Theorie   der  Kegelschnitte 
nicht  fremd  ist.    Wer  aber  diese  Kenntniss  sich  zu  erwerben  sich 
nicht  die  Mühe  nimmt,  und  dadurch  des  Genusses,  welchem  das 
Stadium  einer  an  eleganten  Entwickelungen  so  reichen  Abhandlang 
wie    die  vorliegende  verlustig    geht,    schadet  seiner  allgemeinen 
mathematischen  Ausbildung  sehr,  and  lernt  sehr  viele  Halfsmittel, 
die  ihm  bei  anderen  Untersuchungen  sehr  wesentliche  Dienste  zu 
leisten  geeignet  sind,  nicht  kennen.    Mochten  diese  Bemerkungen 
nicht  bloss  Astronomen,   sondern  namentlich  auch  recht  viele  so« 
genannte  reine  Mathematiker  veranlassen ,  sowohl  der  vorliegenden, 
als  auch  noch  manchen  anderen  trefflichen  Abhandlungen  von  ähn- 
licher Tendenz  des  von  uns  hochverehrten  Herrn  Verfassers   ein 
sorgfaltiges  Studium  zu   widmen,    was  Jedem  gewiss  einen   eben 
so  grossen  Genuss   gewähren  wird,    wie  uns  das  Studium   dieser 
Abbandlungen  schon  haufi^:  gewährt  hat,  was  wir  hier  mit  beson- 
derem,   dem    Herrn    Verfasser  von   ans    gezollten   Danke   auszu- 
sprechen nicht  unterlassen  wollen. 

Schliesslich  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  der  Herr  Ver- 
fasser auf  Seite  276.  ff.  aus  den  in  dieser  Abhandlung  entwickel- 
ten Formeln  auch  die  schöne  Auflösung  des  Kepler'schen  Pro- 
blems ableitet,  welche  er  schon  früher  in  den  von  ihm  selbst  in 
Gemeinschaft  mit  Herrn  Petersen  in  Aitona  zum  grussten 
Nutzen  der  gesammten  astronomischen  Wissenschaft  so  trefflich, 
in  einer  ihres  ersten  Begründers,  des  leider  zu  früh  verstorbenen 
Schumachers,  vollkommen  würdigen  Weise  redigirten  Ast  ro- 
mischen Nachrichten.  Nr.  836.  veröffentlicht  hat. 
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Physik. 

Lehrbuch  der  Physik  mit  mathematischer  Begrün- 
dung, zum  Gebrauche  in  den  höheren  Schulen  und  zum 
Selbst-Unterrichte,  von  Dr.  August  Kunzek,  k.  k.  ord. 
Professor  der  Physik  an  der  Universität  in  Wien 
u.  s:  w.  Mit  387eingedrnckten  Abbildungen.  Wien.  Brau- 
müller.  1853.  &    3  Rthlr.  10  Sgr. 

Jedes  neue  ,, Lehrbuch  der  Physik   mit   mathematischer 
Begründung"  macht  uns  besondere  Freude.    Namentlich  sollte 
itt  den  oberen  Klassen  der  Gymnasien  und  noch  mehr  der  Real- 
schulen der  physikalische  Unterricht  nie  ohne  strenge  mathema- 
tische Begründung  ertheilt  werden,    weil  nach  unserer  Ueberzeu- 
gung  derselbe  erst  dadurch  wahrhaft  bildend  und  zugleich  zu  einem 
kräftigen  Forderungsmittel  des  eigentlichen  mathetnatischen  Unter- 
richts wird.    In  der  That  scheint  man  sich  auch  dieser  von  uns 
schon  oft  ausgesprochenen  Ansicht  immer  mehr  und  mehr  zuzu- 
neigen, weil  die  meisten  neueren  Lehrbücher  der  Physik  offenbar 
weit  mehr  Rücksicht  auf  mathematische  Begründung  nehmen,  als 
dies  in  den  älteren  der  Fall  war,  welche  sich  gewöhnlich  mit  der 
Aufstellung  der  wichtigsten  Naturgesetze  ohne  alle  mathematische 
Begründung  und  der  bloss  historischen  Angabe  einer  Menge  von 
Formeln  begnügten,  die  bei  dieser  Art  und  Weise  der  Behandlung 
der  Physik  den  Schülern  nur  wie  Hieroglyphen   erscheinen  muss- 
ten.    Nach  unserer  Ansicht  soll  man  kein  Gesetz  ohne  strenge 
mathematische  Begründung  in  das  Lehrbuch  aufnehmen  und  sich 
lieber  mit  wenigen  sicher  begründeten  Naturgesetzen  begnügen, 
als  dass  man  dem  Schüler  eine  Menge  unbegründeter  Sätze  und 
Formeln  vorführt,  die  ihm  unter  dieser  Form  doch  nichts  nützen 
und  nur  dienen,  ihn  zu  verwirren.    In  einer  diesen  Ansichten  voll- 
kommen entsprechenden  Weise  ist  das  vorliegende  Lehrbuch  veW 
faäst.    Dasselbe  enthält  eine,    so  weit  es  mit  Hülfe  der  Elemen- 
tarmathematik  möglich    ist,    streng   theoretisch  begründete  Dar- 
stellung  der  gesammten  Physik,    einschliesslich   der  Lehre  vom 
Lichte,  von  der  Electricität  und  vom  Magnetismus  und  der  streng 
mathematischen  Erklärung  der  wichtigsten   meteorologischen  Er- 
scheinungen.   Die  mathematischen  Demonstrationen  sind,  was  wir 
mit  ganz  besonderem  Lobe  hervorheben,  in  der  älteren ,*  strengen, 
synthetischen  und   zugleich  constructiven,  d.  h.  überall  an  deut- 
lich   gezeichnete  und  in  Holzschnitten  ausgeführte  Figuren   sich 
anschliessenden  Weise,    die  sich  oft  der  bei  diesen  Lehren  so 
wichtigen  und  erfolgreichen  Gränzenbetrachtungen  bedient,  geführt, 
und  nicht  in  der  leichtfertigen  Welse,  die  man  in  manchen  neueren. 
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nun  Theil  sehr  beliebten  Lehrbfichern  der  Physik  antrifft»  welche 
sich  eigentlich  nur    das   Ansehen    einer    mathematischeo 
Begründung  geben  wollen,   ohne  dieselbe  wirklieh  za  erzie- 
len, und  dadurch  dem  Lehrlinge  eher  schaden  als  nfitzen.    Dem 
vorliegenden  Lehrbuche  dagegen  sieht  man  es  auf  jeder  Seite  an, 
wie  sehr  der  Herr  Verfasser  überall  nach  mathematischer  Strenge 
und  Gründlichkeit  gestrebt  hat;    und  fast  immer  ist  dieselbe  Ton 
ihm   auch    ohne  zu   grosse  Weitläufigkeit  erreicht  worden.    Wir 
empfehlen  daher  dieses  Lehrbuch   der  Physik  allen  Lehrern  der 
Mathematik  und  der  Naturwissenschaften  auf  das  Dringendste  zur 
sorgfältigsten  Beachtung.    Auch  sind  wir  der  Meinung,   dass  der 
Titel  den  Zusatz:    „und  zum  Selbstunterrichte'*  mit  vollem 
Rechte  trägt,  da  die  Darstellung  so  verständlich  gehalten  ist,  dass 
Jeder,  wer  nur  die  erforderliche  Bekanntschaft  mit  der  sogenano- 
ten  Elementarmathematik  mitbringt,  das  Werk  ohne  Beihülfe  eines 
Lehrers  vollständig  zu  verstehen  im  Stande  ist;  ja,  wir  sind  der 
Meinung,  dass  Jeder,  wer  das  Studium  der  Elementarmathematik 
beendigt  hat,  sich  mit  dem  grössten  Vortheile  unmittelbar  an  das 
Studium  des' vorliegenden  Werkes  machen  wird,  indem  er,  neben 
den  daraus  zu  schöpfenden   gründlichen  und  umfassenden  physi« 
kaiischen  Kenntnissen,  durch  das  Studium  desselben  sich  auch  in 
seinen  mathematischen  Kenntnissen  zum  grüssten  Vortheil  für  seine 
gesammte  mathematische  Ausbildung  fester  setzen  und   die  viel- 
fachen Anwendungen,    welche   sich  von   der  Mathematik  machen 
lassen,    kennen   lernen   wird.    Je  mehr  wir   uns  selbst   über  die 
grosse  mathematische  Gründlichkeit  dieses  Werkes  gefreut  haben, 
desto    mehr   wünschen    wir   dem   Herrn    Verfasser    Glück,    dass 
er    bei   den    Hörern    seiner    eignen    physikalischen    Vorlesungen 
ein    solches   Maass    mathematischer    Vorkenntnisse    voraussetzen 
kann,  welche  es  ihm  möglich  machen,   denselben  dieses  in  mehr 
als  einer  Beziehung,    vorzüglich   aber  wegen  der  in   demselben 
gemachten   sehr  umfassenden    und    gründlichen   Anwendung  der 
Mathematik,  ausgezeichnete  Lehrbuch  als  Compendium  zu  Grunde 
zu  legen.  ' 

Grundriss  des  photometrischen  Calcüles.     Von    ^^' 
August  Beer,  Privatdocenten  an  der  Universität  Bc7  ^^' 
Mit  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.     Bra^     ^^ 
schweig.  Vieweg.  1854.    8.    l  Rthlr. 


Es  ist  jedenfalls  ein  sehr  verdienstliches  Unternehmen, 
der  schon  durch  mehrere  optische  und  andere,  auch  rein  ma 
matische  Arbeiten  auf  die  vortheilhafteste  Weise  bekannte  t^^^ 
Verfasser  die  seit  ziemlich  langer  Zeit,  wenn  auch  nicht  fast 


-ei 
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gessene,  aber  doch  seit  fast  100  Jahren  nicht  wieder  systematiscii 
bearbeitete  Photometrie  einer  neuen  Bearbeitung  unterzogen  und 
in  dem  vorliegenden  Grundriss  ein  Hehr  ansprechendes  und  för 
den  Unterricht  äusserst  geeignetes  Lehrbuch  derselben  geliefert 
hat.  Besonders  gefreut  hat  j^ns  die  grosse  Sorgfalt ,  welche  der 
Herr  Verfasser  auf  die  Entwickelung  der  Grundbegriffe  und  die 
Darstellung  der  Grundformeln  Terwandt  hat,  weil  wir  glauben  die 
Bemerkung  gemachjt  zu  haben ,  dass  man  namentlich  in  der  Pho- 
tometrie sich  öfters  mit  ziemlich  vagen  und  unbestimmten  Begrif- 
fen begnügt  hat.  Im  Uebrigen  bat  sich  der  Herr  Verfasser  haupt- 
sächlich an  Lamberts  im  Jahre  1760  erschienene  Photometria 
sive  de  mensura  et  gradibus  luminis,  calorum  et  um- 
brae  gehalten ,  ohne  dass  dadurch  seine  Darstellung  der  Eigen« 
thiimliehkeit  verlustig  gegangen  wäre,  indem  wir  vielmehr  in  dem 
Buche  manche  eigenthu'mliche  elegante  analytische  Anwendungen 
gefunden  haben ,  die  auch  dem  Anfänger  zu  einer  sehr  zweck- 
mässigen Uebung  in  der  Analysis  dienen  können  und  werden. 
Der  Hauptinhalt  des  Werkchens ,  mit  dessen  Angabe  wir  uns  hier 
begnügen  müssen,  ist  folgender:  Einleitung.  -*  Grundsätze 
der  Photometrie.  —  Die  directe  Erleuchtung^  1.  Erleuch- 
tung im  Allgemeinen.  IL  Erleuchtung  einer  Fläche  durch  einen 
leuchtenden  Punkt.  IIL  Erleuchtung  einer  Fläche  durch  eine 
Fläche.  IV.  Erleuchtung  durch  eine  Gasmasse.  V.  Mittlere  Hei- 
ligkeit  einer  Fläche.  —  Die  in  directe  Erleuchtung.  I.  Von 
der  Helligkeit  dioptrischer  und  katoptrischer  Bilder.  H.  Absorption 
des  Lichts.  —  Die  sichtbare  Helligkeit  I.  Von  der  sicht- 
baren Helligkeit.  II.  Von  der  Beurtheilung  der  sichtbaren  Hel- 
ligkeit 

Je  mehr  der  Herr  Verfasser  durch  dieses  Werkchen  einen 
neuen,  sehr  erfreulichen  Beweis  von  seiner  Gewandtheit  in  der 
eleganten  analytischen,  naturlich  auch  die  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung durchgängig  in  Anspruch  nehmenden  Behandlung 
physikalischer  Objecte  gegeben  hat;  je  mehr  «iich  diese  Schrift 
auch  durch  Reichthum  ihres  Inhalts  auf  einem  verhältnissmässig 
kleinen  Räume  auszeichnet;  je  fühlbarer  endlich  der  gänzliche 
Mangel  einer  neuen  systematischen  Behandlung  der  Photometrie 
bisher  gewesen  ist:  desto  mehr  verdient  die  vorliegende  Schrift 
der  sorgfaltigen  Beachtung  der  Mathematiker  und  Physiker  empfoh- 
len zu  werden. 


Blicke  in  das  Universum  mit  specieller  Beziehung 
auf  unsere  Erde.  Bearbeitet  von  L.  Grusen,  Königlich 
Preussischem  Ingenieur-Major  a.D.  Mit  42  Holzschnit- 
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ten  ond  3  litbographirten  Tafeln.    Magdeburg.  Bänsch. 
1864.    8.    1  Rthlr.  10  8gr. 

Wir  worden  diese  „Blicke  in  das  Universum**  hier  einer 
Besprechung  nicht  unterziehen,  wenn  der  Herr  Verfasser  durch 
die  vielen  eingeflochtenen,  ja  fast  auf  allen  Seiten  vorkommenden 
mathematischen  Betrachtungen  sich  nicht  das  Ansehen  zu  geben 
beliebte,  als  wenn  bei  diesen  „Blicken"  ihm  „mathematische 
Augen**  gedient  hätten.  Freilich  haben  ihm  dabei  mathematische 
Augen  gedient,  aber  leider  sind  dieselben  ziemlich  trjibe  gen^esen; 
und  wenn  der  Herr  Verfasser  in  dem  Vorwort  an  seine  Leser 
sich  mit  der  Bitte  wendet:  „dass  diejenigen,  die  vielleicht  in 
ihrer  mathematischen  Ausbildung  nicht  so  weit  fortgeschrit- 
ten sein  sollten,  um  mit  Erfolg  die  von  ihm  aufgestellten  mathe- 
matischen Formeln  und  Rechnungen  verfolgen  zu  können,  sich 
deshalb  keineswegs  von  einer  näheren  BekanntschaH:  mit  den 
übrigen  Inhalte  des  Buchs  abhalten  lassen  mochten**;  so  können 
wir  an  unsere  Leser,  d.h.  die  Leser  des  Archivs,  nur  die  höchst 
dringende  Bitte  richten ,  dass  keiner  derselben  sich  die  Muhe  neh- 
men möge,  sich  mit  den  mathematischen  Rechnungen  und  Demon- 
strationen des  Herrn  Verfassers  den  Kopf  zu  zerbrechen.  Wie 
es  mit  der  mathematischen  Strenge  und  Evidenz  des  Herrn  Ve^ 
fassers  steht,  sieht  man  u.  A.  gleich  aus  der  Seite  22.  ff.  gege- 
benen mathematischen  Entwickelung  der  Gesetze  des  Falls,  aus 
der  auf  das  Deutlichste  hervorgeht,  dass  derselbe  gar  keine  Ahnung 
hat ,  worauf  es  bei  diesem  ganz  elementaren  Gegenstande  eigent- 
lich ankommt;  wenn  man  freilich  ohne  alle  weitere  ßegrön- 
düng  Schlösse  macht  wie  den  folgenden  auf  Seite  22. :  „Be- 
zeichnen wir  der  Kurze  wegen  die  nach  Ablauf  der  ersten  Seconde 
erlangte  Endgeschwindigkeit  von  30  Füssen  durch  g^  so  ist  auch 

der  von  ihm  zurückgelegte  Raum  gleich  ^'*,  dann  kann  man  aile^ 

dings  \ii  der  Mathematik  überall  sehr  kurz  wegkommen.  Buchst 
ergötzlich  ist  auch  die  auf  Seite  179.  gegebene  Auflösung  ^*^ 
Gleichung 

88,2  1 

(60— a:)^~a:2' 

die  wir  doch  niittheilen  müssen,    um  uosem  Lesern  einen  9^^ 
von  der  ungemeinen   analytischen  Gewandtheit  des  Herrn  V    ^^ 
sers  zu  geben.    Sie  ist  wörtlich  folgende: 

88,2.a:2=(60— ar)2 

88,2 .  a:«  =  60«-  120ar  +  a:« 

88,2.Ä*-a:a  =  60a  —  120x 


endlich : 
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87,2^«  +  120^  =  3600,  durch  87,2  dividirt, 
a:«  +  l,37^  =  41,2  und  hierzu  0,18«  addirt, 
a:«+l,37a:+0,18«=41,2+0,I8a,  daraus  ^T, 

a:  +  0,68=z=V4M6, 
a:=6,46— 0,68  =  5,78. 


Sollen  wir  noch  ein  Wort  verlieren  über  solche  Alge» 
bra?!  Wir  fragen  einen  uns  gerade  in  den  Wurf  .kommenden 
Real- Tertianer.    Der  antwortet  uns  sogleich:    Am 

88,2.  ar«  =(60—0:)* 

folgt  durch  Ausziehung  der  Wurzel  auf  beiden  Seiten : 

a:V^88;2=:60  — ar, 
also 

60 


ar  = 


1  + Vsp' 


und  damit  Punktum.  Bei  Erklärung  der  atmosphärischen  Refrac- 
tiön  scheint  auf  S.  113.  die  Refractions-Curve  ganz  verkehrt  gezeich- 
net, da  doch  der  Herr  Verfasser  ganz  wortlich  sagt,  „dass  der 
Lichtstrahl  ab  durch  ein  Medium,  das  schichtenweise  an  Dichte 
euniromt,  gehen  solle.'*  —  Wenn  man  in  §.  44.  die  Erklärung 
der  Dämmerungserscheinungen  liest,  so  muss  man  in  der  Thät 
über  die  Grossartigkeit  der  Anschauungsweise  des  Herrn  Verfas- 
sers von  dem  Dämmerungsphänomen  staunen.  Nun,  wir  können 
es  nicht  über  uns  gewinnen,  uns  den  Magen  noch  weiter  mit  die- 
ser unverdaulichen  Speise  zu  verderben.  Das  Archiv  (lat  durch 
die  obigen  Bemerkungen  seine  Pflicht  erfüllt,  nämlich  die:  seine 
Leser  auf  das  Dringendste  vor  diesem  allerneuesten  Producte  der 
deutschen  astronomisch  -  physikalisch  -  chemisch  •  raineralogisch  •  geo- 
logisch-mathematischen Literatur  zu  warnen. 

Die  Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1849.  Darge- 
stellt von  der  physikalischen  Gesellschaft  xn  Berlin. 
V.  Jahrgang.  Redigirt  von  Professor  Dr.  W.  Beetz  und 
Professor  Dr.  G.  Karsten.  Berlin.  Reimen  1853.  8. 
2Rthlr.  15  Sgr. 

Wir  hab^n  schon  einige  Mal  in  diesen  Literarischen  Berich- 
ten auf  die  Verdienstlichkeit  des  vorliegenden  Werkes  hingewie- 
sen und  thun  dies  jetzt  von  Neuem  zugleich  mit  dem  Wunsche, 
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dass   die   elnzeloen    Jahrgänge    schneller    als    bisher   erscheinen 
mochten^    damit  das  Werk  bald  bis  zum  Jahre  1853  fortgeführt 
wird  und  auf  diese  Weise  mit  den  Fortschritten  der  Wissenschaft 
möglichst    gleichen  Schritt   hält    So  weit  unsere  Kenntniss  und 
auch,  weil  das  Jahr  1849  jetzt  schon  vier  Jahre  hinter  uns  liegt, 
unsere  Erinnerung  reicht,    haben  in  diesem  Jahrgange  alle  wich- 
tigeren Arbeiten  Berücksichtigung  gefunden ,  wie  schon  die  Ansieht 
des  reichhaltigen,    16  Seiten  einnehmenden  Inhaltsverzeichnisses 
zeigt.     Die  Hanptrubriken ,    unter  welche  das  reiche  Material  ge- 
bracht ist,  mit  deren  Angabe  wir  uns  hier  begnfigen  müssen ,  sind 
folgende:  Allgemeine  Physik.  Akustik.  Optik.  Wärmelehre.  Elek- 
tricitätslehre.    Meteorologie.    Physikalische  Geographie.  —  M5g& 
das  Unternehmen  auch  fernerhin  glücklichen  Fortgang  haben  onl 
die  verdiente  Beachtung  immer  mehr  finden. 


Vermischte  Schriften. 

Bulletins  de  TAcademie  Royale  des  sciences,  de0 
lettres  et  beaux-arts  de  Belgique.  (Vergl.  Literar.  BeT- 
Nr.  LXII.  S.  821.)  ä    > 

Tome  XVII.  II«  Partie.  1860.  und  'Jme  XVIIL  !'•  Par- 
tie. 1851.  enthalten  grossere  mathematische  Aufsätze  nichts  wobl 
aber  manche  interessante  meteorologische  und  andere  Mittheiln»' 
gen,  namentlich  von  Herrn  Quetelet.  ^. 

Tome  XVIIL  II«  Partie.  1851.  p.  14.  Sur  les  piles  ä acid^« 
et  alcaÜs,  separes  par  des  corps  poreux,  par  M.  Martens.  - — ' 
p.  41.  Quelques  propriät^s  descriptives  des  surfaces  gaudes.  d« 
second  degr^  dämontrees  par  lageometrie,  par  M.  J.  B.  Brnbar. 

—  p.  137.   Memoire  sur  ia  teiegraphie  ^lectrique,    par  M.  ^ 
sener.  —  p.  144.  Note  sur  Ia  division  ordonnee  de  Foiirier  et  sur 
son  application  ä  Textraction  de  Ia  racine  carr^e,  par  M.  Scbaar. 

—  p.  157.  Note  sur.  T^clipse  solaire  du  28  juiliet  1851,  par'M.  A 
Quetelet.  —  p.  279.  Aurore  boreale  du  2  octobre,  note  de  M. 
Quetelet.  —  p.  305.  Notice  sur  le  rapport  fait  en  1851  ä  FAcä- 
dämie  de  Munich  par  M.  Lamont  sur  Thypsometrie  et  lamet^^ 
logie  de  Ia  Baviere,  par  M.  Qelcros.  —  p.  594.  Mo^ij^^^ 
observations  de  temperature  faites  ä  ßastogne  et  ä  Honnll^^  ¥^ 
M.  Crabay. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Notice  jsur  des-  traductions  arabes  de  deuz  ouvra- 
ges  perdus  d'Euclide,  par  M.  le  Docteur  Woepcke, 
Paris.    Imprinierie  natiooale.    1851.    8. 

Herr  Doctor  Woepcke  in  Paris  hat  sich  schon  durch  die 
Herausgabe  der  im  Literar.  lier.  Nr.  LXVIl.  S.  861.  angezeigten 
Algebra  des  Omar  Aikhayyami  ein  grosses  Verdienst  um  die 
Geschichte  der  Mathematik  erworben.  Ein  neues  Verdienst  er- 
wirbt er  sich  durch  die  obige  höchst  interessante  kleine  Schrift, 
in  welcher  er  zwei  verloren  gegangene,  nur  in  arabischen  Ueber- 
Setzungen  vorhandene  Schriften  des  Euklid  es,  die  erste  in  der 
arabischen  und  in  einer  danach  angefertigten  franzosischen  Ueber- 
setzung«  die  zweite  nur  in  einer  franzosischen  Uebersetzung  aus 
denk  Arabischen,  publicirt. 

Die  erste  dieser  beiden  Schriften  ist  eine  aus  vier  Propositio-' 
nen  und  einigen  vorangeschickten  Axiomen  bestehende  Abband- 
•lung  über  den  Hebel,  in  welcher  die  Gesetze  desselben  in 
eigenthümlicher  Weise  erläutert  werden.  Herr  Dr.  Wöpcke  be- 
merkt mit  Recht,  dass  man  zweifeln  kunne,  ob  diese  dem  Eu- 
klides  zugeschriebene  Schrift  demselben  wirklich  angehöre,  führt 
jedoch  auf  der  anderen  Seite  auch  Gründe  an,  die  das  Letztere 
allerdings  wahrscheinlich  machen.  Jedenfalls  würde  es  sehr  in- 
teressant sein,  wenn  sich  mit  völliger  Bestimmtheit  nachweisen 
Hesse,  dass  die  angeführte  Schrift  wirklich  dem  Eukiides  an- 
gehöre und  derselbe  also  die  Gesetze  des  Hebels  schon  vor  Ar- 
chimedes  gekannt  habe.  Herr  Dr.  Wöpcke,  auf  dessen  sehr 
Interessante  Schrift  selbst  wir  dringend  verweisen,  sagt  allerdings 

ThL  X\n.  Hf t.  8.  1 
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S.  2. :  >,Un  passage  du  manuscrit  latin  no  8680  A  de  la  Bibli», 
th^que  nationale,  manuscrit  du  XlV«  siecle,  semble  corrobor^ 
(ctte  supposition  et  constater  que  c'est  ä  Euclide  qc::] 
remonte  la  dämonstration  du  principe  du  levier.** 

Die  zweite  hier  in  einer  franzosischen  Uehersetzung  aus  d^jas 
Arabischen  pubiicirte,   dem  Euklides  zugeschriebene  Schrift  W 
(in  Tractat  über  die  Theilung  ebener  Figuren,    die,  von 
dem  Herrn  Herausgeber  mit  lehrreichen  Anmerkungen  bereichert, 
mehrere  interessante  Aufgaben  und  Auflösi|Dgsmethoden  aus  der 
angegebenen  Lehre  enthält,  und  gleichfalls  allen  unseren  Lesern, 
die  an  der  Geschichte   der  Mathematik   Interesse   nehmen,  zur 
Beachtung  empfohlen  werden  muss. 

Notice  sur  une  theorie  ajoutee  par  Thabit  benKor- 
rah  a  TArithm^tique  speculative  des  Grecs,  pa|rM.  F. 
Woepcke. 

Der  Titel  der  hier  jedoch  nur  im  Auszuge  in  französischer 
Uehersetzung  mitgetheilien  Schrift  ist:  Tfaife  compose  par 
Abodl  Ha^an  Thabit  ben  Korrah  sur  la  mani^re  de 
trouver  des  nombres  amiables  d'aprds  une  m^tbode 
facile.  —  Auch  diese  Schrift  ist  sowohl  in  allgemeiner  historl 
scher  Beziehung,  als  auch  wegen  der  darin  enthaltenen  Metho 
den,  amicable  oder  befreundete  Zahfen  zu  finden,  interessaDt 
Ueber  den  Begriff  befreundeter  Zahlen  und  die  von  Michael 
Stifel  in  seiner  Ausgabe  der  Coss  Christoph  Rudolphs,  von 
Schooten  (Exercitationes  mathematicae.  L.  V.  Sect.9.)j 
von  Krafft  (Commentarii  Novi  Acad.  Petrop,  T.  II.)  UDd 
Euler  (Opuscula  varii  argumenti.  T.  II.  p.  23.)  gegebenen 
Methoden,  solche  Zahlen  zu  finden,  wird  man  am  Besten  den  be- 
treffenden Artikel  im  Mathematischen  Worterbuche.  Thl.L 
S.  246.  nachsehen.  Von  der  obigen,  jetzt  erst  aufgefundenen 
Schrift  des  Thabit  ben  Korrah  konnte  naturlich  in  diesem 
Artikel  keine  Rede  sein.  Die  Vergleichung  der  Methoden  if» 
letzteren  ihit  denen  der  neueren  Mathematiker  dürfte  mannigfalti- 
ges Interesse  darbieten,  und  wir  kommen  vielleicht  im  Ardur 
auf  diesen  Gegenstand  zurück. 

Für  jetzt  nur  Herrn  Doctor  Wöpcke  nnsern  wärmsten  Dank 
für  diese  neuen  werthvoilen  Beiträge  zu  der  nur  allzusehr  fer- 
nachlässigten  Geschichte  unserer  Wissenschaft. 


Systeme,   liehr-  und  WörterbächeF. 

Herr  Ingenieur  Job.  de  la  Camp  zu  Hamburg  hat  mir  nach- 
stehende Anzeige  der  verschiedenen  Lehrbücher  des  Herrn  Liib' 
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sen  tBogeseadety  nitt  dem  WciiMrehe,  daas  dieselbe  im  Archiv  ab* 
gedruckt  werden  mochte.  Wegen  der  Verdienstlichkeit  der  ^enannteB 
LebrbScher  habe  ich  diesem  Wunsche  gern  entsprochen.        G. 

In  dieser  Zeit»  in  der  durch  die  eminenten  Fortschritte«  welche 
die  unermüdlichen  Bestrebungen  auf  dem  Gebiete  der  Tech* 
nik  uud  der  Industrie  zur  Folge  gehabt  haben,  das  Bedurfniss 
immer  dringender  wird»  die  mathematischen  Wissenschaften  einer 
grosseren  Ausbreitung  unter  dem  Publikum  f^hig  2u  machen,  ist 
es  wohl  nicht  ungeeignet,  auf  einen  kleinen,  noch  keineswegs  ge* 
schlossenen  Cyklus  von  Büchern  aufmerksam  zu  machen,  die» 
.  sämmtlich  von  einem  Verfasser  lierrührend,  nach  und  nach  alle 
Hauptzweige  der  Mathematik  umfassen  werden.  Es  sind  dies 
folgende  fünf  Bücher: 

I.  Ausführliches  Lehrbuch  der  Arithmetik  und 
Algebra,  zum  Selbstunterricht  und  mit  Rücksicht  auf 
die  Zwecke  des  praktischen  Lebens,  von  H.  B.  Lfib- 
seil.    3.  verb.  Aufi,    Hamburg  1853.     P/s  Tfalr. 

U.  Ausführliches  Lehrbuch  der  analytischen  oder 
höheren  Geometrie,  zum  Selbstunterricht,  mit  121 
Figuren  im  Text,  von  H.  B.  Lübsen.  2.  verm.  u«  verb. 
Aufl.    Leipzig  1849.    ly,  Thir. 

HI.  Ausführliches  Lehrbuch  der  Elementar-Geo- 
metrie.  Ebene  und  körperliche  Geometrie.  Zum 
Selbstunterricht,  mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke  des  prak« 
tischen  Lebens.  Mit  180  Figuren  im  Text,  von  H.  B. 
Lübsen.     Hamburg  1851.    1  ThIr. 

IV.  Ausführliches  Lehrbuch  der  ebenen  und«phS- 
rischen  Trigonometrie,  zum  Selbstunterricht,  mit 
Rücksicht  auf  die  Zwecke  des  praktischen  Lebens.  Mit 
68  Figuren  im  Text,  von  H.  B.  Lübsen.  Hambai^  1852. 
21  Ngr. 

V.  Ausführliches  Lehrbuch  der  Analysis,  zum 
Selbstunterricht,  mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke  des  prak- 
tischen Lebens.  Mit  6  Fig.  im  Text,  von  H.  B.  Lüh» 
seur    Hamburg  1853. 

Die  Recensionen  der  vier  ersteren  (von  dem  letzten  eben  erst 
'erschif^Tieuen  ist  mir  noch  keine  bekannt),  die  sämmtlich  vortheil- 
)n£i  ausgefallen  sind,  sind  leider  theilweise  in  Blätter  eingesetzt 
worden,  did  vom  grossen  Publikum  sehr  wenig  gelesen  werden« 
Hert  Lfibsen  bat  «ich  weniger  darum  Mühe  gegeben,  der  Wis- 
«•Dschäft  Neues  biDSuzuf&gen»  er  führt  in  «einen  Büchern  nicbt 
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in  vorher  Doch  unbetretene  Gebiete  der  Mathematik;  ihm  ist  viel- 
mehr  das    gewiss  nicht    geringere  Verdienst  zazaerkenneo,  die' 
schon  bekannten  Gebiete    für   Jedermann    leichter   zugängficb  zu 
machen.    Er  hat  seinen  Buchern  das  Prädicat  „  Ausführlicli*^  ge- 
geben ^  obgieich  er  darin  keineswegs  eine  vollständige  CrscbupfuDg 
der  behandelten  Disciplinen  giebt^  sondern,  und  deshalb  mit  Tol- 
lem Recht,  weil  die  von  ihm  als  für  den  Praktiker  brauchbar  et* 
kannten  und  deshalb  in  die  Bucher  aufgenommenen  Themata  mit 
der  Deutlichkeit  und  Ausführlichkeit  behandelt  sind,    nothwendig, 
um  dem  Anfänger  eine  klare  Anschauung  davon  zu   geben.    Die 
Herleitungsweise  der  Sätze  und  die  Beweisführung,  die  Herr  Lüb* 
sen  innehält,    ist  so  evident,    dass  der  Anfänger  den  Eindruck 
empfängt,    als  habe  alles   so   eben  Erlernte    schon   längst  in  ihm 
gelegen^  und  es  habe  nur  an  dem  richtigen  Mittel  gefehlt,   es  zu 
erwecken.    Professor  Gruuert  sagt  in  Band  XX.  seines  Archivs 
für    Mathematik   und    Physik    über   die   vier  ersten  Bücher 
Folgendes:    „Alle  diese  Lehrbücher  zeichnen  sich  durch  eine  un- 
gemeine Deutlichkeit   sehr  vortheilhaft  aus   und  enthalten  überall 
in  sehr  verständiger  Auswahl  von   den  betreffenden  Wissenschaf- 
ten   allemal  das,    was  für   das  praktische  Bedürfniss  nuthig  ist 
und  zu  demselben  in  nächster  Beziehung  steht,  ohne  die  für  tüch- 
tige praktische  Anwendung  der  Mathematik  bestimmte  Kraft  des 
Knaben  und  Jünglings  durch  eine  Menge  oft  sehr  unnützer  Sätze 
und  Sätzchen   eher  zu  schwächen  und  zu   ermüden,    als  zu  stär- 
ken,   wie    leider  viele  unserer  Lehrer  immer  noch  thun " 

„Herrn  Lübsen's  in  vieler  Beziehung  sehr  zu  empfehlende Lebr- 
bücher  scheinen  uns  ein  interessanter  und  sehr  ansprechender 
Ausdruck  dieses  gewiss  sehr  richtigen  pädagogischen  und  me- 
thodischen Grundsatzes  zu  sein,  weshalb  wir  sie  hier  allen  Leb- 
rem,  die  solche  Knaben  und  Jünglinge  zu  unterrichten  haben, 
welche  für  ein  praktisches  Fach,  das  auf  einer  mathematischen 
Basis  ruht,  bestimmt  sind,   bestens  haben  empfehlen  wollen. *' 

üeber  das  Lehrbuch  der  Trigonometrie  sagt  Professor  Di  en- 
ger an  der  polytechnischen  Schule  zu  Carlsruhe  in  seiner 
Kecension  unter  Anderm:  ,,  Das  vorliegende  Buch  enthält  eine 
vollständige  und  klare  Darstellung  der  ebenen  und  sphärischen 
Trigonometrie  nach  einem  Plan,  der  uns  in  jeder  Beziehung  vor- 
trefflich erscheint."  und  nach  specieller  Besprechung  des  Inhalts: 
„Man  wird  aus  dem  Obigen  ersehen,  dass  das  hier  angezeigte 
Lehrbuch  die  Grundlehren  der  ebenen  und  sphärischen  Trigono- 
metrie ziemlich  vollständig  enthält.  Die  Darstellung  ist,  dem  Er- 
achten des  Referenten  nach,  sehr  zweckmässig  und  dorchaiu 
deutlich,  überall  durch,  wenn  auch  nicht  zahlreiche  Beispiele  mi- 


Uterarischer  Bericht  LXXXYJI.  5 

terstfitzt,  80  dass  dieses  Buch  Jedem  empfohlen  werden  kann, 
der  sich  mit  diesem  Gegenstande  bekannt  machen  will.  Referent 
kann  dies  mit  um  so  grösserer  Ueberzeugung,  als  er  selbst  bei 
seinen  Vorträgen  einen  ganz  ähnlichen  Gang  einzuschlagen  pflegt 
and  80  den  hier  angegebenen  fiir  zweckmässig  schon  früher  e^* 
achtet  hat/' 

Das  Lehrbuch  der  analytischen  oder  hohem  Geometrie  recen- 
sirt  nach  einigen  allgemeinen  Betrachtungen  der  Prof.  Seh  ei- 
bert  in  der  «»Pädagogischen  Revue''  folgendermassen :  »»So, 
ist  denn  dem  Lehrer  ein  Buch  willkommen»  wie  dies  des  Herrn 
Lubsen»  welches  wirklich  das  Noth wendigste  und  Wichtigste 
heraushebt»  bei  den  Anfängerschwierigkeiten  die  nuthige  Zeit  ver- 
weilt» sich  über  die  eigenthumliche  Betrachtungsweise  in  der  ana- 
lytischen Geometrie  an  den  gehörigen  Orten  des  Weiteren  ergeht» 
mit  sehr  interessanten  und  überraschenden  Anwendungen  und  Auf- 
gaben anlockt»  ^veranschaulicht  und  dem  Anfönger  Muth  macht» 
andererseits  durch  rasches  Hinwegführen  über  mehr  der  VoUen- 
dang  der  Wissenschaften  nur  dienende  Partieen  den  Gang  be- 
schleunigt und  so  die  Wanderer  frisch  erhält»  und  so  endlich  auf 
212  Seiten  den  Anfanger  so  weit  führt»  dass  er  Ahnung  und  An- 
schauung von  der  reichen  Welt  erhält»  welche  ihm  durch  diese 
neue  Sprache  der  Mathematik  aufgeschlossen  ist.  Das  Buch  ist 
in  seinem  Vortrage  durchweg  so  plan  gehalten»  dass  es  für  einen 
gehurig  vorbereiteten  Schüler  nicht  schwer  werden  wird»  durch 
Selbststudium  diesen  Zweig  der  Wissenschaften  kennen  zu  lernen 
und  sich  einigermassen  in  ihm  heimisch  zu  machen. '^ 

In  der  »»Allgemeinen  Schulzeitung''  vom  9.  Juli  1846 
wird  über  das  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra  Folgendes 
gesagt:  »»Das  Buch  zeichnet  sich  durch  viele  gute  Eigenschaften 
vor  manchen  anderen  Schriften  ähnlichen  Inhalts  und  ähnlichen 
Zweckes  so  vortheilhaft  aus»  dass  die  beurtheilende  Feder  nicht 
anders,  als  gern  bereit  sein  kann»  belobend  das  Wort  zu  neh- 
men  "    Ferner:   „Hat  nun  unser  Verfasser  sein  Lehrbuch» 

-  vrie  er  es  offen  erklärt»  nur  für  den  Selbstunterricht  bestimmt»  so 
müssen  wir  gestehen»  dass  er  es  mit  Glück  und  Geschick»  mit 
Erfahrung  und  Umsicht  gethan  hat.  Wenn  ferner  Herr  Schu- 
macher,* der  bekannte  grosse  Astronom  in  Altona»  in  dem  em- 
pfehlenden Vorworte  von  unserm  Verfasser  sagt:  „„dass  er  mit 
Erfolg  gegen  sich  gearbeitet  habe»  indem  das  Buch  die  Hülfe  des 
Lehrers»  also  auch  seine  eigene»  überflüssig  macht  "'S  ^o  liegt 
allerdings  darin  die  von  uns  ebenfalls  erkannte  und  anerkannte 
Wahrheit»  aber  zugleich  auch  noch  der  starke  Schein  einer  ande- 
.ren,  wonach  sich  nämlich  das  Buch  für  den  Handgebrauch  nicht 
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flfpieD  dffrfte.  Gegen  die  Richtigkeit  dieses  Schenies  mfloBoi 
fHr  mifl  streng  erkUlrefi.  Das  Boch  ist  sogar  wie  ge«eii«ffHi  m 
efoeoi  gnten  Schaiboche ,  ond  das  hanptsichlieb  fUr  solch«  Leh» 
rer,  welche  in  dem  zmn  Unterrichte  beDutsten  fiteUSibiiche  ohne 
heleMigtes  Selbe^fahl  einen  mit  ihnen  anf  derseiben  Bildimg»» 
hohe  stehenden  Gehiilfen  neben  sieh  ertragen  können;  fSr  Lek* 
rer,  welche  in  dem  Schnibnche  weiter  nichts  als  ein  Skelett,  als 
ein  nacktes  Rustwerk  zn  einem  von  ihnen  selbst  aofgebanten  Ge- 
bäude haben  wollen,  für  solche  ist  onser  Buch  nicht  passend  ein- 
gerichtet  *'  ,9  Die  Ansföhrlichkeit  wird  nirgends  beschwer- 
lich weitläufig  oder  gar  übertrieben  gründlich,  nein,  der  Verfasser 
ist  eigentlich  nur  f&r  den  Lehrer  ansföhrlich ,  ffir  den  Schüler 
meistens- noch  kurz,  oft  9f%  kurz,  dass  ihm  des  Lehrers  Hülfe  da- 
bei noch  sehr  wesentlich  nothwendig  erscheinen  durfte.'' 

Das  Bekanntwerden  dieser  Recensionen ,  yOTbanden  mit  <i*m! 
Bedfirfiiiss  nach  Lehrbfichem  d»  Art  wird  den  vorliegenden  Büehen 
gewiss  in  kurzer  Zeit  eine  bedeutend  grossere  AusbreitoBf^  sichern, 
als  die,  deren  sich  dieselben  jetzt  schon»  wenigstens  im  weB^ 
lidien  Deutschland,  erfreuen,  und  ist  dies  im  Intercsso  d»  alt 
gsmeinen  Bildung  allerdings  nur  zu  wünschen. 

Hamburg,  den  22.  August  1853. 

Job.  de  la  Camp,  Ingenieur. 


Arithmetik. 

Integration    der     linearen    Differentialgleichangen 
mit  Constanten  und  veränderlichen  Coefficienten.     Von 
Joseph  Petzval.    Auf  Rosten  der  kaiserlichen   Akade 
mie   der   Wissenschaften.     Erster    Band.    Wien.    Brau- 
maller. 1853.  4. 

Dieses  ausgezeichnete  Werk  gebort  jedenfalls  zu  den  bedeu- 
tendsten neueren  Erscheinungen  auf  dem  Gebiete  der  deutschen 
mathematischen  Literatur,  und  verdient  daher  hier  ausführlicher 
besprochen  zu  werden,  als  sonst  in  diesen  literarische»Berichten 
zu  geschehen  pflegt.  Was  zuerst  den  allgemeinen  Charakter  des- 
selben betrifft,  so  hat  der  Herr  Verfasser,  rücksichtiich  des  In- 
halts oder  des  Objects  der  Betrachtung,  wie  auch  schon  der  Titel 
in  ganz  bestimmter  Weise  auj<spricht,  sieb  auf  die  linearen 
Differentialgleichungen  mit  constanten  und  veränderlichen  CoeGI- 
cienten  beschränkt,  weil  bei  Weitem  die  meisten  CntersschongCB 
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aaf  dem  Gebiete  der  Mechanik,  Astrononiie^  Physik,  als  erstee 
Resultat,   oder  als  Ausgangspunkt,   auf  eine  DlfferentialgleichuDg 
dieser  Form,  oder  auf  ein  System  solcher  DiffereqtialgleichuDgeii 
fSbren,   was.,  nach  der  sehr  richtigen  Bemerkung  des  Herrn  Ver* 
fassers  in  der  Vorrede,    wenigstens  und  vorzugsweise  in  Bezug 
auf  die  in  das  Gebiet  der  eigentlichen  Physik  gehörenden  Unter- 
suchungen,  seinen  Grund  im  Wesentlichen  darin  hat,    dass  man 
entweder  schwingende  Bewegungen  von  sehr  kleinen  Amplituden 
zu  erürtern,  oder  zu  bereits  in  erster  Annäherung  bekannten  Be- 
wegungselementen sehr  kleine  Correctionen  zu  rechnen  hat,   und 
daher  jedesmal,    die   Glieder  höherer  Ordnung  vernachlässigend, 
zur    linearen  Form    gelangen    muss.    RQcksichtlich    der   Art   der 
Abfassung  ist  zu  bemerken,  dass  das  Werk  in  höchst  zweckmäs- 
siger Weise  eine  gewisse  Mitte  hält  zwischen  einem  ausführlichen 
Handbuche  und  einer  Darlegung  der  dem  Herrn  Verfasser  ganz 
eigenthümlichen   Entwickelungs  •    und  Rechnungsmethoden.    Der- 
selbe hat  es  daher  in   der  anerkennungswerthesten  Weise  nicht 
verschmäht,  z.  B.  die  Methode  der  Variation  der  Constanten ^  die 
TOD   Fourier,   Liouville  u.  s.  w.   herrührenden  Formeln^    das 
Laplace'sche  und  andere  Integrale,  einem  grossen  Theile  nach 
in  neuer  Darstellungsweise,  zwischen  seinen  in   grossem  Reich- 
thume  auftretenden  ganz  eigenthümlichen  Rechn'ungs-  und  AuflO* 
sungsmethoden  einzuschalten,  um  dadurch  sein  Werk^  ohne  Bei* 
hülfe  grosserer  Bibliotheken,  zugänglich  zu  machen,    woraus  sich 
von  selbst  ergiebt,  dass  dasselbe  für  den  angehenden  und  gereif- 
ten Analytiker  in  gleicher  Weise  lehrreich  und  anziehend  ist  und 
dass  durch  die  Herausgabe  desselben  in  heiden  Beziehungen  der 
Herr  Verfasser  sich  jedenfalls  ein  wesentliches  Verdienst  erwor- 
ben bat,  was  die  folgende,  freilich  leider  nur  kurze,  auf  das  Eiu- 
zelne  nur  so  viel  als  es  uns  hier  der  Beschränktheit  des  Raumes 
wegen  möglich  ist,   eingehende  Inhaltsangabe  noch  weiter  blestä- 
ügen  vrird. 

In  einer,  den  ersten  Abschnitt  des  Werkes  bildenden j  sehr 
/ehrreichen  Einleitung  entwickelt  der  Herr  Verfasser  die  noth« 
Wendigsten  fundamentalen  Lehrsätze  über  die  Existenz  und  Form 
'er  Integrale  linearer  Differentialgleichungen,  so  wie  über  den  Bau 
'er  letzteren,  und  zeigt,  dass  der  Gegenstand  in  steter  Analogie 
^it  der  Th%)rie  der  algebraischen  Gleichungen  fortschreite,  worin 
>^  Veranlassung  findet,  diese  Analogie  auch  fernerhin  festzuhal- 
^Hi  und  die  folgenden  Lehren  dermassen  in  Abschnitte  zu  thei- 
eHy  dass  einem  jeden  derselben  ein  analoges  Kapitel  auf  dem 
P^lde  der  algebraischen  Gleichungen  entspricht    Es  soll  daher: 

Erstens  der  zweite  Abschnitt  die  Lehre  eotballen  tod  den- 
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jenigen  Differentialgleichungen  aller  Ordnungen  und  mit  bestimm — . 
tem  Coefficientenbau,  deren  Integration  in  Folge  dieses  letz^^ 
teren  durch  geschlossene  Formeln  muglich  ist,  wohin  z.  B^  ; 
die  Formen: 

Ay(n)  +  ^„.iy(»-i)  +^„-2yt«^*)  +  ....  +  Ai^y'  +  ^oy =F(ar), 

(on + 6nar)  y(«)  +  (fln-i  +  Än-ja:)  y«-i)  + .... 

•••• +(«1 +*i^)y'  +  («o+*o^)y  =  ^^, 
aii.a:*.y(«)  +  a:'»-^(aii-i  +  6n-ia:"»)y(«-^)  + .... 

....  +  (cTo  +  Äoar"»  +  Co^r^  + ....  •\rfha^y=:F(s) 

gehören 9  und  noch  einige  andere,  wobei  wir  bemerken,  dass  der 
Herr  Verfasset  für 

dy       d'hj  dHf 

dx'     dä^'"*  dx"" 

der  Kürze  wegen  y' ^  y" ,  .•>.  y^^^  schreibt.  Dieser  Lehre,  sagt  der 
Herr  Verfasser,  entspricht  auf  dem  Gebiete  der  algebraischen 
Gleichungen  die  von  den  binomischen,  reciproken  u.  s.  w.  Glei- 
chungen, welche,  in  Folge  ihres  Coefficientenbaues ,  eine  Auflö- 
sung durch  geschlossene  Formeln  zulassen. 

Zweitens.    Der  dritte  Abschnitt  enthält  die  Formenlehre  der 
linearen  Differentialgleichungen,    deren  Coefficienten  algebraische 
und  rationale  Functionen  von  a:  sind,    und  stellt  die  Kennzeichen 
auf,  nach  welchen  die  Formen  der  Genüge  leistenden  particulären 
Integrale  aus  jenen  der  Coefficienten  abgeleitet   werden.    Diesem 
Abschnitte  entspricht  auf  dem  Felde  der  algebraischen  Gleichun- 
gen eine  Reihe  von  Lehrsätzen,  wie  die  von  Descartes,  Fou- 
rier,    Sturm. 

Drittens.  Ein  vierter  Abschnitt  hat  die  Transformation 
der  Differentialgleichungen  zum  Gegenstande,  und  lehrt,  aus  der 
gegebenen  Gleichung  eine  andere  abzuleiten,  deren  particuläre  In- 
tegrale mit  jenen  der  ersteren  in  einem  gewissen  analytischen 
Zusammenhange  stehen. 

Viertens.  In  einem  fünften  Abschnitte  werden  Methoden 
entwickelt,  die,  der  Form  nach  bereits  bekannten  particulären  In- 
tegrale wirklich  zu  berechnen,  und,  da  oft  ein  und  cAs selbe  par- 
ticuläre Integral  unter  verschiedenen  Formen  erscheinen  kann,  auch 
Methoden,  diese  Formen  in  einander  zu  verwandeln,  damit 
man  aus  denselben  die  vortheilhafteste,  etwa  die  geschlossene 
oder  eine  andere,  den  Vorzug  der  Durchsichtigkeit  in  höherem 
Grade  besitzende,  zu  wählen  im  Stande  sei.    Endlich 
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Fünften«  soll  in  einem  sechsten  Abschnitte  den  Systemen 
TOD  mehreren  Differentialgleichungen  und  den  partiel* 
len  Differentialgleichungen  besondere  Aufmerksamkeit  ge- 
widmet werden. 

Ausser  der  den  ersten  Abschnitt  bildenden  Einleitung  liegen 
in  diesem  ersten  Bande  noch  der  zweite  und  dritte  der  sechs 
Terher  nSther  cbarakterisirten  Abschnitte  vor,  und  wir  müssen  be- 
kennen, dass  wir  durch  dieselben  in  vielen  Beziehungen  sehr  be- 
friedigt worden  sind  und  vielfache  Belehrung  aus  denselben  ge- 
schupft haben.  Die  Einleitung  bescbSfligt  sich  insbesondere  mit 
der  Integration  der  linearen  Differential-  und  Differenzen-Gleichun- 
gen der  ersten  Ordnung,  mit  dem  Beweise  der  Existenz  und  der 
allgemeinen  Form  des  Integrals  einer  linearen  Differentialgleichung 
der  fiten  Ordnung,  mit  der  Bildung  der  Differentialgleichung  aus 
den  particulären  Integralen  und  mit  der  Methode  der  Variation 
der  Constanten.  Der  Inhalt  des  zweiten  Abschnittes  ist  oben  schon 
mit  hinreichender  Ausführlichkeit  angegeben,  der  Inhalt  des  drit- 
ten Abschnittes  aber  so  reichhaltig,  dass  eine  nur  einigermassen 
vollständige  Angabe  desselben  hier  leider  nicht  möglich  ist.  Ueber- 
haupt  ist  dieses  Werk  so  reich  an  neuen  Metboden  und  dem  Herrn 
Verfasser  eigenthumlichen  Darstellungen  älterer  Methoden,  dass 
man  nur  durch  ein  sehr  sorgfaltiges  und  eingehendes  Studium 
desselben  sich  einen  ganz  deutlichen  Begriff  von  seinem  Wesen 
und  seiner  Bedeutung  verschaffen   kann. 

Wir  wünschen  sehr,  durch  diese  kurze  Anzeige  die  Aufmerk- 
samkeit der  Mathematiker,  sowohl  in  Deutschland,  als  auch  im 
Auslände  auf  dasselbe  'hinzulenken,  indem  wir  selbst  nochmals 
mit  besonderem  Danke  bekennen,  aus  demselben  vielfache  Be- 
lehrung geschupft  zu  haben.  Möge  der  Herr  Verfasser  die  WIs 
senschaft  recht  bald  mit  dem  zweiten  Theile  beschenken  und  ihm 
der  Beifall  und  die  Anerkennung  im  reichsten  Maasse  zu  Theil 
werden,  die  er  durch  dieses  W^erk  von  Neuem  in  Anspruch  zu 
nehmen  so  sehr  berechtigt  ist! 


Vermischte  Schriften. 

Bulletins  de  TAcad^mio  Royale  des  sciences,  des 
lettres  et  beaux-ai;ts  de  Belgique.  (Vergl.  Literar.  Ber. 
Nr.  LXXXVI.  S.  16.) 

Tome  XIX.    V^  Partie.     185'2.    p.  16.  Note  sur  le  däve- 

VA  4  a 
loppement  des  expressions  de  la  forme    — en  fraction  conti- 
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nHe;'par.M.  Schaar.  —  p.  23.  Note  sur  les  expressions  des  Ta* 
eines  et  des  pnissances  d'rni  nombre  en  produits  infinis;  parE 
Lefran^ols.  -^  Proe^d^  pour  rendre  percepübles  et  poor  conp* 
ter  les  vtbrations   d'une   tige  elastique;    par  M.  Montigny. - 
p.  513.   Sur  la  valeur  la  plus  probable  d'un  c6tö  g^odesique  com* 
mun  ä  deux  triaogulations ;  par  M.  Liagre.  —  p.  534.  Varia^M 
de  la  däclinalsoD  et  de  rioclinaison  roagnötique  ä  Bruxelles  de- 
puia  UQ  quart  de  sidcle^    par  M.  Queteiet.  —  p.  537.  DemoB- 
fitration  ^lementaire  de  la  vitesse  de  deviation  du  plan  d'oscillt* 
tion  du  pendule,  ä  diverses  latitudes;  par  M.  Crahay.  —  p. 543. 
Sur  les  moyens  de  faire  dooner  aux  plautes  leurs  fevilles»  leon 
fleurs  et  leurs   froits  ä  des  epoques  determin^es  davance;  [>ar 
SL  Quetelet  (ein  sehr  interessanter  Aufsatz). 

.  Tome  XIX.  II«  Partie.  1852.  p.  161.  Sur  le  theoröme 
d'Euler^  relatif  a  la  däcomposition  du  mouvement  de  rotatioD  des 
Gorps;  par  M.  Pagani.  —  p.  300.  Rapport  de  M.  Quetelet  sar 
une  note  de  M.  le  professeur  Montiguy^  relative  aux  fluctaations 
de  lä  bulle  des  niveaux.  —  p.  303.  Sur  quelques  propriet^s  carieo- 
ses  que  pr^sentent  les  r^sultats  d'une  serie  d'observations ,  faites 
dans  la  vue  de  determiner  une  constante^  iorsque  les  chanccis  de 
rencontrer  des  ecarts  en  plus  et  en  moins  sont  Egales  et  ind^ 
pendantes  les  unes  des  autres;  par  M.  A.  Quetelet.  —  p.  476. 
Rapport  de  M.  Scbaar  sur  un  raeraoire  de  M.  Mootigny  rdatif 
aux  experiences  pour  determiner  la  densite  de  la  terre.  —  p.  490. 
Rapport  de  M.  Laniarle  sur  un  memoire  de  M.  Ting^nieur  Maiii* 
lius,  relatif  a  Temploi  de  Tinfini  dans  les  math^matiques.  —  p.4d6. 
Sur  r^lectricite  de  fair,  d'apr^s  les  observations  de  Municfa  et 
de  Bruxelles;  lettre  de  M.  Quetelet  h  M.  Lamont.  —  p.  502. 
Sur  la  r^partition  des  bauteurs  barometrrques,  par  rapport  a  laa 
hauteur  moyenne,   par  M.  Liagre. 

T  9  m  e  XIX,    U^  P  a  r  t  i  e.   1852.   p.  31 .  Sur  la  nouvelle  eipe- 
rience  de  M.  Leon  Foucault.     Reclamation  de  priorite  par  M.L&* 
marle.   —  p.  49.    Memoire  sur  le  mouvement  d'un  point  materie/ 
rapporte  ä  trois  axes  fixes  dans  un  corps  mobile  autour  d*un  point; 
par  M.  Pagani.  —  p.  71.   Examen  des  cas  douteux  dans  les  tri 
angles   spberiques;    par  M.  Carbon  eile.  —   p.  82.    Influence  tle 
la  temperature    sur   Fepoque  de  la  floraison ;    par   M.  A»  Quete- 
let. — •  p^  272.  Memoire  sur  les  medianes;  par  M.  Em  est  Que- 
telet,   officier   du   genie.    Rapport  de  M.  Timm  er  mann  s.  b 
dieser  Abhandlung  kommt  u.  A.  das  folgende  interessante  Theorem 
vor:   „Deux  surfaces  d'un  degre  ni  se  touchent  suivant  une  eourbe 
plAne>    toute  transversale  intercepte,  ä  partir  du  plan,    dans  cba- 
cune  des  surfaces,  m  segments  tels  que  la  somme  de  leurs  inver* 
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ses  est  ägale  de  pärt  et  d'aiitre.«  —  p/274.  R^ifem^  gllntfral 
pr^entant  les  bSäse»  du  calcul  t«l«tif  mxx  effets  que  prodüit  ht 
rotation  de  la  terra  snr  le  mouvemetot  gyrätoire  deseörp»  ©ntrai* 
B^s  dans  la  rotation  diorne.  Lettre  de  M.  Lamarleä  M«  Que- 
:tetet.  ^*-  p.  38d.  Sur  le  ealc«!  des  tabteti  de  »KMrtBlit^i  pav  M. 
AiQuetelet.  —  p.296.  NoticecoDcerimntrwiploiderabecbauf^ 
au  üea  de^  Tap&nr  d'ean  >  comme  moteur  4an6  les  machiBies ;  pat 
Mv  De  Vaux.  —  p.  4%.  R^sumö  g^n^ral  pr^setitant  les  Irasea 
du  eaicul  relatif  aux  effets  que  pTodnit  Ja  rotation  de  la  terre  sor 
le  mouvemeol  gyratoire  des  corps  entraln^s '  dans  la  rotafion 
diurne.  Suite  ä  la  lettre  adressäe  par  M.  Lamarle  ä  M.  Que- 
telet.  — p..408.  Notice  sur  Miobel  .Floüent  Vaq:  langten,  cos» 
.mographe  et  matben^aticieH  des  ftrchiducA  Albert,  eit  Isabelle,  et 
ensuite  de  Philippe  IV.^  roi  d'Espagne;  par  le  chevalier  Mar- 
chäf.  — '  p.  497.  Sut  Tastronotae  Langren J  '^ar  M.  Qäetelet. 
(Interessante  bfstorisehe  Mittheilung.)   '        •  • 

i  T,oanfe  XX^    V^  P^tt'm.    1853.    p.  14JL    Sw  |a  th^rie  4es 
r^dMs.  qiitädr^tiqises;   p^  M-  A;nge:Jo.  Genocchh.  Rappolt  de 
M.jS.o])a#r.  -^  p^  14&   Sur  les  temps  d^fi^ir^volutiona  des  satel- 
4Ufls  ^0  JvpMeT  et  de  Saturn«;  par  M.  Ai  )Quet€iUjt*  »-  pi  150. 
Sur  des  cercles  lunaires;  par  M.  A. Quetia^e^t^  «rTr:.  pilSlL  Natiee 
sur  J'hiyer  4e  .^8S2  ä  1853;   par  M.  A.  (fuet^et..,  rHqqhst  inter- 
essante Mitt|i^iiungeD  über  de^,  so  vielfa^  nierkw^rdigen  Winter 
3t$52-«-53,)  —  p-  317.   Su)5  «o  in^moire  .der  A}L ,  Öl  q^ ti  g n  y . intitul^ : 
CoiT^liatipii  des  bauteurs  d.u  b,aroiD.Mre  et  de  la  pressj^pn 
^u  yepi     liapports  paij  )M,^  Mr  Crabay  et  Dupr.ex.  T7+  p.  3$4. 
^ur  la  inesure  des  distances  au  moyen  de^JlaSli^di^;  (pax  Mi  JUiMg- 
gre.  —  p.  471.    Sur  un  appareil  photo-äleetrique,  invent^  par  M. 
J.  Jaspar.    Rapport  de  M.  Crabay.  —  p.  473.  Sur  la  tempera- 
ture  et  T^tat  de  la  Vegetation  pendant  les  mois  de  fevrier  et  mars 
1853;  par  M.  A.  Quetelet.  —  p.  748.    Description  d'un  appareil 
photo-electrique  conservant  In  himinrn  au  meme  point,  invent^  et 
construit  par  M.  J.  Jaspar  ä  Li^ge. 

Tome  XX.  II«  Partie.  1853.  p.  4.  Sur  une  note  de  M. 
Ign.  Carbonelle,  intitulee :  Theorie  geometrique  du parall^logramme 
de  Watt.  Rapport  de  M.  Timmermanns.  —  p.  11.  Theorie  geo- 
metrique du  Parallelogramme  de  Watt;  par  M.  Ign.  Carbonelle. 
—  p.  39.  Tremblements  de  terre  ressentis  en  1852;  par  M.  Alexis 
Perrey.  —  p.  244.  Sur  les  variations  periodiques  et  non  perio- 
diques  de  la  temperatare,  d'apr^s  les  observatioos  faites  pendant 
20  annees  ä  TObservatoire  de  Bruxelles ;  par  M.  A.  Quetelet.  — 
p.  299.  Sur  la  deterroination  de  la  latitude,  de  la  longitude,  de^ 
Vheure  et  de  l'azlmut  par  des  passages  observes  dans  deuz  ver- 
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ticaux;  par  M.  Houzeau.    Rapport  de  M.  Neren  bürg  er.  -  p.3(ß. 
Siir  l'erreur  probable  d'un  pas«age  observ^  a  la  Innette  m^idienne 
de  rObservatoire  royal  de  Bruxelles;  par  M.  Liagre.  —  p.  312. 
Sur  Toaragan  du  28.  Juin  1853;  par  M.  A.  Quetelet.  —  p.392. 
DämoDstration  ^lementaire  d'une  formale  iogarithmique  de  M.  Binet; 
par  M.  Angelo  Genocchi,  de  Turin.   —  p.  397.    Sur  utie  pro* 
pri^t^  des  uombres;    par  M.  Angelo  Genocchi,   de  Turin.— 
p.  400.    Sur  Teniploi  du  fer  de  fönte  dans  la  confection  d'aimants 
artificiels;  par  M.  Crahay.  —  p.  405.  Sur  les  chaleurs  des  7.,  8. 
et  9.  Juillet  1853,  et  sur  leurs  effets  desastrueux;  par  M.  A.  Quetelet. 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akade/nie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Liter.  Ber.  Nr.  LXXXIV.S.8.) 

Jahrgang  1853.  XL  Band.  1.  Heft.  S.  9.  Schabns: 
Krystallform  des  Zinkoxydes.  —  S.  46.  Grailich:  üntersucbao- 
gen  über  den  ein-  und  zweiaxigen  Glimmer.  —  S.  87.  t.  Hauer: 
Ueber  die  Besohaffenheit  der  Lava  des  Aetna  von  der  Eruption 
im  Jahre  1852.  -^  S.  121.  Kr  eil:  Geographische  und  magnetiselie 
Bestimmungen  aus  dem  Nilthale.  Von  Ritter  von  Fridau.  — 
S.  213.  Brücke:  Ueber  die  Wirkung  complementär  geförbter 
Gläser  beim  binoculären  Sehen. 

Jahrgang  1853.  XL  Band.  2.  Heft.  S.307.  Haidinger: 
Die  Austheilung  der  Oberflächenfarben  am  Murexid.  —  S.  375. 
Petrina:  Ueber  eine  Vereinfachung  beim  telegraphischen  Corr»' 
spondiren  in  grosse  Entfernungen.  —  S.  393.  Haidinger:  Die 
Farben  des  Mausits.  —  S.  397.  Derselbe:  Paläo-Krystalle,dorcb 
Pseudomorphose  verändert. 
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Literarischer  Bericht 


Lxxxvni. 


Arithmetik. 

Saromfung  von  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  un^ 
Algebra,  für  Gymnasien  und  Gewerbeschufen  bearbei- 
tet Ton  Friedrieb  Hofmann,  Professor  der  Mathematik 
am  Gymnasium  2«  Bayreuth.  In  drei  Theilen.  Erster 
Theil.  Bayreuth.  Grau.  1852.  Zfreiterund  dritter  Theil. 
Daselbst  1853. 

Der  erste ^  die  arithmetischen  Aufgaben  enthaltende  Theil  die- 
ser sehr  reichhaltigen  Aufgabensammlung  ist  im  Literar*  Bericht 
Nr.  LXXVI.  S.  953.  angezeigt  worden.  Jetzt  sind  nun  auch  die 
beiden  letzten  Theile,  welche  die  algebraischen  Aufgaben  enthalt 
ten,  erschienen.  Wir  haben  es  uns  schon  a.a.O.  angelegen  sein 
lassen»  auf  die  Verdienstlichkeit  des  ersten  Theils  dieser  Aufgar 
bensammlung  aufmerksam  zu  machen  und  denselben  den  Lehrern 
der  Mathematik  dringend  zur  sorgHiltigsten  Beachtung  zu  empfeh* 
len.  Ein  ganz  gleich  gunstiges  Urtheil  müssen  wir  auch  über  den 
zweiten  und  dritten  Theil  Hillen.  Die  grosse  Reichhaltigkeit  die- 
ser beiden  T heile  zeigt  sowohl  ihr  Umfang»  da  der  zweite  Theil 
205}  der  dritte  Theil  310  Seiten  umfasst»  als  auch  die  folgende 
Angabe  des  Inhalts  nach  seinen  Hauptabschnitten:  Die  Tier  Grund- 
operationen ■  mit  BuchstabengrOssen.  Potenzen  mit  positiven  gan- 
zen Exponenten.  Wurzeigrussen.  Reductionen  (sehr  viele  lehrreiche 
Aufgaben).  Gleichungen  vom  ersten  Grade  mit  einer  Unbekann- 
ten. Aufgaben  zur  Anwendung  der  Gleichungen  des  ersten  Gra- 
des mit  einer  Unbekannten^  Wurzeigrassen  (Fortsetzung).  Po- 
tenzen mit  allgemeinen  Exponenten.  Vermischte  IReductionen. 
Logarithmen.  Kettenbrüche.  Unbestimmte  Gleichungen.  (Sollte 
wiÄlbeissie»'  tftibestlmnl^te  Aufgaben.)  Gleichungen  vom  ersten 
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iinAt  ait  fpefareren  oDbekanote«  Grwssen.    Gleicbi 

Um  Grade.    AofjErabea  zur  Aofrendnne  der  Gleiehi 

Grades  mti  mebrereo  oDbekaoDten  Grössen.     Anfsabee   im  ili* 

frendoog  der  GleicboDgeo  Tom  zweiten  Grade.    Arithaettsck  nd 

geonefriscbe  Reiheo.    ZmMe^zmBen  aod  RentenrecbDOBg. 

JedeoialU  ist  dies  die  reicbbaltigste  Anfgabcnsanudang,  «ckk 
die  matbematisebe  Literatur  bis  jetzt  besitzt,  und  ancb  bei  dieeei 
beiden  letzten  Tbeilen  baben  wir  ons  eben  so  wie  bei  dea  crstn 
Ober  die  P^ScisioB  des  Ansdmdi^  der  Angaben  gefrent,  welciie 
natllrficb  bei  einer  solcben  Sammlang   ein  Hanpterfordeniw  ist. 
Aacb  halten  wir  die  Aafgaben  fast  saromtlicb  für  sehr  zwecfaüs- 
sig,   nnd  sind  der  Meinang,    dass  ein  nur  einigennassen  gat  Tor- 
bereiteter  Schüler  sie   sammtlicb   ohne   grosse   Schwierigkeit  lo 
losen  im  Stande  sein  wird.    Denn  vom  päds^ogischen  Staadpvkte 
ans  sind  wir  der  Meinung ,  dass  namentlich  Aufgaben  znrAiwes- 
dnng  der  algebraiKchen  Gleichungen  so  gefasst  sein  mussca,  dass 
der  Schüler  9  um  demselben  wahres  Interesse  an  der  Sache  cbn- 
tVtM^en  nnd  seine  Ukbe  zu  derselben  dauernd   zu  erbalten,  to 
Wortansdruck  der  Aufgabe  ohne  besondere  Schwierigkeit  n  fie 
Sprache  der  Algebra  übersetzen  kann,  und  dass  die  Angaben  aock 
nicht  zu '  viele  bloss  numerische  oder  auch  Buchstaben-RechnangeB 
in  Anspruch  nehmen,  was  bei  manchen  AufgabensanBlangen  der 
Fall  ist,  selbst  bei  dem  sonst  recht  empfehlenswertben  Buche  von 
Heis,    wie  wir   neuerlich    uns  zufällig  hin  und  wieder  bei  dem 
Gebrauch  dieses  letzteren  Buches  zu  überzeugen  Gelegenheit  ge- 
habt haben.    In  beiden  obigen  Beziehungen    steht    das  jedenfalls 
mit  dem  grossten  pädagogischen  und  mathematischen  Takte  ver- 
fasste  Buch   von   Meier  Hirsch    nach    unserer   Meinung  immer 
noch  oben  an;    aber  das  vorliegende  Buch  von  Hofraann  eifert 
demselben   in   würdiger  Weise  nach   und  übertrifft  es   an  Reich- 
haltigkeit. 

Wir  wünschen  daher  dieser  neuen  arithmetischen  *und  alge- 
braischen Aufgabensammlung  die  sorgfältigste  Beachtung  von  Sei- 
ten der  Lehrer,  können  aber  auch  bei  diesen  beiden  neuen  Tbei- 
len den  schon  früher  ausgesprochenen  Wunsch  nicht  unterdrücken, 
daHN  es  dem  Herrn  Verfasser  recht  bald  gefallen  möge,  in  einem 
besonderen  Hefte  die  Resultate  aller  Aufgaben  herauszugeben. 
Für  den  Lehrer  sind  dieselben  unentbehrlich,  da  man  ihm  nicht 
zumutheu  kann,  alle  Aufgaben,  ehe  er  sie  aufgiebt,  erst  selbst 
zu  rechnen,  und  für  den  fleissigen  und  verständigen  Schüler  ist 
die  Kenntniss  der  Resultate  jedenfalls  nützlich,  damit  er  siebt, 
ob  das  von  ihm  gefundene  Resultat  das  richtige  ist;  der  nnfleis- 
sige  und  unverständige  Schüler  wird  sich  doch  verbotene  Hülfa* 
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mittel  anderwc»itig  genug  zu  verschaffen  wissen,  wogegen,  wie 
gegen  absoluten  Unverstand  Oberhaupt,  nun  doch  einmal  nichts  zu 
machen  Ist. 


Geodäsie. 

Uaodbach  der  höheren  und  niederen  Messkunde 
oder  gründliche  Unterweisung  in  der  gewöhnlichen 
Feldmesskunst,  so  wie  zu  grösseren  geodätischen  Auf- 
nahmen, zu  geographischen  Triangulirungeo,  barome- 
trischen Höhenmessungeui  zu  Nivellements  und  zum 
Gebrauch  der  Instrumente«  Nach  dem  neuesten  Stand- 
punkte der  Wissenschaft  bearbeitet  von  Dr.  Fr.  W.Bar- 
fuss.  Dritte  verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  Mit 
15  llthographirten  Foliotafeln.    Weimar.  Voigt.   1854  8. 

Die  erste  Anflai^e  dieses  Handbuchs  der  Messkunde  ist  im 
Literar.  Rer.  Nr.  IX.  S.  140.  angezeigt  worden.  Die  Anlage  des- 
selben ist  im  Ganzen  und  im  Wesentlichen  völlig  unverän- 
dert geblichen,  so  dass  wir  auch  jetzt  das  von  uns  a.  a.  O.  ge- 
fällte allgemeine  Urtheil,  dans  uns  in  demselben  ein  systematischer 
Faden,  welcher  sich  durch  das  ganze  Werk  hindurch  zieht,  nicht 
festgehalten  zu  sein  scheint,  wiederholen  müssen;  und  bei  wie- 
derholter genauer  Durchsicht  des  Buchs  haben  wir  uns  von  der 
Richtigkeit  dieses  Urtheils  von  Neuem  überzeugt.  Dagegen  aber 
wiederholen  \iir  aber  auch  das,  was  wir  a.  a.  O.  zur  Empfehlung 
des  Buchs  gesagt  haben ,  und  füs:en  zu  weiterer  Empfehlung  noch 
bei,  dass  der  Herr  Verfasf^er  wenigstens  auf  einige  der  von  uns 
dort  gerügten  Mängel 'Kücksicbt  genommen  zu  haben  scheint,  in- 
dem er  z.  B.  jetzt  eine  ziemlich  ausführliche  Entwickelung  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  beigefügt  hat,  bei  der  wir  nur 
noch  ein  specielleres  Eingehen  auf  die  Anwendung  dieser  Methode 
in  der  Geodäsie,  was  doch  hier  die  Hauptsache  ist,  gewünscht 
hätten.  Eine  sehr  werthvolle  Bereicherung  hat  ferner  diese  neue 
Ausgabe  in  der  Theorie  und  Beschreibung  des  ursprünglich  von 
Oppikofer  angegebenen,  von  Wetli  wesentlich  verbesserten 
(m.  8.  Literar.  Ber.  Nr.  LVI.  S.  774.)  und  von  Hansen  zur  Vollen- 
dung, gebrachten  Planimeters  erhalfen.  Was  die  Darstellung  im 
Allgemeinen  betrifft,  so  können  wir  nicht  sagen,  dass  sie  uns  be- 
sonders angesprochen  hätte,  indem  sie  offenbar  in  einem  älteren 
Geiste  gehalten  ist  und  vielfach  an  Tobias  Mayer  erinnert.  In 
der  lostmmental-Kenntniss  ist  diese  neue  Ausgabe  gegen  die  erste 
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im  Jahre  1842  eradiieBene  fast  gar  Dicht  fortgeachrittcv,   «ai  m 
sind  som  Theil  qoch  verscbiedeoe»  gegeowirtig  als  verallet  mm  bt- 
trachteDde  Instruroeote  bescbriebeo.    Was  z.  B.  die  Booasola  W* 
trifft,  so  ist  ein  Instrument  dieser  Art  mit  Fernruhreo  —  and  wer 
braucht  jetzt  wohl  andere?  —  gar  nicht  beschrieben ,  und  das  tm 
dem  Herrn  Verfasser  auf  S.  273.  gefällte   ungünstige  Urtheil  fibct 
dergleichen  Instrumente  beruht  geradezu  auf  Unkenntniss  der  Sache, 
indem  wir  selbst  ihm  mehrere  Fernrolir-Boussolen  vorlegen  kuni- 
ten,  die  an  Leichtigkeit  des  Transports  und  der  Handhabong  ge- 
wiss gar  nichts  zu  wfinschen  Gbrig  lassen.    Auf  die  neueren  Ver- 
l^esserungen  der  Messkette  (m.  s.  z.  B.  in  Schneitler^s  Instm- 
mente  nnd  Werkzeuge.    Zweite  Auflage.    Leipzig  189*2. 
S.T.dleMesskettevonOldendorff^undim  Archiv.  ThI.IV. 8.08. 
die  Messkette  von  Berlin,  sowie  Ober  diese  Messkette  auch  8  e  fc  aei  t* 
1er  a.  a.  O.)  ist  in  fauchst  auffallender  Weise  gar  keine  RGcksicbt 
genomnien,   da  diese  Verbesserungen  eines  hei  den  allei^ewSki« 
lichsteo  Operationen   der  Feldmesskun^t  unausgesetzt  in  Aiiwm- 
dnng  kommenden  und  deshalb  in  jeder  Beziehung  höchst  wiehtige« 
Instruments  gewiss  von  der  grussten  Bedeutung  sind;    und  sollte 
etwa  der  Herr  Verfasser  diese  Verbesserungen  der  Genauigkeit 
der  Messungen  für  nicht  eben  förderlich   halten,   so  müssten  wir 
gestehen^    dass  dies  uns  keinen  sonderlicheD  Begriff  von  der  Ge- 
nauigkeit, die  der  Herr  Verfasser  bei  seinen  Messungen  zu  errei- 
chen  strebt,    beibringen   würde.     Eben  so   auffallend  ist  es  uns 
gewesen,    dass  statt  des,    oder  wenigstens  neben  dem  älteren 
Theodoliten   nicht  au^h  der  Theodolit  mit  gebrochenem  Fernrohr 
beschrieben   worden  ist,    da  diese   neueren   Instrumente  in  jeder 
Beziehung  die  wesentlichsten  Vortheile  gewähren  und  daher  jetzt 
fast  allgemein  gebraucht,  auch  in  mehreren  der  grösseren  und  besseren 
mechanischen  Werkstätten  fast  nur  allein  angefertigt  werden ,  in  wel- 
cher Beziehung    der  Herr  Verfasser   sich  nur    etwa  die  Cataloge 
des  polytechnischen   Instituts  in  W^ien  (m.  vergl.  z.B.  auch  das 
in  jeder  Beziehung  treffliche  und  ausgezeichnete  Handbuch  der 
niederen    Geodäsie    von    Hartner.     Wien.  1850.)    hätte  an- 
sehen sollen.     Das  Heliotrop  ist  nur  nach  der  ursprünglichen  Ein- 
richtung von  Gauss  beschrieben,  und  auf  die  neueren  vereinfachten 
Einrichtungen   dieses  Instruments   von  Steinheil,   Stierlin  und 
Anderen  ist  gar  keine  Rücksicht  genommen,  was  wenigstens  bei  einem 
Handbuche  der  höheren  Geodäsie   nicht  gebilligt  werden   kann. 
Noch   mehr  einzelne   Beispiele  dieser  Art  anzuführen,    fehlt  uns 
der  Raum;    auch  wird  das  Bisherige  schon  hinreichen,  den  Nach- 
weis zu  führen,  dass  man  aus  dem  vorliegenden  Buche  keine  dem 
gegenwärtigen  Standpunkte  der  Wissenschaft  entsprechende  Instru« 
mentalkenntniss  schöpfen  kann.    Eben  so  wenig  hat  der  Herr  Ver- 
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fasflffr  auf  dienmianeo  FortsduittiQ  der  Geodfiirie  üi  tlMorafisebtr 
BeziebtiDg  bedondei^  RGckaicht  genommen*    Wieiin  v/ki  aaeh.'fMt 
fiircbten  aiileseti,   der  Eigenliebe  beschuldigt  zu  werden«  wolleä 
wir  d.acb  bemerioett  ^  das«  in  den  bis  jetzt  erschiencaien  21  Bänden 
des  MArdiiFB'^  eine  Menge  der  Geodäsie  gewidmeter  Aufsätze  von 
eefar  verschiedenen  Verfassern  enthalten  sind,   die  von  neueren 
Sfihriftstellera   Ciber  Geodäsie  keineswegs  so  gänzlich  nnberöck» 
sicbtigt  gelassen  worden  sind,    wie  der  Herr  Verfassier  des  iror« 
liegenden  Buchs  gethan  hat,  und  daher  doch  wohl  etwas  zur  For« 
derungder  betreffenden  Wissenschaft  beigetragen  haben  müssen»  wie, 
um  nur  Einiges  au  bemerken ,  a*  B.  die  Aufsätze  iiber=  die  Fehler 
der  mit  versdUedenen  Instrumenten  geraesseneci  Horizontalwinkel } 
über  die  Theorie  der  terrestrischen  Strahlenbrechung  (die  S.  423. 
in  der  Note  vom  Herrn  Verfasser  gegebene  Darstellung  ist  wenig« 
stens  höchst  schwerfällig  und  berührt  keineswegs  die  Punkte,  auf 
die  es  hier  Torzüglich  ankommt) ;  über  das  trigonometrische  Höhen- 
messen  mit  gan«  besonderer  Berücksichtigung  der  Strahlenbrechung; 
über  die  vielen  neuen  AJethoden  zur  graphischen  Aufl9suiig  des 
Pothenot'schen  Problems;  über  die  elegante  Methode  zwc. ge- 
nauen Aufstellung  des  Messtisches,  oder  yielmehr  eines  gegebenen 
Punkte»  auf  demselben,    über  einem  gegebenen  Ponkte  auf  dier 
Erde,    welche  alle  die  künstlichen  Einrichtungen  des  Messtiscfa« 
blattes,  die  der  Herr  Verfasser  Seite  144.  bei  seinem  nicht  sehr 
au  empfehlenden  Messtische  beschrdbt,  durch  welche  die  «o  über* 
aus   wichtige   Festigkeit    und   Unverrückbarkeit  des  Instruments« 
auf  Vielehe  bei  dem  genauen  Arbeiten  mit  diesem  Instrumente  so 
ungemein  viel  ankommt,    nur  beeinträchtigt  werden  muas,    vuUig 
überflüssig  und  ganz  und  gar  unnütz  macht,  u.  s.  w.  u.s.  w. 

Unser  Gesamraturtheil  tiber  das  vorliegende,  in  „dritter  ver* 
besserter  und  vcrmehrti^  Auflage*'  erschienene,  „nach  dem 
neueste«  Standpunkte  der  Wissenschaft  bearbeitetet 
Handbuch  der  höheren  und  niederen  Geodäsie  geht  daher  dahin, 
dass  dasselbe  den  neueren  Zustand  dieser  wichtigen  Wissenschaft 
darzustellen  nicht  geeignet  ist ,  wenn  wir  auch  sonst  seine  Brauch* 
barkeit  fSr  untergeordnetere  Arbeiten  nicht  verkennen  wollen. 

Handbuch  der  niederen  Geodäsie  nebst  einem  An* 
(lange  über  die  Elemente  der  Markscheidekuiist  Zum 
Gebrattche  für  technische  Lehranstalten,  sowie  für  das 
Selbststadium  bearbeitet  von  Friedrich  Hartner«  Pro- 
fessor der  höheren  Mathematik  und  praktischen  Gep? 
metrie  am  steierm.  jtäud«  Jpanneum  zu  Grat4^  Wien« 
Seidel.,  185a  & 

Die  erste  Lieferung  dieses  Handbuchs  der  niederen  Geodfiste 
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ist  schon  im  Literar.  Ber.  Nr.  LVIIL  S.  287.  kurz  angezeigt  wndai. 
Nachdem  jetzt  alle  vier  Lieferungen  erschienen  sind,  erfonFert  & 
Auszeicbnangy   welche  das  Buch  seiner  inneren  TächtigM  nnd 
seiner  Brauchbarkeit  wegen  fiir  sich  in  Anspruch  zu  nehmei  be- 
rechtigt ist 9  eine  vollständigere  Anzeige.   Schon  a.  a.  O.  habeewir 
darauf  hingewiesen,  dass  uns  sowohl  die  grosse  Deutlichkeit  iv 
Darstellung  im  Allgemeinen,  als  auch  insbesondere  der  sehr  sotf* 
ftitig  von  dem  Einfacheren  zum  Zusammengesetzteren  fortschrci- 
teode  Gang  in  der  Beschreibung  und  ßeurtbeilung  der  Instrinnente, 
wobei  auch  die  noth wendigsten  optischen  fifllfslehren  nicht  Aber« 
gangen  worden  sind,   angesprochen  habe.    Jenes  Urtheil  wieder- 
holen wir  jetzt  nach  dem  Erscheinen  des  volistSndigen  Werkes 
aus  vollster  Ueberzeugung  und  fügen  demselben  noch  Folgendes 
hinzu.    Was  zuerst  die  Instrumente  betrifft,  so  bemerken  wir,^das8 
sowohl  die  Instrumente  zum  Zeichnen  auf  dem  Papier  als  aadi 
die  Instrumente  zum  Messen  auf  dem  Felde  sehr  sorgföltig  bescbrie* 
ben  und  in  schonen  Holzschnitten   dargestellt  worden   sind.    Der 
Herr  Verfasser  hat  sich  aber  nicht  bloss  mit  der  Abbildung  der 
ganzen  zusammengestellten  Instrumente  begnügt,  sondern  hat  aach 
alle  wichtigeren  einzelnen  Tbeile  derselben  in  grosserem  Maass- 
stabe   besonders  abgebildet  und  natürlich  auch  äusserst  deutlich 
beschrieben,  was  dieses  Buch  vor  vielen  anderen  LehrbOchern  der 
Geodäsie  höchst  vortheilhaft  auszeichnet,  und  den  Lehrling  in  den 
Stand   setzt,   sich  von    der  Einrichtung   der  Instrumente  in  allen 
ihren  einzelnen  Theilen  eine  buchst  deutliche  Anschauung  zu  ver- 
schaffen.   Bei   der  Beschreibung    der    Instrumente   hat  der  Herr 
Verfasser  ferner  auf  die  neueren  Fortschritte  sehr  sorgfaltig  Rück- 
sicht genommen,  und  daher  z.  ß.  auch  den  verbesserten  Einrich- 
tungen der  Messketle,  dem  Theodoliten  mit  gebrochenem  Fernrohr, 
den  verschiedenen  Arten  der  Distanzmesser,  den  neueren  vortreff- 
lichen Mivellir-Instrunieuten  aus  der  Werkctätte  des  polytechnischcD 
Instituts  in  Wien,    den    verschiedenen  Arten    der  Markscheider- 
Instrumente,  u.  8.  w.,    besondere   Aufmerksamkeit    gewidmet,    so 
dass  wir  nicht  wüssten,    was   der  Lehrling  in  dieser  Beziehung 
noch  wünschen  sollte.     Eben   so  sorgfältig  sind   die   Instrumente 
nach  ihren  Fehlern,  mit  deren  matliematischer  Bestimmung,  charak- 
terisirt  worden,  und  überall  hat  der  Herr  Verfasser  die  am  leich- 
testen praktisch  ausführbaren  und  zugleich  genauesten  Methoden 
zur  Berichtigung  der  Instrumenten  gelehrt.     Was  ferner  die  Mes- 
snngsmethoden   betrifft,    so    sind   alle  Methoden  gelehrt  worden, 
welche  in  die  niedere  Geodäsie,    der  ja  auch  das  Buch  nur  ge- 
widmet  sein    soll,    gehören.    Bei  den  Höhenmessungen  hat  das 
geometrische,    trigonometrische    (natürlich    mit  Rücksicht  auf  die 
Krümmung  der  Erdf»  und  die  Refraction  S.  23L  232.),   das  baro- 
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metrische  und  tbermometrische  Huhenmesseo »  so  weit  diese  Ope- 
rationen in  den  Kreis  der  niederen  Geodäsie  gehSren,  Berücksich- 
tigung gefunden,  so  wie  auch  die  zu  forstlichen  Baumhöfaenmes- 
sungen  u.  s.  w.  erforderlichen  und  jetzt  gebräuchlichen  Instrumente, 
die,  so  wie  ein  einfaches,  zu  Hünenmessungen  brauchbares  Oe- 
fässbarometer  gleichfalls  abgebildet  worden  smd.  Endlich  hat  der 
Herr  Verfasser  auch  der  Coordinatenmethode  bei  der  Berechnung 
der  Messungen  seine  besondere  Aufmerksamkeit  gewidmet,  und 
über  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  so  viel  oeigebracbt,  als 
die  niedere  Geodäsie  irgend  zu  fordern  berechtigt  ist     * 

Wir  schliessen  diese  Anzeige  mit  der  Bemerkung,  dass  wir 
gegenwärtig  in  der  T,hat  kein  Handbuch  der  niederen  Geodäsie 
und  Markscheidekunst  wüssten,  welches  wir  einem  Anfanger  in 
der  Geod^ie  mit  grösserer  Zuversicht  als  das  vorliegende  enipfeb- 
ien  könnten.  Wir  wünschen  denn  Buche  die  grösste  Verbreitung 
und  sind  der  Meinung,  dass  es  zu  einer  besseren  und  gründliche- 
ren Bildung  der  Feldmesser,  als  dieselbe  wohl  jetzt  hin  und  wie- 
der angetroffen  wird ,  wesentlich  beitragen  wird.  Möge  es  uns  der 
Herr  Verfasser  nicht  übel  nehmen,  wenn  wir  schliesslich  uns  den 
Wunsch  auszusprechen  erlauben,  dass  wir  in  einer  neuen  Auf- 
lage, die  recht  bald  anzeigen  zu  können  wir  mit  Zuversicht  hoffen, 
wohl  ein  Urtheil  eines  so  sachkundigen  und  praktisch  geübten 
Geodäten,  wie  der  Herr  Verfasser  ist,  über  die  im  Archiv.  ThI.  XVI. 
gelehrte  Methode  zur  genauen  Aufstellung  des  Messtisches,  oder 
eigentlich  eines  bestimmten  Punktes  auf  demselben,  über  einem 
auf  der  Erde  gegebenen  Punkte,  welche  nach  unserer  Meinung 
alle  künstlichen,  die  Festigkeit  des  Messtisches  nur  beeinträch- 
tigenden Einrichtungen  zur  Bewerkstelligung  dieser  Aufstellung 
völlig  entbehrlich  mächt,   lesen  möchten. 


Vennischte  Schriften. 

Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  zu 
Bern.    Nr.  231— 309.    (Vergl.  LIterar.  Ber.  Nr.  LXXH.  S.923.) 

AYir  bedauern,  mit  den  Auszügen  nns  diesen,  lier  alleemeineit  Bcaclitun)]; 
in  jeder  Beziehung  höchst  werthen  Mittheiiuugcu  so  lange  in  Rückstand  ge« 
blieben  zu  sein,  was  wir  nur  durch  den  Maugel  an  Raum  entschuldigen  kön- 
nen.    Wir  heeilen  uns  jetzt,  das  Yersäumte  nachzuholen. 

C.  Fischer-Ooster,  Beschreibung  eines  neuen  einfachen  Bathometeis, 
mit  einer  Ahbildnng.     Nr.  233—235. 

R.  Wolf,  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Physik  in  der 
Schweiz.     Christian  Wursteisen  von  Basel.     Nr.  237  und  238. 

C.  ßrunner,  lieber  Trennung  von  Kupfer  und  Zink  bei  Anatmen« 
Nr.  23T  und  238. 

R,  Wolf,  Beitrag  zur  Lehre  von  der  Wahrscheinlichkeit,  Nr,  239  n.  2IOl. 

R.  Wolf,  Nachrichten  von   der   Sternwarte   in  Bern.     Nr.  241  u.  24^ 

C.FiscIier-Ooster,  Beschreib. eines  neuen  Hypsometers.  Nr. 243 u. 244* 

Derselbe,  Beiträge  zur  Höhenkenntniss  des  Canton«  Bern, '.enthaltend 
die  Bestimm,  einiger  zweifelhaften  Punkte  mittelst  des  Barometers.  Nr.243u.244> 

R.  Wolf,  Nachrichten  von    der  Sternwarte  in  Bern.     Nr.  245  n,  247, 

Derselbe,  Notizen  zur  Gescliichle  der  jMathematik  und  Physik  in  der 
Schweiz.     Simon  Lhuilier.     (Zweiter  AriAkel.)     Nr.  246  und  "247. 

C,  Brnnner,  Ueber  die  Bcfttiamiiing  von  Gatgemengeu,   Nr.  258  bis  254, 
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Deritlb«,  Chemische  BeobachtnngeB.     Nr.SSSMsÜSi. 

R«  "Wolf,  Nene  Untersochongea  über  die  Periode  der  SoAnenflecluB 
«ad  ihre  Bedentaitg.  Nr.255biai257.  (Sehr  interessante  u. -wichtige  Abhudiiuig.) 

Derselbe,  Nachrichten  you  der  Sternwarie  in  Bern.  (lieber  Sieni- 
tehnnppen.)    Nr,  262  bia  264. 

Derselbe,  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Physik  i&ier 
Schweiz.  (Sonnenfiusterniss  Ton  1706.  Yertheilnng  der  Gewitter  in  Zünik 
1689— iri8.)    Nr.  262  bis  264. 

Derselbe,  Versnche  zur  Versleichung  der  Erfahraflgswahrscheinlieli- 
fcelt  mit  ^er  mathematischen  Wahrscheinlichkeit.  Sechste  'Versuchsreilic. 
Nr.  268  und  269. 

Derselbe,  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern.    Nr.  268  und  269. 

Vi,  Kipp,  Ueber  Translatoren.     Nr.  279  und  280. 

K.  Wolf,  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern«     Nr.  279  and  280. 

Derselbe,  Notizen  zur  Gesdiiehte  der  Mathematik  und  Physik  in  der 
Schweiz.  Jahr -Rodel  ron  Haus  und  Abraham  Wieniger,  Scholmeistem  za 
Bedderkinden.  1716—1770.     Nr.  281  bis  283. 

Derselbe,  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern.     Nr.  281  bis  289. 

F.  May,  Ueber  die  Ansstreonng  der  Sterne  am  Btimmel  oder  das  Milch- 
itrassensystem  ala  Ganzes*     Nr.  284  und  285.     (Interessanter  Aufsatz.) 

R«  Wolf,  Ueber  den  jälixlichen  Gang  der  magnetischen  DeoUaatioat« 
Variation.     Nr.  292  bis  293. 

Derselbe,  Nachrichten  von  der  Sternwarte  iu  Bern.  Nr.  292  bis  293« 
Nr.  294  und  295. 

C.  Brunn  er,  Chemische  Mittheilungen  über  die  Analyse  der  atm»* 
sphärischen  Luft  und  melireres  Andere.     Nr.  296  bis  298. 

R.  Wolf,  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern.     Nr.  296  Ms  298, 

Brunner  von  Waltenwyl,  Ueher  das  Taschen-Barometer.  Nr,  299. 
Das  Bttdarlheil  des  sehr  saclikundigpn  und  vielerfahrenen  Herrn  Verf.  uKer 
dieses  Instrument  und  andere  in  neuerer  Zeit  zu  ähnlichem  Zweck  in  Vorschlag 
gebrachte  Barometer,  namentiick  auch  über  das  van  Leuten ,  die  nichts  HccIh 
tes  von  der  Sache  verstehen,  viel  gerühmte  Baromitre  aneroide,  fallt 
keineswsgs  günstig  für  diese  Instrumente  aus,  und  geht  dahin,  dass  durch 
keins  dersell)en  ein  gutes  Rcisel)arometer  ersetzt  werden  könne,  namentlich 
bei  den  äusserst  bequemen  Einriclitungen ,  die  man  jetzt  den  letzteren  In- 
strumenten zu  geben  im   Stande  sei.     Der  Aufsatz  selbst  ist  sehr  lesenswerlh. 

R.   Wulf,  Mcichrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern.     Nr.  300  und  301. 

Derselbe,  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Pliysik  iu  der 
Schweiz.     Joliann    Baptist   Cysat;    Nr.    308  und  309.     Die   Lebeusbesclirei- 
bung    dieses    bis    jetzt  wenig   bekannten  schweizerischen  Mathematikers  und 
Astronomen  hat  Herr  R.   Wolf   auUi    in    einem    besonderen   Abdruck  uuler 
dem  l'ilcl :     Johann  Baptist  Cysat    vonLuzcrn.     Ein    Beitrag  zur 
Gescbiciite  der  Mathematik  und  Pbysik   in    der  Schweiz.     Von 
Rudolf  Wolf.     Bern    1853.  8.  herausgegeben.     Cysat  war  1586  in  Lu- 
zern  geboren  und  starb  daselbst  am  3.  März  1657.     Die  Lebensbeschreibung 
ist  in  vieler  Beziebnng  inleressanl.     Es  geht  aus  derselben  u.  A.  hervor,  da»s 
Cysat  scbon    in    einer   1619   erschienenen  Schrift    de|n    Saturn    zwei   Monde 
beilegt,    wälirend  sonst  aligemein  angenommen  wird,    erj^t   Huygens   habe 
im  Mär?  1655  einen  ersten  Saturnsmond  und  Dominic  Cassini  1671  eines 
zweiten    entdeckt.     Ferner    hat    Herr  R,   Wolf   gezeigt,    dass  Cysat  schon 
dengrossen  Mcbel  im  Orion,  der  Galilei  und  Hcvel  entging,  bereits  kannte, 
dass  also  fälschlich  erzählt  wird,    er  sei  erst   1656  von  Ileygcns    entdeckt 
worden.     Demnach  wird  künftig  als  Entdecker  des  grossen  Nebels  im   Orion 
Cysat  zu  nennen  sein. 

In  den  hier  besprochenen  Nummern  der  Mittbeilungen  finden  sich  wie 
in  den  früheren  auch  wieder  eine  grosse  Menge  interessanter  Mittheilungen 
ans  Briefen  schweizerischer  Mathematiker  und  Naturforscher,  die  man  sämmt- 
lieh  Herrn  R.  Wolf  verdankt  und  die  jedenfalls  für  die  Geschichte  der 
Hathematik  und  Physik  vielfach  wichtig  sind. 
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